Zaklady kombinatoriky a teorie grafi — 8. cviceni*

8. dubna 2014

1 Rovinné grafy podruhé

Rovinny graf G je graf, ktery mé alespon jedno rovinné nakresleni, ve kterém maji oblouky od-
povidajici riznym hranam spole¢né nanejvys koncové body. Po odstranéni téchto oblouku se rovina
rozpadne na konetny pocet souvislych oblasti, které nazyvame stény nakresleni grafu G.

Zobrazeni b:V — {1,2,...,k} nazveme obarvenim grafu G=(V,E), pokud pro kazdou hranu
{z,y} € E plati b(z) # b(y). Barevnost grafu G, oznacovand x(G), je minimaln{ pocet barev nutny
k obarveni G.

Véta (Eulerova formule). Necht G = (V, E) je souvisly rovinng graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a
jako f pocet stén jeho nakresleni. Potom plati v+ f —e = 2.

Dusledek. Necht G = (V, E) je souvisly rovinngj graf. Oznacme v = |V|, e = |E|, potom prov > 3
plati e < 3v — 6.

Véta (Véta o ¢tytech barvdch). Kazdy rovinng graf G spliuje x(G) < 4.

Piiklad 1. Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf. Oznaéme v = |V|, e = |E| a jako f pocet
stén jeho nakreslent.

(a) Zkuste dokdzat vzorecek e < 2v — 4 pro rovinné grafy bez K3z a s v > 3. Je odhad nejlepsi
mozny?

(b) Pro jaké nejvétsi d € N dokdzete najit d-requldrni rovinng graf? Jak velké d md jesté smysl
wvazovat? Co kdyz navic zakdZeme trojuhelniky?

Piiklad 2. Pro k € N ozna¢me jako BF mnozZinu bindrnich vetizki délky k. Uvazme graf Qj =
(V, E), nazjvangj k-krychle, ve kterém V =B a {u,v} € E prdvé tehdy, kdyz se etizky u a v lisi
na pravé jedné pozici. Pro jokd k je Qy jesté rovinny?

Piiklad 3. Bud G rovinny graf neobsahugici Ks. Dokazte x(G) < 4.

Priklad 4. Vnéjskoveé rovinny graf je graf, ktery ma takové rovinné nakreslent, v némz jsou vSechny
vrcholy na vnéjsi sténé. Dokazte, Ze kazdy vnéjskové rovinny graf je 3-obarvitelny.

Priklad 5. Ukazte, Ze doplnék rovinného grafu na alespon jedendcti vrcholech neni rovinng. Na
kolika nejvice vrcholech dokdzZete najit rovinng graf s rovinngm doplikem?

Pi#iklad 6. Necht mdme rovinné nakresleni grafu G, ve kterém jsou viechny stény trojihelniky.
Predpoklddejme, Ze vrcholy G jsou obarveny tremi barvami. UkaZte, Ze pocet stén, na jejichZ vr-
cholech jsou pouZity vsechny tri barvy, je sudjy.

Priklad 7 (*). Dokazte, Ze hrany 4-requldrniho rovinného grafu nelze obarvit dvéma barvami tak,
aby kazdy vrchol sousedil se dvéma cervenymi a dvéma modrymsi barvamsi tak, Ze jednobarevné pdry
hran se navzdjem separuji.

Obrazek 1: Separujici se jednobarevné pary hran.

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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