Zaklady kombinatoriky a teorie grafu — 10. cviceni*

27. dubna 2014

1 Ramseyovy véty

Jako hypergraf oznacme dvojici H = (V,E), kde E C 2V. Rekneme, ze H je m-uniformni, pokud
EC (;/1) Uplny m-uniformni hypergraf na n vrcholech oznaé¢ime K. Je vidét, ze grafy odpovidaji
2-uniformnim hypergrafim.

Véta (Ramseyova véta pro hypergrafy). Necht m,ay,as,...,a; jsou libovolnd prirozend éisla.
Potom existuje prirozené ¢éislo n = R (a1, as,...,q;) takové, Ze kaZdé obarveni hran hypergrafu
K™ 1 barvami obsahuje uplny hypergraf barvy i na a; vrcholech pro néjaké i € {1,2,...,1}.

Cisla R[" (a1, as, . ..,a;) ze znéni véty se nazyvaji Ramseyova ¢isla a v pfipadé graft (tj. m = 2)
se znaci pouze Rj(a1,as,...,a;).

Uzitecné odhady. Pro kazda pfirozend ¢isla n, k plati nasledujici vztahy:
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Priklad 1. (a) Naleznéte posloupnost 16 ruzngch prirozenych cisel, kterd neobsahuje rostouci ani
klesajici podposloupnost délky 5.

(b) Ukazte, Ze v kazdé posloupnosti (m — 1)(n — 1) + 1 rizngch prirozenych éisel existuje bud
rostouct podposloupnost délky m nebo klesajici podposloupnost délky n.

Ptriklad 2. Happy Ending Problem.

(a) Ukazte, Ze v kazdé mnoZziné péti bodii v R? v obecné poloze (tj. Zddné tii body nelezi na spolecné
primee) lze nalézt konvexni étyrihelnik.

(b) Dokazte, Ze pro kazdé k € N existuje prirozené N = N(k) takové, Ze kaZdd mnozina N bodi v
obecné poloze v R? obsahuje k bodii v konvexni poloze.

Priklad 3 (Schurova véta). UkaZte, Ze existuje dost velké N € N takové, Ze obarvime-li prvky
[N] = {1,2,...,N} dvéma barvami, pak vidy dokdZeme najit x,y,z € [N], které maji stejnou
barvu a plati © +y — z (1j. jednobarevné Tesent rovnice).

Hint: Zvolte N = R2(3,3) — 1 a sestrojte vhodny hranové 2-obarveny graf, zbytek z Ramseyouvy
véty pro grafy.

Piiklad 4. (a) UvaZme obarveni bodii roviny R? tremi barvami. Ukaste, Ze potom vidy dokdzeme
nalézt dva body stejné barvy, které jsou od sebe ve vzddlenosti jedna.

(b) Ukaszte, ze existuje 2-obarvend bodi roviny, ve kterém neni jednobarevny rovnostranny trojihelnik
s hranami jednotkové délky.

Piiklad 5. Ukazte, Ze Ro(Cy,Cy) = 6, tedy Ze v kaZdém cerveno-modrém obarveni hran Kg
najdeme jednobarevny 4-cyklus.

Priklad 6. (a) Najdéte obarveni hran tremi barvami dplného grafu na 16 vrcholech, ve kterém
nent jednobarevny trojihelnik, neboli R3(3,3,3) > 17.

(b) Dokazte platnost nerovnost Ri(3,...,3) < le-k!] + 1.
Priklad 7 (*). Dokazte, Ze pro kazdé prirozené k > 2 plati vztah

2k/2 < Ry(k, k) < 2%,

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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