Topologické metody v kombinatoricéﬂ — 3. série

Borsukova—Ulamova véta
zadéano 25.3.2015, odevzdat do 15.4.2015

Priklad 1. Dokazte piimo 1-dimenziondlni verzi (LS-o0) Ljusternikovy—Snirelmanovy véty,
tj. dokazte, Ze pro kazdé pokryti S' dvéma otevienymi mnoZinami existuje dvojice anti-
poddlnich bodi obsazend v jedné z mnozin. [2]

Piiklad 2. Necht T je torus reprezentovany jako S* x S' C R*

(a) Naleznéte priklad spojitého f: T — R?, pro které neexistuje x € T takové, Ze f(x) =
f(==). (2]

(b) Dokazte, Ze pro kazdé spojité f: T — R existuje x € T takové, Ze f(x) = f(—x) [1]

Priiklad 3. Ukazte, zZe ndsledujici tvrzeni je ekvivalentni s nékterou verzi Borsukovy—Ulamouvy
vety: V kaZdém pokryti sféry S™ mnoZinami Fy, ..., F,11, z nichZ kaZdd je uzavrend nebo
otevrend, lze najit jednu mnoZinu F; obsahujici pdr antipoddlnich bodu (tedy F; N (—F;) #

0) (3]

Piiklad 4. Ukazte, Ze ndsledugici tvrzeni je ekvivalentni s nékterou verzi Borsukovy—Ulamouvy
véty: Necht f: S™ — S™ je antipoddini. Potom kazdé zobrazeni g: S™ — S™ s f homotopické
je surjektivnd. [2+2]

Piiklad 5. (Borsukiuv graf) Pro o € (0,2) oznacme jako B(n+1,a) (nekonecény) graf, kteryj
md jako mnozinu vrcholi S™ (standardné vnorenou v R"") a ve kterém jsou dva vrcholy
spojené hranou prdvé tehdy, kdyz jsou v Eukledidovské vzddlenosti alespon o. DokaZte, Ze
ndsledujici turzeni je ekvivalentni s nékterou verzi Borsukovy—Ulamovy véty: Pro kaZdé o €
(0,2) mdme x(B(n+1,a)) > n+ 2, kde x oznacuje chromatické éislo. [3]
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