
Diskrétńı matematika – př́ıklady na 4. cvičeńı∗

24. ř́ıjna 2014
Př́ıklad 1. Necht’ R ⊆ N2 × N2 je relace mezi dvojicemi přirozených č́ısel definována následovně:

R = {((a, b) , (c, d)) | a + b ≤ c− d} .

Rozhodněte, zda je R reflexivńı, symterická, tranzitivńı či asymetrická.

1 Funkce

Zobrazeńı (respektive funkce) f :X → Y je relace f ⊆ X × Y taková, že pro každé x ∈ X existuje
právě jedno y ∈ Y , které je v relaci f s x. Funkce f :X → Y je

(a) prostá (neboli injektivńı), pokud f(x) 6= f(x′) pro každé x, x′ ∈ X, x 6= x′;

(b) na (neboli surjektivńı), pokud pro každé y ∈ Y existuje x ∈ X takové, že f(x) = y;

(c) vzájemně jednoznačná (neboli bijektivńı), pokud je prostá a na.

Jsou-li f :X → Y a g:Y → Z funkce, pak jejich složeńı označujeme jako g ◦ f a jedná se o funkci
h:X → Z danou předpisem x 7→ g(f(x)). Všimněte si, že skládáńı je definované jinak než u relaćı!

Př́ıklad 2. Najděte př́ıklad

(a) prosté funkce f :N→ N, která neńı na,

(b) funkce f :N→ N, která je na, ale neńı prostá.

Př́ıklad 3. Jaký je počet všech zobrazeńı f : {1, 2, . . . ,m} → {1, 2, . . . , n}? Co počet bijektivńıch
zobrazeńı f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}? A co prostá zobrazeńı f : {1, 2, . . . ,m} → {1, 2, . . . , n}?

Př́ıklad 4. Necht’ f :X → Y a g:Y → Z jsou zobrazeńı. Necht’ g ◦ f je prosté.

(a) Rozhodněte, zda f muśı být prosté.

(b) Rozhodněte, zda g muśı být prosté.

Př́ıklad 5. Ukažte, že je-li X konečná množina, potom funkce f :X → X je prostá právě tehdy,
když je na.

2 Částečná uspořádáńı

Relace R se nazývá (částečné) uspořádáńı, jestliže je reflexivńı, slabě antisymetrická a tranzitivńı.
Uspořádáńı R je lineárńı, pokud pro každé x, y plat́ı (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R.

Máme-li nějaké uspořádáńı �, tak můžeme definovat odvozenou relaci ostré nerovnosti ≺ takto:
a ≺ b právě tehdy, když a � b a a 6= b. Také lze definovat obrácenou nerovnost, tedy relaci �,
vztahem a � b⇔ b � a.

Hasse̊uv diagram je znázorněńı částečně uspořádané množiny (X,≤), kde každý prvek množiny
X tvoř́ı bod (vrchol). Dva vrcholy se spoj́ı čarou (hranou) vedenou zdola nahoru od x k y, jestliže
x < y a neexistuje takové z, že x < z < y.

Necht’ (X,�) je uspořádaná množina. Prvek a ∈ X nazýváme minimálńım prvkem (X,�), po-
kud neexistuje žádné x ∈ X takové, že x ≺ a. Maximálńı prvek a je definován podobně (neexistuje
žádné x � a).

Necht’ (X,�) je uspořádaná množina. Prvek a ∈ X nazýváme nejmenš́ım prvkem (X,�), jestliže
pro každé x ∈ X plat́ı a � x. Podobně definujeme nejvěťśı prvek (x � a pro každé x ∈ X).

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/

1

http://kam.mff.cuni.cz/~balko/


Př́ıklad 6. Uvažme relaci � na množině R3 definovanou předpisem

(a1, b1, c1) � (a2, b2, c2)⇔ a1 ≥ a2, b1 ≥ b2, c1 ≤ c2.

Jedná se o částečné uspořádáńı?

Př́ıklad 7. Popǐste všechny relace na množině X, které jsou zároveň ekvivalenćı a zároveň částečným
uspořádáńım.

Př́ıklad 8. (a) Ukažte, že nejvěťśı prvek je maximálńı, a ukažte př́ıklad uspořádané množiny,
která má maximálńı prvek, ale nemá nejvěťśı prvek.

(b) Uvažme uspořádanou množinu (N,�), kde x � y ⇔ y | x (tj. y děĺı x). Rozhodněte, zda má
nejmenš́ı prvek. Má minimálńı? Maximálńı? Nejvěťśı?

Př́ıklad 9. Necht’ (X,≤), (Y,�) jsou uspořádané množiny. Řı́káme, že jsou isomorfńı, pokud
existuje bijekce f :X → Y taková, že pro každé x, y ∈ X plat́ı x ≤ y právě tehdy, když f (x) � f (y).

(a) Nakreslete všechny navzájem neisomorfńı tř́ıprvkové částečně uspořádané množiny.

(b) Dokažte, že každé dvě n-prvkové lineárně uspořádané množiny jsou navzájem isomorfńı.

(c) Najděte dvě navzájem neisomorfńı lineárńı uspořádáńı množiny N.
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