Diskrétni matematika — priklady na 13. cvi¢eni®

9. ledna 2015

1 Prostor cykla

Pro graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami nazveme podmnozinu hran E’ C E sudou, pokud
m4 graf (V, E’) viechny stupné sudé. Oznaéme jako £ mnozinu charakteristickych vektoru sudych
mnozin v G. Pripomenme, ze symetrickou diferenci A je myslena operace AAB = (AUB)\ (ANB).
Da se ukazat, ze (£, A) tvori vektorovy prostor dimenze m —n + k nad dvouprvkovym télesem Fo,
kde k oznacuje pocet komponent souvislosti grafu GG. Tento prostor se nazyva prostor cyklu.

Priklad 1. Dokazte, Ze symetrickou diferenci dvou sudych mnozin je opét sudd mnoZina.

Piiklad 2. Jako les oznacuje graf, ktery neobsahuje cyklus. Je-li T = (V, E') les obsaZeny v grafu
G, pak pro kazdé e € E\ E' oznacme jako C, jednoznacné urceny cyklus, ktery je obsaZeny v
(V, E'"U{e}). Ukazte, Ze charakteristické vektory cykli Ce, e € E’, tvori bdzi vektorového prostoru
(€, A).

2 Spernerova véta

Necht X je n-prvkovd mmnozina a nechf M je systém jejich podmnozin. Potom o M fekneme, Ze
je nezdvisly, pokud neobsahuje dvé ruzné mnoziny A, B C X takové, ze A C B.

Spernerova véta (Spernerova véta). Kazdy nezdvisly systém podmnoZin n-prvkové mnoZiny ob-
sahuje nanejuys (Ln72J) mnozin.

Priklad 3. Zkuste najit co nejvétsi nezavisly systém podmnozin pétiprvkové mnoziny.

Piiklad 4. Nechtf n € N je takové, Ze jej nedéli ctverec Zddného prirozeného Cisla vétstho neZ
jedna. Urcete nejvétsi moznou velikost mnoziny D délitelu n, kde Zddny délitel z D nedéli jiného
délitele z D.

Piiklad 5. Rekneme, Ze systém podmmnoZzin M konecné mnoziny X je seminezdvisly, pokud neob-
sahuje tri mnoziny A, B,C C X takové, 2e AC B C C.

(a) Ukazte, Ze pro seminezdvisly systém M plati

M| < 2(\_7L72j)
(b) Ukazte, ze pro liché n je odhad nejlepsi mozny.

Piiklad 6. Littlewood-Offord problém. Necht ay,,...,a, jsou redlnd éisla s |a;] > 1. Necht
p(ai,...,a,) oznacuje pocet vektori (e1,...,ey), kde e; = £1, takovych, Ze plati

n
1< Zaiai < 1.
=1

(a) (*) Dokazte, Ze pro kaZdé ay,...,a, plati p(ay,...,a,) < (LnT/LQj)'

b) Pro kazdé sudé n naleznéte ay,...,an s play,...,an) = (,.",). Jakd je situace pro lichd n?
[n/2]

*Informace o cvic¢eni naleznete na |http://kam.mff.cuni.cz/~balko/
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