
Diskrétńı matematika – př́ıklady na 10. cvičeńı∗

5. prosince 2014

1 Vlastnosti graf̊u – barevnost

Zobrazeńı b:V → {1, 2, . . . , k} nazveme obarveńım grafu G=(V,E), pokud pro každou hranu
{u, v} ∈ E plat́ı b(u) 6= b(v). Barevnost grafu G, označovaná χ(G), je minimálńı počet barev
nutný k obarveńı G. Velikost největš́ı nezávislé množiny grafu G, neboli množiny, ve které žádné
dva vrcholy nejsou spojené hranou, znač́ıme α(G).

Jako chromatický polynom grafu G označujeme polynom PG, kde PG(k) označuje počet obarveńı
grafu G při použit́ı k barev. Obarveńı zde bereme jako r̊uzná i když se lǐśı jen pořad́ım barev.
Př́ıklady: pro prázdný graf En na n vrcholech máme PEn

(k) = kn, pro úplný graf Kn dostaneme
PKn(k) = k(k − 1) · · · (k − n+ 1).

Př́ıklad 1. Zkuste naj́ıt graf G jehož barevnost je věťśı než velikost nejvěťśıho úplného grafu,
který G obsahuje jako podgraf. Pro zaj́ımavost: jak velkou barevnost dokážete vynutit v grafu, který
neobsahuje K3?

Př́ıklad 2. Uvažujme graf Qn (graf n-dimenzionálńı krychle), jehož vrcholy tvoř́ı množinu {0, 1}n
a hrany spojuj́ı vrcholy lǐśıćı se právě v jedné souřadnici. Čemu se rovná χ(Qn)?

Př́ıklad 3. Pro každý graf s n vrcholy a m hranami zkuste ukázat následuj́ıćı odhady barevnosti:

(a) χ(G) ≤ n− α(G) + 1.

(b) χ(G) ≥ n
α(G) .

(c) χ(G) ≤ 1
2 +

√
2m+ 1

4 .

Př́ıklad 4. Určete chromatický polynom

(a) cesty Pn,

(b) (*) cyku Cn.

Př́ıklad 5. Pro graf G a jeho hranu e označme jako G−e graf, který z G vznikne odebráńım e a jako
G ·e označme graf, který vznikne z G kontrakćı hrany e, neboli slepeńım jej́ıch koncových vrchol̊u a
odstraněńım př́ıpadných smyček a násobných hran. Dokažte, že plat́ı PG(k) = PG−e(k)− PG·e(k).

2 Vlastnosti graf̊u – prostor cykl̊u

Pro graf G = (V,E) s n vrcholy a m hranami nazveme podmnožinu hran E′ ⊆ E sudou, pokud
má graf (V,E′) všechny stupně sudé. Označme jako E množinu charakteristických vektor̊u sudých
množin v G. Připomeňme, že symetrickou diferenćı ∆ je myšlena operace A∆B = (A\B)∪(B\A).
Dá se ukázat, že (E ,∆) tvoř́ı vektorový prostor dimenze m−n+ k nad dvouprvkovým tělesem F2,
kde k označuje počet komponent souvislosti grafu G. Tento prostor se nazývá prostor cykl̊u.

Př́ıklad 6. Dokažte, že symetrickou diferenćı dvou sudých množin je opět sudá množina.

Př́ıklad 7. Jako les označuje graf, který neobsahuje cyklus. Je-li T = (V,E′) les obsažený v grafu
G, pak pro každé e ∈ E \ E′ označme jako Ce jednoznačně určený cyklus, který je obsažený v
(V,E′ ∪ {e}). Ukažte, že charakteristické vektory cykl̊u Ce, e ∈ E′, tvoř́ı bázi vektorového prostoru
(E ,∆).

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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