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Př́ıklad 1. Dokažte, že pokud do čtverce se stranami délky 1 umı́st́ıme pět bod̊u, tak vždy mezi
nimi dokážeme naj́ıt dva, které jsou v (Eukleidovské) vzdálenosti nanejvýš

√
2/2. Je možné nahradit√

2/2 menš́ım č́ıslem? [2]

Př́ıklad 2. Existuj́ı dvě iracionálńı č́ısla x, y taková, že xy ∈ Q? M̊užete využ́ıt fakt, že
√

2 neńı
racionálńı. [3]

Př́ıklad 3. Označme jako Sn množinu č́ısel, která lze zapsat ve tvaru ±1± 2± · · · ± n, kde každé
± nahrad́ıme bud’ symbolem + nebo −. Dokažte, že č́ısla v Sn jsou právě ta x ∈ Z, pro která plat́ı
−n(n+1)

2 ≤ x ≤ n(n+1)
2 a která maj́ı všechna stejnou paritu. Jak tato parita souviśı s n? [5]

Př́ıklad 4. Dokažte, že pomoćı dvoukorun a pětikorun dokážeme vyplatit libovolnou částku N
korun, kde plat́ı N ≥ 4. [2]

Př́ıklad 5. Rozhodněte, pro která přirozená n jde šachovnice n×n vydláždit dlaždicemi tvaru
”

L“
pokrývaj́ıćımi tři poĺıčka. Jsou povolena všechna čtyři otočeńı. [3]
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Př́ıklad 6. Najděte př́ıklad dvojice relaćı (R,S) na X takové, že R i S jsou tranzitivńı, ale R∪S,
R \S ani R∆S tranzitivńı nejsou. Operace symetrický rozd́ıl R∆S vybere prvky, které se vyskytuj́ı
v právě jedné z množin R a S, formálně R∆S = (R \ S) ∪ (S \R). [3]

Př́ıklad 7. Dokažte, že plat́ı R ◦R−1 = ∆X , je-li relace R ◦R−1 reflexivńı a slabě antisymetrická.
Symbolem ∆X znač́ıme nejmenš́ı reflexivńı relaci na množině X: [3]

∆X = {(x, x) | x ∈ X} .

Př́ıklad 8. Zkuste odvodit vzoreček pro počet ekvivalenćı na n-prvkové množině. [5]

Př́ıklad 9. Dokažte, že uspořádaná množina (N \ {1} , |) má nekonečně mnoho minimálńıch prvk̊u.
O která č́ısla se jedná? Nakreslete př́ıslušný Hasse̊uv diagram na prvćıch 1, 2, . . . , 15. [2]

Př́ıklad 10. Dokažte, že pro lineárně uspořádané množiny je každý minimálńı prvek rovněž
nejmenš́ı. [2]

Př́ıklad 11. Nalezněte posloupnost 16 přirozených č́ısel, která neobsahuje monotónńı podposloup-
nost délky 5. Dokažte, že nalezená posloupnost skutečně funguje. [3]
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Př́ıklad 12. Necht’ š (n) znač́ı počet permutaćı bez pevného bodu na n-prvkové množině. Dokažte
vztah [2]

š (n) = n!− nš (n− 1)−
(
n

2

)
š (n− 2)− · · · −

(
n

n− 1

)
š (1)− 1.

Př́ıklad 13. (a) Kolik celoč́ıselných řešeńı má následuj́ıćı systém rovnic? [2]

x + y + z = 25, 4 ≤ x ≤ 8, 2 ≤ y ≤ 11, 1 ≤ z ≤ 10
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(b) Kolik celoč́ıselných řešeńı má tato rovnice? [4]

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 20, 1 ≤ x1, . . . , x6 ≤ 4

Nápověda: Princip inkluze a exkluze.

Př́ıklad 14. Dokažte, že pro Eulerovu funkci ϕ (n) a nesoudělná č́ısla m,n ∈ N plat́ı [3]

ϕ (m · n) = ϕ (m)ϕ (n) .

Neboli ukažte, že Eulerova funkce je pro daná m a n multiplikativńı.

Př́ıklad 15. Dokažte následuj́ıćı identitu: [3]

n∑
i=d

(
n

i

)(
i

d

)
= 2n−d

(
n

n− d

)
.

Př́ıklad 16. Jaký je počet slov délky n nad abecedou {A,B}, ve kterých se nevyskytuj́ı dvě po sobě
jdoućı ṕısmena B? [2]
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Př́ıklad 17. Nalezněte chybu v následuj́ıćım d̊ukazu tvrzeńı
”

Každý graf s alespoň třemi vrcholy
a se všemi stupni velikosti alespoň dva obsahuje cyklus C3.“ [3]

D̊ukaz. Postupujeme indukćı podle počtu vrchol̊u n. Tvrzeńı plat́ı v př́ıpadě n = 3, protože daný
graf může být jen C3. Uvažme indukčńı krok, necht’ G je graf na n− 1 vrcholech, pro který tvrzeńı
plat́ı. Vytvoř́ıme z něj nový graf G′ na n vrcholech přidáńım nového vrcholu, který je incidentńı s
alespoň dvěma vrcholy z G. Protože G obsahoval cyklus C3, tak jej G′ obsahuje také.

Př́ıklad 18. Ukažte, že každý souvislý graf G s alespoň dvěma vrcholy obsahuje dva r̊uzné vrcholy
u, v, takové, že G− u i G− v jsou souvislé. [3]

Př́ıklad 19. Hledáńı Hamiltonovských kružnic a cest. Nalezněte Hamiltonovskou kružnici pro pra-
videlný dvanáctistěn. [2]

Př́ıklad 20. V orientovaném grafu hranám odpov́ıdaj́ı uspořádané dvojice vrchol̊u (šipky mezi
vrcholy), přičemž každý pár vrchol̊u tvoř́ı nanejvýš jednu takovou dvojici. Ukažte, že každý orien-
tovaný úplný graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cestu obsahuj́ıćı všechny vrcholy
tvořenou na sebe navazuj́ıćımi šipkami stejného směru). [2]

Př́ıklad 21. Pro každou dvojici přirozených č́ısel n, k, která splňuje podmı́nky n ≥ k + 1 a 2 | kn,
sestrojte k-regulárńı graf na n vrcholech. [3]

Př́ıklad 22. Tah v grafu G = (V,E) je posloupnost (v0, e1, . . . , en, vn), kde vi jsou vrcholy a
ei = {vi−1, vi} hrany G, přičemž každou ranou projdeme nanejvýš jednou. Je uzavřený, pokud
vn = v0. Uzavřený tah v G je Eulerovský, jestlǐze projde každou hranou právě jednou a každým
vrcholem alespoň jednou.

Charakterizujte grafy s Eulerovským tahem, který nemuśı být nutně uzavřený. [2]
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Př́ıklad 23. Necht’ máme m,n, k ∈ N. Spoč́ıtejte počet cykl̊u délky k v grafu Km,n. [2]

Př́ıklad 24. Strom na 4152 vrcholech má pouze vrcholy stupně 1 a 3. Kolik minimálně a maximálně
m̊uže mı́t list̊u? [2]
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Př́ıklad 25. Spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu K2,n. Kostrou grafu G rozumı́me
strom, který obsahuje všechny vrcholy grafu G a je jeho podgrafem. [3]

Př́ıklad 26. Ukažte, že každý graf G obsahuje vrchol u a množinu aspoň b 12degG(u)c cykl̊u ta-
kových, že každé dva sd́ılej́ı pouze vrchol u a žádný jiný. [2]

Př́ıklad 27. Necht’ G je souvislý rovinný graf s v vrcholy, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

• v = 8k pro nějaké přirozené č́ıslo k,

• 5v
8 vrchol̊u má stupeň tři, v

4 vrchol̊u má stupeň čtyři a v
8 vrchol̊u má stupeň pět,

• všechny stěny v rovinném nakresleńı G jsou bud’ trojúhelńıky nebo čtyřúhelńıky.

Nakreslete rovinné nakresleńı aspoň jednoho takového grafu. Kolik vrchol̊u, hran, trojúhelńıkových
a čtyřúhelńıkových stěn takový graf m̊uže mı́t? [3]

Př́ıklad 28. Ukažte, že v každé triangulaci G (tj. v grafu, který má rovinné nakresleńı, v němž je
každá stěna trojúhelńık) existuje hrana {u,w}, pro kterou plat́ı degG(u) + degG(w) ≤ 22. [4]
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