Diskrétni matematika
Zadani domacich ukolu

21. prosince 2014

1 Zadano 15. 10. 2013

Priklad 1. Dokazte, Ze pokud do ctverce se stranami délky 1 umistime pét bodi, tak vidy mezi
nimi dokdzeme najit dva, které jsou v (Bukleidovské) vzddlenosti nanejuys v/2/2. Je mozné nahradit
V'2/2 mensim éislem? [2]

Piiklad 2. Erxistuji dvé iraciondlni éisla x, y takovd, 3e x¥ € Q2 Muzete vyuzit fakt, Ze \/2 nent
raciondlnd. [3]

Piiklad 3. Oznacéme jako S,, mnozZinu éisel, kterd lze zapsat ve tvaru £1+2+---+n, kde kazdé
+ nahradime bud’ symbolem + nebo —. Dokazte, Ze éisla v S, jsou prdvé ta x € Z, pro kterd plat{
w <z< @ a kterd maji vSechna stejnou paritu. Jak tato parita souvisi s n? [5]

Priklad 4. Dokazte, Ze pomoci dvoukorun a pétikorun dokdZeme vyplatit libovolnou cdstku N
korun, kde plati N > 4. [2]

Priklad 5. Rozhodnéte, pro kterd prirozend n jde Sachovnice n X n vydldzdit dlaZdicemi tvaru ,,L“
pokryvagicimsi tri policka. Jsou povolena vsechna ctyri otocent. [3]

2 Zadéano 29. 10. 2014

Priklad 6. Najdéte priklad dvojice relaci (R, S) na X takové, Ze R i S jsou tranzitivni, ale RUS,
R\ S ani RAS tranzitivni nejsou. Operace symetricky rozdil RAS vybere proky, které se vyskytuji
v prdvé jedné z mnozin R a S, formdlné RAS = (R\ S)U (S \ R). [3]

Piiklad 7. Dokazte, Ze plati RoR™' = Ax, je-li relace Ro R~ reflexivni a slabé antisymetrickd.
Symbolem Ax znacime nejmensi reflexioni relaci na mnoziné X : [3]

Ax ={(z,z) |z € X}.
Priklad 8. Zkuste odvodit vzorecek pro pocet ekvivalenci na n-prvkové mnoziné. [5]

Priklad 9. Dokazte, Ze usporddand mnozina (N \ {1},|) md nekoneéné mnoho minimdlnich prvki.
O kterd cisla se jednd? Nakreslete prislusny Hasseuv diagram na prvcich 1,2,...,15. [2]

Priklad 10. Dokazte, Ze pro linedrné usporddané mnozZiny je kazdy minimdini prvek rovnéz
nejmenst. [2]

Priklad 11. Naleznéte posloupnost 16 prirozengch ¢isel, kterd neobsahuje monoténni podposloup-
nost délky 5. Dokazte, Ze nalezend posloupnost skutecné funguje. [3]
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Piiklad 12. Nechf §(n) znaci pocet permutaci bez pevného bodu na n-prvkové mnoZiné. Dokazte
vztah [2]

é(n)zn!—ns(n—l)—(Z)g(n—z)—---—( " )5(1)—1.

n—1
Priklad 13. (a) Kolik celoc¢iselngch reseni md ndsledujict systém rovnic? [2]

r+y+2=25 4<zr<8 2<y<1l, 1<2<10



(b) Kolik celociselnijch feSeni md tato rovnice? [4]
T+ a0+ 3+ xs+a5+26=20, 1<x1,...,26 <4
Ndpovéda: Princip inkluze a exkluze.

Priklad 14. Dokaste, Ze pro Eulerovu funkci ¢ (n) a nesoudélnd céisla m,n € N platd [3]

p(m-n)=¢(m)e(n).
Neboli ukazte, Ze Fulerova funkce je pro dand m a n multiplikationi.

Piiklad 15. Dokazte ndsledujici identitu: [3]

S () =)

Piiklad 16. Jaky je pocet slov délky n nad abecedou { A, B}, ve kterych se nevyskytuji dvé po sobé
jdouct pismena B? [2]
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Piiklad 17. Naleznéte chybu v ndsledugicim dikazu tvrzeni ,KaZdy graf s alespori tremi vrcholy
a se vsemi stupni velikosti alesponi dva obsahuje cyklus Cs. [3]

Diikaz. Postupujeme indukei podle poétu vrcholit n. Tvrzeni plati v piipadé n = 3, protoze dany
graf mize byt jen Cs. Uvazme indukén{ krok, necht G je graf na n — 1 vrcholech, pro ktery tvrzeni
plati. Vytvorime z n&j novy graf G’ na n vrcholech priddnim nového vrcholu, ktery je incidentnf s
alespon dvéma vrcholy z G. Protoze G obsahoval cyklus Cs, tak jej G’ obsahuje také. O

Priklad 18. Ukazte, Ze kazdy souvisly graf G s alespori dvéma vrcholy obsahuje dva rizné vrcholy
u, v, takové, zZe G —u 1 G — v jsou souvislé. [3]

Priklad 19. Hledani Hamiltonovskych kruznic a cest. Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pra-
videlny dvandctistén. [2]

Piiklad 20. V orientovaném grafu hrandm odpovidaji usporddané dvojice vrcholi (Sipky mezi
vrcholy), pricemz kaZdy pdr vrcholi tvor nanejvys jednu takovou dvojici. UkaZte, Ze kaZdy orien-
tovany dplny graf obsahuje orientovanou Hamiltonovskou cestu (cestu obsahujici viechny vrcholy
tvorenou na sebe navazujicimi Sipkami stejného sméru). [2]

Priklad 21. Pro kaZdou dvojici prirozengch éisel n, k, kterd spliiuje podminkyn > k+1 a2 | kn,
sestrojte k-reguldrni graf na n vrcholech. [3]

Priklad 22. Tah v grafu G = (V, E) je posloupnost (vo,e1,...,en,0,), kde v; jsou vrcholy a
e; = {vi_1,v;} hrany G, pricemZ kaZdou ranou projdeme nanejvys jednou. Je uzavieny, pokud
vn, = vo. Uzavieny tah v G je Eulerovsky, jestlize projde kaZdou hranou pravé jednou a kaZdym
vrcholem alespon jednou.

Charakterizujte grafy s Eulerovskym tahem, ktery nemusi byt nutné uzavieny. [2]
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Priklad 23. Necht mdme m,n,k € N. Spoéitejte pocet cykli délky k v grafu K, . [2]

Priklad 24. Strom na 4152 vrcholech md pouze vrcholy stupné 1 a 3. Kolik minimdlné a maximdlné
muze mit listi? [2]



Piiklad 25. Spoctéte pocet koster iplného bipartitniho grafu Ks,. Kostrou grafu G rozumime
strom, ktery obsahuje vsechny vrcholy grafu G a je jeho podgrafem. [3]

Piiklad 26. Ukaste, Ze kazdy graf G obsahuje vrchol u a mnoZinu aspori | $degq(u)] cykli ta-
kouvych, zZe kazdé dva sdileji pouze vrchol u a Zddnjy jingy. [2]

Piiklad 27. Necht G je souvisli rovinny graf s v vrcholy, ktery spliiuje ndsledugjici podminky:
o v = 8k pro néjaké prirozené cislo k,
° %” vrcholii md stupen 7, 3 vrcholi md stuperi ¢tyri a g vrcholi md stupen pét,

e viechny stény v rovinném nakresleni G jsou bud trojihelniky nebo ctyrihelniky.

Nakreslete rovinné nakreslent aspori jednoho takového grafu. Kolik vrcholu, hran, trojuhelnikovijch
a ctyruhelnikovijch stén takovy graf mize mit? [3]

Priklad 28. Ukazte, Ze v kaZdé triangulaci G (). v grafu, ktery md rovinné nakreslent, v némsz je
kazda sténa trojihelnik) existuje hrana {u,w}, pro kterou plati degq(u) + degq(w) < 22. [4]
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