
Diskrétńı matematika – př́ıklady na 7. cvičeńı∗

9. listopadu 2013

1 Zbytky z relaćı a částečných uspořádáńı

Př́ıklad 1. Kolik existuje ekvivalenćı na čtyřprkové množině?

Př́ıklad 2. Uvažme uspořádanou množinu (N,�), kde x � y ⇔ y | x (tj. y děĺı x). Rozhodněte,
zda má nejmenš́ı prvek. Má minimálńı? Maximálńı? Nejvěťśı?

Př́ıklad 3. Necht’ (X,≤), (Y,�) jsou uspořádané množiny. Řı́káme, že jsou isomorfńı, pokud
existuje bijekce f :X → Y taková, že pro každé x, y ∈ X plat́ı x ≤ y právě tehdy, když f (x) � f (y).

(a) Nakreslete všechny navzájem neisomorfńı tř́ıprvkové částečně uspořádané množiny.

(b) Dokažte, že každé dvě n-prvkové lineárně uspořádané množiny jsou navzájem isomorfńı.

(c) (*) Najděte dvě navzájem neisomorfńı lineárńı uspořádáńı množiny N.

Př́ıklad 4. Popǐste všechny relace na množině X, které jsou zároveň ekvivalenćı a zároveň částeč-
ným uspořádáńım.

2 Spernerova věta

Necht’ X je n-prvková množina a necht’ M je systém jej́ıch podmnožin. Potom o M řekneme, že
je nezávislý, pokud neobsahuje dvě r̊uzné množiny A,B ⊆ X takové, že A ⊆ B.

Věta (Spernerova věta). Každý nezávislý systém podmnožin n-prvkové množiny obsahuje nanejvýš(
n

bn/2c
)

množin.

Př́ıklad 5. Zkuste naj́ıt co nejvěťśı nezávislý systém podmnožin pětiprvkové množiny.

Př́ıklad 6. Necht’ n ∈ N je takové, že jej neděĺı čtverec žádného přirozeného č́ısla věťśıho než
jedna. Určete nejvěťśı možnou velikost množiny D dělitel̊u n, kde žádný dělitel z D neděĺı jiného
dělitele z D.

Př́ıklad 7. Řekneme, že systém podmnožin M konečné množiny X je seminezávislý, pokud neob-
sahuje tři množiny A,B,C ⊆ X takové, že A ⊆ B ⊆ C.

(a) Ukažte, že pro seminezávislý systém M plat́ı |M| ≤ 2
(

n
bn/2c

)
.

(b) Ukažte, že pro liché n je odhad nejlepš́ı možný.

∗Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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