Priklady z Kombinatorické a vypocetni geometrie 2
5. série — bonusova
odevzdat do 16. 7. 2023

V této sérii pouzivame pojmy a definice z knihy G. Ziegler, Lectures on polytopes, Gra-
duate Texts in Mathematics 152, Springer-Verlag, New York, 1995. ISBN: 0-387-94365-X

Definice ryziho komplexu. Polygonalni komplex C je ryzi, pokud kazdé jeho sténa je
obsazena v nékteré sténé dimenze dim(C).

Definice bezzasekové shellovatelnosti. Polytopalni komplex C je bezzdsekové shello-
vatelny pokud kazdy jeho céastecny shelling mé pokracovani. Jinak feceno, pro kazdy
shellovatelny podkomplex C’ komplexu C stejné dimenze existuje shelling C shellujici C’
jako prvni.

1. Najdéte piiklad ryziho polytopéalniho 2-komplexu K, ktery neni shellovatelny, ale
pro ktery existuje permutace F1, ..., F§ jeho faset takova, ze pro kazdé i, 1 < i < s,
prunik Fj se sjednocenim ptredchéazejicich faset je neprazdny a ryzi 1-dimenziondlni.
(Jinymi slovy najdéte komplex K, pro ktery plati podminka 8.1(ii’), ale neplati

8.1(ii).) 1]

2. Dokazte, ze kazdé polytopalni podrozdéleni konvexniho mnohothelnika (uvazované
jako 2-komplex) je bezzasekové shellovatelné.
Poznamka: na polytopalni podrozdéleni se muzeme divat jako na tiseckové nakresleni
2-souvislého rovinného grafu, kde vSsechny vnitini stény jsou konvexni. [2]

3. Necht Hy = [1,1]¢ je hyperkrychle dimenze d > 1. Rekneme, ze mnozina M faset
hyperkrychle je antipoddlni, pokud pro kazdou fasetu F' € M je v M i proteéjsi faseta
—F.

(a) Dokazte, ze kazda permutace faset Hy zacinajici a konéici protéjsimi fasetami
je shelling hranice H,. Dokazte, ze kazdda mnozina faset Hy, kterda neni anti-
podalni, indukuje shellovatelny podkomplex. [2]

(b) Dokazte, ze antipodalni mnozina faset Hy, kterd je neprdzdnd a neobsahuje
vsechny fasety Hy, indukuje podkomplex, ktery neni shellovatelny. 1]

Jako bonus z toho odvod'te, Ze OH,, je bezzasekové shellovatelny.



4. Necht K je ryzi simplicidlni komplex a Fy, I, . .., F, permutace jeho faset. Dokaite:

(a) Pokud pro kazdé ¢ plati, ze F; obsahuje pravé jednu minimdlni sténu, kterd
neni obsazena v zadné F; pro j < i, pak Fi, Fy, ..., Fy je shelling K. [2]

(b) Necht Ry, Rs,..., Ry jsou stény K takové, Ze intervaly [R;, F;] tvoii rozklad
svazu stén K. Dale predpokladejme, ze pro kazdé i, j plati

R, CF;=1<y.
Pak Fy, F>, ..., F, je shelling K. [2]

5. Dokazte, ze pro kazdé dostatecné velké n plati, ze hranice kazdého konvexniho
mnohotuhelnika na n vrcholech ma shelling, ktery ale neni ptimkovy shelling pro
zadnou pifmku /. [3]

6. Nechf P je k-sousedsky mmnohostén dimenze d > 1. Ukaite, Ze kazd4 jeho sténa
dimenze 2k — 1 je simplex. Z toho odvodte, Ze pokud P je (|d/2]| + 1)-sousedsky,
pak P uz je nutné simplex.

(Pozndamka: Muze se sice hodit Upper Bound Theorem, ale jde se bez néj obejit a
vyuzit jen Radonova véta.) [2]

Informace o cviceni naleznete na https://kam.mff.cuni.cz/~kvgweb/kvg
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