
Př́ıklady z Kombinatorické a výpočetńı geometrie II

4. série — Pr̊unikové vlastnosti konvexńıch množin
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1. (Carathéodoryho věta pro kužely.)
Necht’ A je libovolná množina v R

d a x ∈ cone(A), tedy x lze vyjádřit jako
x =

∑
i∈[n] αiai pro n ∈ N, ai ∈ A a αi ≥ 0. Dokažte, že existuje množina B ⊆ A

s nejvýše d body taková, že x ∈ cone(B). [2]

2. (Barevná Carathéodoryho věta pro kužely.)
Necht’ x je bod v R

d r̊uzný od počátku a A1, . . . , Ad jsou množiny v R
d takové, že

pro každé i ∈ [d] plat́ı x ∈ cone(Ai). Dokažte, že existuj́ı body a1, . . . , ad takové,
že ai ∈ Ai a zároveň x ∈ cone({a1, . . . , ad}). [2]

3. (Barevná Carathéodoryho věta, silněǰśı verze v rovině.)
Necht’ X1, X2, X3 jsou konečné množiny bod̊u v rovině takové, že pro každé
i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j, plat́ı 0 ∈ conv(Xi∪Xj). Dokažte, že existuj́ı body x1, x2, x3

takové, že xi ∈ Xi a zároveň 0 ∈ conv({x1, x2, x3}). [3]

4. (Barevná Hellyho věta.)
Necht’ C1, . . . , Cd+1 jsou konečné systémy konvexńıch množin v R

d takové, že pro
každou volbu Ci ∈ Ci, i ∈ [d + 1] plat́ı

⋂
i∈[d+1]Ci 6= ∅. Dokažte, že existuje

i ∈ [d + 1] takové, že
⋂

Ci 6= ∅ (tj. existuje bod lež́ıćı ve všech množinách jedné
barvy). Nápověda: uvažte lexikografická minima pr̊unik̊u a ukažte, že jedno z
nich je hledaným bodem. [3]

5. Dokažte, že hodnota (r−1)(d+1)+1 v Tverbergově větě nejde vylepšit: pro každá
přirozená č́ısla d, r ≥ 2 existuje množina (r−1)(d+1) bod̊u v R

d bez Tverbergova
r-rozkladu (tj. pro každý rozklad na r část́ı X1, . . . , Xr plat́ı

⋂r

i=1 conv(Xi) =
∅). [2]

6. Necht’ S ⊂ R
d je množina d + 2 bod̊u taková, že S ∪ {0} je v obecné poloze a

0 ∈ conv(S). Dokažte, že existuj́ı právě dvě (d+1)-tice bod̊u z S, které obsahuj́ı
počátek ve svém konvexńım obalu. [2]

7. Necht’ S je množina n bod̊u v obecné poloze v rovině a x ∈ conv(S). Dokažte,
že existuje alespoň n − 2 trojúhelńık̊u tvořených body z S, které obsahuj́ı x ve
svém konvexńım obalu. [2]
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