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1. Dokažte, že λ∗ je spočetně subaditivńı. Tedy ukažte, že pro spočetný systém
A1, A2, . . . podmnožin R plat́ı [2]
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2. (a) Dokažte, že doplněk měřitelné množiny je měřitelná množina a že
spočetné sjednoceńı měřitelných množin je měřitelná množina. [2]

(b) Z předešlé části plyne, že měřitelné množiny tvoř́ı σ-algebru, což je
množinový systém uzavřený na doplňky a spočetná sjednoceńı. Necht’

X je konečná množina. Popǐste všechny σ-algebry na X. [2]

3. (a) Mějme množiny K0 = [0, 1] a Ki = 1
3
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3
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3
Ki−1) pro i ≥ 1.

Spoč́ıtejte Lebesgueovu mı́ru množiny C = ∩∞i=0Ki a ukažte, že C je
nespočetná. [2]

(b) Uvažme následuj́ıćı modifikaci C̃ množiny C z předešlé části. Mějme
C̃ = ∩∞i=0K̃i, kde K̃0 = [0, 1] a K̃i vznikne z K̃i−1 odstraněńım prostřed-
ńıho úseku délky 2−2i z každého z 2i−1 interval̊u v K̃i−1. Tedy sma-
zané intervaly se neustále zmenšuj́ı. Ukažte, že C̃ má kladnou mı́ru.
(Budeme-li toto vědět, pak se dá ukázat, že charakteristická funkce
množiny C̃ neńı Riemannovsky integrovatelná.) [2]

(c) Najděte posloupnost spojitých, a tedy Riemannovsky integrovatelných,
funkćı f1, f2, . . ., která konverguje k charakteristické funkci χC̃ množiny
C̃. [3]
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