
2. cvičeńı z diskrétńı matematiky, NDMI002: Indukce, výroky, množiny. ZS 22/23, 11. 10.

Úlohy k řešeńı:

1. Dokažte matematickou indukćı, že pro každé přirozené n plat́ı 2n > n2.

2. Představte si, že máte novorozený párek kráĺık̊u opačného pohlav́ı. Od doby, kdy dosáhnou věku dvou
měśıc̊u, se jim každý měśıc narod́ı pár kráĺık̊u (opačného pohlav́ı). Každý daľśı pár kráĺık̊u se chová
stejně: od věku dvou měśıc̊u se jim každý měśıc narod́ı nový pár kráĺık̊u.

� Necht’ fn je počet pár̊u kráĺık̊u n měśıc̊u po začátku experimentu. Máme tedy f0 = 1, f1 = 1 a
f2 = 2. Najděte vzorec pro fn, ve kterém figuruj́ı některé předchoźı členy posloupnosti.

� Necht’ r je kladné reálné č́ıslo, pro které plat́ı r2 = r + 1 (to plat́ı pro r =
1 +
√

5

2
, což je zhruba

rovno 1.618). Dokažte indukćı, že pro n ∈ N0 máme fn ≥ rn−1.

3. Necht’ A, B, C jsou množiny. Plat́ı mezi následuj́ıćımi dvojicemi nějaká inkluze? Jinými slovy, pro
každou dvojici rozhodněte, zda plat́ı výrok: Pro každé tři množiny A, B, C, levá strana je podmnožinou
pravé. . . nebo obdobně s levou a pravou stranou prohozenou.

(a) A \ (B ∪ C) vs. (A \B) ∪ (A \ C)

(b) A× (B ∩ C) vs. (A×B) ∩ (A× C)

(c) P(A \B) vs. P(A) \ P(B)

4. Uvažte následuj́ıćı dva výroky:

(a) Existuje č́ıslo M takové, že pro každé x v množině S máme |x| ≤M .

(b) Pro každé x v množině S existuje č́ıslo M takové, že |x| ≤M .

Rozmyslete si, co výroky ř́ıkaj́ı a jestli jeden z nich plyne z toho druhého. Napǐste negace obou výrok̊u.
Plat́ı mezi negacemi také nějaká implikace?

5. Jsou následuj́ıćı dvojice výrok̊u ekvivalentńı? Pokud ne, najděte konkrétńı predikáty P a Q tak, aby
byl jeden výrok pravdivý a druhý nepravdivý. Všechny kvantifikace jsou přes množinu přirozených
č́ısel.

(a) ∀x∃y : P (x, y) vs. ∃y∀x : P (x, y)

(b) ∀x∀y : P (x, y) vs. ∀y∀x : P (x, y)

(c) (∀x : P (x))⇒ (∀x : Q(x)) vs. ∀x : (P (x)⇒ Q(x))

6. Je něco špatně na následuj́ıćım?
Věta: Pro každé celé č́ıslo n ≥ 0 plat́ı 5n = 1.
D̊ukaz. Je zřejmé, že pro n = 0 tvrzeńı plat́ı. Nyńı předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna celá
č́ısla m, kde 0 ≤ m ≤ k a dokazujeme ho pro k + 1. Máme

5k+1 =
5k · 5k

5k−1
=

1 · 1
1

= 1.


