
P°ipomenutí: °et¥zce a anti°et¥zce

De�nice

Nech´ (X ,�) je £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina. Dva prvky a, b ∈ X
jsou porovnatelné, pokud a � b nebo b � a. �et¥zec je
podmnoºina C ⊆ X taková, ºe kaºdé dva její prvky jsou
porovnatelné. Anti°et¥zec je podmnoºina A ⊆ X taková, ºe ºádné
dva její r·zne prvky nejsou porovnatelné. Uspo°ádání je lineární (téº
úplné), pokud X je °et¥zec.
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Extremální prvky �UM
De�nice

Nech´ (X ,�) je £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina.

Prvek x ∈ X je nejv¥t²í, pokud pro kaºdé y ∈ X máme y � x ;

Prvek x ∈ X je maximální, pokud neexistuje y ∈ X takové, ºe
y � x .

Analogicky de�nujeme nejmen²í a minimální prvek.

největš́ı (tedy i maximálńı)

minimálńı

maximálńı

nejmenš́ı (tedy i minimálńı)

Pozorování

x nejv¥t²í ⇒ x maximální; x nejmen²í ⇒ x minimální
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Drobné cvi£ení

Cvi£ení

Kone£ná �UM (X ,�) má nejv¥t²í prvek ⇔ má práv¥ jeden
maximální prvek.
Dále, která z implikací platí pro nekone£nou �UM?



V¥ta o dlouhém a ²irokém

V¥ta (o dlouhém a ²irokém; téº vý²ka-²í°ka nerovnost)

Nech´ P = (X ,�) je kone£ná £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina. Nech´

α(P) zna£í nejv¥t²í moºnou velikost anti°et¥zce v P a ω(P) zna£í

nejv¥t²í moºnou velikost °et¥zce v P . Potom |X | ≤ α(P)ω(P).

P°íklad, kdy |X | = α(P)ω(P):

α(P )

ω(P )

Varování: Nikdo ale netvrdí, ºe v obecnosti je α(P) velikost n¥jaké
vrstvy v Hasseov¥ diagramu.
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D·kaz v¥ty o dlouhém a ²irokém

D·kaz. (Dokazujeme |X | ≤ α(P)ω(P).)

Indukcí podle ω(P), za£neme od nuly!

1. krok: Kdyº ω(P) = 0, pak X = ∅, £ili |X | = 0 = α(P)ω(P).

2. Krok: P°edpokládáme, ºe tvrzení platí pro P ′ s ω(P ′) ≤ ω0.
Budeme dokazovat pro P s ω(P) = ω0 + 1.

Nech´ M je mnoºina maximálních prvk· P a nech´
P ′ = (X ′,�) vznikne z P odebráním prvk· M.

Pozorování: M je anti°et¥zec, tedy |M| ≤ α(P).

Pozorování: ω(P ′) ≤ ω0 = ω(P)− 1. (Je-li maximální C ′

°et¥zec v P ′, potom ho lze prodlouºit o alespo¬ jeden prvek na
°et¥zec C v P , jinak by maximální prvek C ′ pat°il do M.)

Pozorování: α(P ′) ≤ α(P) (Anti°et. v P ′ je anti°et. v P .)

Pak: |X | = |M|+ |X ′| ≤ α(P) + |X ′| ≤ α(P) + α(P ′)ω(P ′) ≤
≤ α(P) + α(P)(ω(P)− 1) = α(P)ω(P).
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Kombinatorické po£ítání�po£et funkcí
Tvrzení (o po£tu funkcí)

Jsou-li M a N kone£né mnoºiny, m := |M|, n := |N|, potom po£et

v²ech funkcí f : N → M je mn.

D·kaz.

Nech´ N = {x1, . . . , xn}.
Funkce f : N → M je jednozna£n¥ ur£ena n-ticí
(f (x1), . . . , f (xn)) ∈ Mn = M ×M × · · · ×M (n-krát).

Kaºdá taková n-tice ur£uje p°esn¥ jednu funkci.

Tedy po£et f : N → M je roven |Mn| = mn.

Poznámka

Musíme se dohodnout z £eho vycházíme�je |Mn| = mn

zjevné?

Pokud a = |A| a b = |B|, potom |A× B| = ab indukcí dle a.

Dále |A1 × · · · × An| = |A1| · |A2| · · · |An| indukcí dle n.
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v²ech funkcí f : N → M je mn.

D·kaz.

Nech´ N = {x1, . . . , xn}.
Funkce f : N → M je jednozna£n¥ ur£ena n-ticí
(f (x1), . . . , f (xn)) ∈ Mn = M ×M × · · · ×M (n-krát).

Kaºdá taková n-tice ur£uje p°esn¥ jednu funkci.

Tedy po£et f : N → M je roven |Mn| = mn.

Poznámka

Musíme se dohodnout z £eho vycházíme�je |Mn| = mn

zjevné?

Pokud a = |A| a b = |B|, potom |A× B| = ab indukcí dle a.
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Kombinatorické po£ítání�po£et podmnoºin

Tvrzení (o po£tu podmnoºin)

Nech´ N je n-prvková mnoºina, potom N má p°esn¥ 2n podmnoºin.

D·kaz.

Najdeme bijekci mezi podmnoºinami N a funkcemi
f : N → {0, 1}.

Takových funkcí je 2n.

Je-li A ⊆ N, p°i°adíme ji jeji charakteristickou funkci

χA : N → {0, 1} de�novanou jako χA(x) =

{
1 kdyº x ∈ A,

0 kdyº x 6∈ A.

P°i°azení je prosté: Je-li A 6= B , pak exisutje x ∈ N, které je v
práv¥ jedné z mnoºin A,B . Tedy χA(x) 6= χB(x)⇒ χA 6= χB .

P°i°azení je na: Je-li f : N → {0, 1}, potom f = χA, kde
A := {x ∈ N : f (x) = 1}.
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Kombinatorické po£ítání�po£et sudých/lichých podmnoºin

Tvrzení (o po£tu sudých a lichých podmnoºin)

Nech´ N je n-prvková mnoºina, n ≥ 1. Potom N má p°esn¥ 2n−1

podmnoºin sudé velikosti a 2n−1 podmnoºin liché velikosti.

D·kaz.

Ukáºeme, ºe N má stejný po£et sudých a lichých podmnoºin.

Zvolme pevn¥ a ∈ N a uvaºujme funkci Ψ: 2N → 2N

de�novanou jakou Ψ(A) := A4{a}.
Ψ p°evádí sudé podmnoºiny n liché a naopak, a je to bijekce
mezi sudými a lichými podmnoºinami, nebo´ Ψ(Ψ(A)) = A.

Podrobn¥ji, Ψ prostá:
Ψ(A) = Ψ(B)⇒ Ψ(Ψ(A)) = Ψ(Ψ(B))⇒ A = B .

Ψ na: Je-li X ⊆ N, chceme Y ⊆ N, ºe Ψ(Y ) = X . Sta£í volit
Y = Ψ(X ), pak Ψ(Y ) = Ψ(Ψ(X )) = X .
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Kominatorické po£ítání�po£et prostých zobrazení

Tvrzení (o po£tu prostých zobrazení)

Nech´ N je n-prvková mnoºina a M je m-prvková. Potom existuje

práv¥ m(m − 1) · · · (m − n + 1) =
∏n−1

i=0
(m − i) prostých zobrazení

z N do M.

D·kaz (trochu neformální).

Je-li n > m, potom prostých funkcí je 0, coº odpovídá výrazu.

Je-li n ≤ m, nech´ N = {x1, . . . , xn}. Potom f (x1) m·ºeme
zvolit m zp·soby, následn¥ f (x2) m·ºeme zvolit (m − 1)
zp·soby, atd. aº pro f (xn) máme m − (n − 1) zp·sob·.
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Permutace

De�nice

Permutace na kone£né mnoºin¥ X je bijekce π : X → X .

π : X → X je permutace, práv¥ kdyº je prostá.

π : X → X je permutace, práv¥ kdyº je na.

bijekce ⇒ prostá, na (p°ímo z de�nice).

prostá ⇒ bijekce mezi X a π(X ). Nicmén¥ π(X ) = X protoºe
π(X ) ⊆ X a |π(X )| = |X |.
na ⇒ bijekce (rozmyslete si!)
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Po£et permutací

De�nice

Pro n p°irozené de�nujeme n faktoriál jako n! := n · (n− 1) · · · 2 · 1.
Dále 0! = 1.

Tvrzení (o po£tu prostých zobrazení)

Nech´ N je n-prvková mnoºina a M je m-prvková. Potom existuje

práv¥ m(m − 1) · · · (m − n + 1) =
∏n−1

i=0
(m − i) prostých zobrazení

z N do M.

D·sledek (o po£tu permutací)

Po£et permutací na n-prvkové mnoºin¥ je n!.
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Zápis a znázor¬ování permutací

N =
{
x , y ,

}
P°edpisem π(x) = y , π(y) = , π

( )
= x .

Tabulkou (maticí)
(
x y

y x

)
Nej£ast¥ji N = [n], pak sta£í napsat spodní °ádek.(
1 2 3 4
2 3 1 4

)
=
(
2 3 1 4

)
Rozklad na cykly: π =

(
2 5 3 6 1 9 4 7 8

)
1

2

5

3
4

6
9

8
7

(1, 2, 5)(3)(4, 6, 9, 8, 7)
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Kombina£ní £ísla

De�nice

Jsou-li n ≥ k ≥ 0 celá, de�nujeme kombina£ní £íslo
(n
k

)
jako(

n

k

)
:=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!
=

n!

k!(n − k)!
.

Je-li N a k ≥ 0 mnoºina, potom symbolem
(N
k

)
zna£íme mnoºinu

v²ech k-prvkových podmnoºin N.

Tvrzení (o po£tu k-prvkových podmnoºin)

Je-li N kone£ná, potom po£et jejích k-prvkových podmnoºin je(|N|
k

)
. Neboli

∣∣(N
k

)∣∣ =
(|N|

k

)
.
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D·kaz tvrzení o po£tu k-prvkových podmnoºin
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k
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D·kaz.

Spo£teme dv¥ma zp·soby po£et uspo°ádaných k-tic r·zných
prvk· z N. (Nech´ n := |N|.)
1. zp·sob: Uspo°ádaná k-tice (x1, . . . , xk) odpovídá prosté
funkci f : [k]→ N, kde f (i) = xi .

T¥ch je n(n − 1) · · · (n − (k − 1)) = n!
(n−k)! (podle tvrzení o

po£tu prostých funkcí).

2. zp·sob: Vybereme prvn¥ neuspo°ádanou k-tici
∣∣(N

k

)∣∣
zp·soby, a uspo°ádáme ji k! zp·soby.

Dohromady n!
(n−k)! =

∣∣(N
k

)∣∣k! odkud plyne tvrzení.
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Uºite£né vztahy pro kombina£ní £ísla

(n
k

)
=
( n
n−k
)
p°ímo z

(n
k

)
= n!

k!(n−k)! .

(n−1
k−1
)

+
(n−1

k

)
=
(n
k

)
. Kaºdá k-prvková podmnoºina [n] je bu¤

k-prvkovou podmnoºinou [n − 1] nebo obsahuje n a
(k − 1)-prvkovou podmnoºinu [n − 1].
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Binomická v¥ta

Tvrzení (Binomická v¥ta)

Pro libovolná a, b reálná (dokonce i komplexní) a n celé nezáporné

platí

(a + b)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
an−ibi .

Náznak d·kazu.

Symbolicky roznásobíme

(a + b)n = (a + b)(a + b) · · · (a + b)︸ ︷︷ ︸
n

= Cia
n−ibi

kde Ci je po£et výb¥r· i-krát b a (n − i)-krát a z p°edchozích
závorek. Tedy Ci =

(n
i

)
.
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Aplikace binomické v¥ty

2n = (1 + 1)n =
n∑

i=0

(n
i

)
1n−i1i =

(n
0

)
+
(n
1

)
+ · · ·+

(n
n

)
.

Souhlasí s tvrzením o po£tu podmnoºin.

0 = (1− 1)n =
n∑

i=0

(n
i

)
1n−i (−1)i ⇔(n

0

)
+
(n
2

)
+ · · ·+

( n
2bn/2c

)
=
(n
1

)
+
(n
3

)
+ · · ·+

( n
2b(n−1)/2c+1

)
.

Jiný d·kaz tvrzení o po£tu sudých a lichých podmnoºin.
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