Prednaska 9, 27. listopadu 2019
Rady funkci. Mocninné rady

Aproximace lomenymi ¢arami a polynomy. Pfipomenme si, ze funkce
f:la,b] = R, kde a < b jsou redlna ¢isla, je lomend édra, kdyz je f spojita
a existuje takové déleni a = ap < a; < --- < a = b intervalu [a, b], Ze kazdé
zazeni f|[a;_1,a:], i =1,2... k, je linedrni funkce. Déle si pfipomenme, ze
pro funkce f, f,: M — R, kde n € N a M je mnozina, znaceni lim f,, = f
znamena, ze

1 = falloo = sup({|f(2) = fu(2)| [ x € M}) = 0 pro n — oo

Symbol Cl[a,b] ozna¢uje mnozinu redlnych funkei definovanych a spojitych
na intervalu [a, b]. V dikazu lemmatu 3 sedmé pfednasky jsme dokazali na-
sledujici tvrzeni.

Tvrzeni (aproximace lomenymi €arami). MnoZina lomenych car je
hustd v Cla,b] —pro kaZdou funkci f € Cla,b] existuje posloupnost lome-
nych ¢ar (f,) C Cla,b|, Ze lim f, = f.

Nevyhodou lomené cary je, Zze obecné neméa vsude ani prvni derivaci. Nasle-
dujici dulezita véta, pro jejiz dikaz bohuzel neméame cas, ukazuje, ze kazda
spojita funkce se da libovolné presné aproximovat funkcemi, které maji de-
rivace vSech radu.

Véta (Weierstrassova: aproximace polynomy). MnoZina polynomi je
hustd v Cla, bl — pro kaZdou funkci f € Cla,b] existuje takovd posloupnost
polynomi (f,) C Cla,bl], Ze lim f, = f.

Véta je pojmenovana po autorovi, némeckém matematikovi Karlu Weier-
strassovi (1815-1897). Teorie aproximaci funkei je rozsahld a zajimava dis-
ciplina matematické analyzy, z niz jsme méli ¢as zminit jen dva predchozi
vysledky.

Spojité funkce maji primitivni funkci.! P&knou aplikaci piedchoziho
tvrzeni a posledni véty predchozi pfednasky (o vyméné poradi limiténi a de-
rivovani) je nésledujici véta, jejiz znaméjsi dikaz pouziva teorii Riemannova
integralu.

!Tento vysledek jsem na prednasce neuvadél.



Véta (existence antiderivace). KaZdd funkce f € Cla,b] md na (a,b)
primitioni funkci, coZ je takovd funkce g: (a,b) — R, Ze

gl = f na (a>b>

(pro jednoduchost se zde nebudeme zabyvat jednostrannymi derivacemi v kon-
covych bodech a a b).

Diikaz. Bud dana f € Cla,b]. Podle pfedchoziho tvrzeni méme lomené ¢ary
(fn) C Cla,b], ze lim f, = f. Zifejmé kazd4 lomena ¢ara h € Cla,b] mé na
(a,b) (jednozna¢nou) primitivni funkci g € Cla,b] s hodnotou g(%t%) = 0
(tloha 2). Napriklad, funkce h(z) =1pro0 <z < ; a h(z) = 3 —z pro § <
x < 1 ma primitivni funkci g(z) = x — % pro0 <z < % ag(x)= %x — %
pro % <z <l.

Bud g, pro kazdé n € N takova primitivni funkce k f,. Podle posledni
véty predchozi prednasky potom

_5
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loc

gn =g (na (a,b))
pro néjakou funkei g: (a,b) - R a ¢’ = f na (a,b). O

Rady funkci. Necht M C R je neprazdna mnozina a f, f,: M — R pro
n =1,2,... jsou na ni definované realné funkce. Znaceni

an:an%f (na’ M)

znamena, ze f, + fo+ -+ fn, = f (na M). Podobné pro stejnomérnou
konvergenci a lokalné stejnomérnou konvergenci (kdy je M metricky pro-
stor). Takto se tedy zobectiuji numerické fady na parametrické systémy tad.
Specidlné se snadno zobecni (stejnomérné) Bolzanova—Cauchyova podminka:
>, fn = f na M pro néjakou funkei f, pravé kdyz

Ve>03dng: m>n>ng, x € M= |f(z)+ fup1(x)+- + f(2)] < e

(iloha 1). Mizeme tedy opét psat pouze >~ f, = (na M).
T¥i nasledujici véty pro fady funkci plynou primocare z odpovidajicich
vét pro posloupnosti funkci. Ani je nebudeme dokazovat.

Véta (> < lim,,,,). Kdyz zp € R*, § > 0, f,: P(xo,0) — R pro
n=12,...,> fn=2naP(xg,d) apro kaZdé n existuje vlastnilim, ., fn(x),
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potom je ndsledujici suma i limita definovand a maji shodnou vlastni hod-

notu: i ( lim fn($)> = lm (i fn(x)> |

n=1 n=1

Véta (3 < [).2 Kdyz a < b jsou redlnd ¢isla, f, € Rla,b] pron=1,2,...
a Yy o2 fn =2 nala,b], potom > 7 f, € Rla,b] a

e[ (55)

Véta (3 < L), Kdyz a < b jsou redind ¢isla, g, fo: (a,b) — R pron =
1,2,... jsou funkce, pro néz na (a,b) existuji derivace f), > > fI = g na
(a,b) a existuje o € (a,b), Ze ciselnd tada Yy, fn(xo) konverguje, potom
Yoo Jon =2 [ na (a,b) pro néjakou funkei f: (a,b) = R a f' = g na (a,b).
TakzZe, za téchto predpokladii,

(zfn) ey

Kritéria konvergence fad funkci. Nejcastéji se pouziva prvni z nasledu-
jicich kritérii.
Véta (kritéria konvergence ) f,). Necht f, pron =1,2,... jsou redlné

funkce.

1. (Weierstrassuv test) Jsou-li f,, definované na mnoziné M a ¢iselnd tada
nezapornych séitanci (mezi nimiZ se mize vyskytovat i +00)

oo

Z lean =Y su({lfu(@)| |« € M})

konverguje, pak > > | f, = na M.

2Existuji lepsi véty o z4meéné limity a (i riemannovské) integrace. Pokusim se je zde
pozdéji doplnit.



2. (Diniho kritérium) Jsou-li funkce f, definované, spojité a nezdporné na
kompaktnim intervalu [a,b] a i jejich bodovy soucet je spojitd funkce,
pak S50 fu = ma [a,b].

Diikaz. 1. Ovéfime pro Y, f, B.~C. podminku: pro kazdé = € M a m >
n > 1 diky trojuhelnikové nerovnosti mame, ze

[fo(2) + fria (@) + - 4 fn(@)] < (@) + | frir (@) 4 4 | frn(2))]

Podle pfedpokladu pro dané £ > 0 existuje ng, ze kdyz m > n > nyg, je
posledni sou¢et mensi nez ¢ (Cauchyova podminka pro numerickou fadu).
B.—C. podminka pro danou fadu funkci je tak splnéna.

2. Toto je bezprostfedni dusledek Diniho véty z minulé pfednasky (tloha
11). O

Jak definovat funkci f: R — R, jiz derivovani nezméni, tedy spliiuje
f'=f na R?

A existuje viibec takova funkce? (Reknéme, Ze jsme uz jsme zapomnéli Ma-

. , v n 0 /1.2
tematickou analyzu 1.) Protoze (Z;) = pron > 1a (§) = 0, formélni
vyména sumace a derivace davaji

(Z%) :2(;‘_‘1)!:2% (m=n-1.

n=0

xnfl
(n—1)!

Je-li tedy funkee f(x) = > > (& 2" dobie definovana a vyména sumace a deri-

vace pripustna, ma tato f pozadovanou vlastnost, ze f’ = f. Obé podminky

jsou ale splnéné: podle Weierstrassova testu ZZO 0 o7 = na kazdém inter-

valu (=R, R) s R > 0 (aloha 3), takze f(x) je skutecné dobie definovand, a
podle predpiedchozi véty je vyména sumace a derivace pfipustna. Odvodili
jsme tedy, Ze exponencialni funkce exp(z) = e” = Y > L. se derivovanim

neméni.

Mocninné fady. Pro realna ¢isla z a ag, aq, ... definujeme fadu funkci
o
g an(x — x0)"
n=0



Riké4 se ji mocninnd Tada se stedem v xy a koeficienty a,, n € Ny. Vzdy
konverguje ve svém stfedu a f(z9) = ag, ale mize se klidné stat, ze pro
zadné jiné readlné x # xy nekonverguje. To je tieba pfipad mocninné rady
Y nsonla™ se stiedem v 0 (Aloha 4). V dalsim se pro jednoduchost znaceni
omezime na mocninné fady se stiedem v nule.

Véta (Hadamardova o poloméru konvergence). Necht ), ., a,x" je
mocninnd Tada se stredem v 0 a veli¢ina R € [0, +00) U{+00} je definovand

vzorcem 1

N hm Supn—>oo |an|1/n ’

kde klademe % =400 a ++.O = 0. Potom pro kazdé x € R plati:
lz] <R = Zanx” absolutné konverguje a
n>0
|lz| >R = Zanx” diverguge .

n>0

o . . o ny
Veliciné R se 7ikd polomér konvergence (mocninné fady ), -, anz") a inter-
valu (—R, R) interval konvergence.

Dikaz. Kdyz 0 < R < +00 a z € R, pak

lim sup |a,z"|V/" = |z| lim sup |a,|"/" = Il ,

n— o0 n—oQ R
Podle Cauchyova odmocninového kritéria (viz MA I) tedy fada >, ., ana”
pro |z| < R absolutné konverguje a pro |z| > R diverguje. Pro R = +o0
je limsup,, . |a,|Y/™ = 0, takZe ve vypoctu posledni rovnost prejde v = 0
a podle Cauchyova odmocninového kritéria nase fada absolutné konverguje
pro kazdé z € R. Pro R = 0 je limsup,, .. |a,|"/" = +o0, takie pro kazdé
nenulové x € R posledni rovnost ve vypoctu prejde v = +o0 a opét podle
Cauchyova odmocninového kritéria nase fada diverguje pro kazdé z € R
rizné od nuly. a

Toto je nejznaméjsi vysledek o mocninnych fadach francouzského matema-
tika Jacquese Hadamarda (1865-1963). R se nazyva polomérem konvergence,
protoze pro mocninné fady v komplexnim oboru (s a,,z € C) je R polomér
uzavieného kruhu se stfedem v pocatku, uvnitt néjz mocninna rada abso-
lutné konverguje a mimo néjz diverguje. O tom, co se déje pro x = £ R, v



komplexnim oboru na kruznici |z| = R, véta nefikd nic a musi se to vySetfit
zv14st.
c 17 ™~ n , ~ . o0 x™ ,
Lehce se vidi, ze ), -, n!lz" ma polomér konvergence R =0, »_ ~, 7+ mé
R = 400 a vSechny tfi mocninné fady

2 x3

1+x+x?+ﬂ+<“,1—x+%;—§~w” a l4+a+22%+323+ ...
maji R = 1, vzhledem k limité lim n'/" = 1 ({loha 5). Prvni i tieti mocninn4
fada pro obé hodnoty x = +1 diverguji, druha ale diverguje jen pro r = —1
a pro x = 1 (neabsolutné) konverguje.
loc

’ . » v % . 7z v n 7z
Tvrzeni (0o = mocninné fady). Necht mocninnd fada ) -,a,z" md
polomer konvergence R > 0. Pak

© loc
Zanazn = (na (—R,R)).
n=0

Diikaz. Kdyz S € (0,R) a z € [-S,5], podle Cauchyova odmocninového

kritéria rada
o0 [ee]
D llanaz"| =) lan|S™
n=0 n=0

konverguje (protoze limsup,,_, . |a,S"[*" = 2 < 1). Podle Weierstrassova
testu tedy Y ., a,2" = na [—S, S], coz je ekvivalentni lokalné stejnomérné

konvergenci na (—R, R). O

Dusledek (derivace a integrace mocninné fady). Necht mocninnd tada
f(x) =>",50anx™ md polomér konvergence R > 0. Pak mocninné Tady

00 T 9) .
g(x)zz s h(x):Znanx !
n=1

magi tyz polomeér konvergence R a na intervalu (—R, R) pro funkce dané
jejich soucty plati, Ze

g=falf=h.



Diikaz. Ze g(z) a h(x) maji té7 polomér konvergence R plyne z Hadamardova
vzorce a z limn'/™ = 1. Rovnosti ¢’ = f a f' = h plynou z ptedchoziho tvrzeni
a z véty o vymeéné sumace a derivovani. O

Takze funkce dand sou¢tem mocninné fady mé derivace vSech fadu (a i pri-
mitivni funkce vSech fadt). Funkce f: R — R dana jako f(z) =0 prox <0
a f(x) = z* pro x > 0 tak neni na zaddném intervalu (—d,9), § > 0, souctem
mocninné fady, nebot f”(0) neexistuje. Funkce vyjadfené souc¢tem mocninné
fady se podobaji polynomim, ale jen do ur¢ité miry (aloha 8). Souctem a
souc¢inem dvou mocninnych fad se zabyvaji tlohy 9 a 10.

Ulohy

1. Dokazte, ze stejnomérna konvergence dané rady funkci je ekvivalentni
splnéni stejnomérné B.—C. podminky.

2. Dokazte, Ze kazda lomena Cara f: [a,b] — R mé na (a,b) primitivni
funkei g s libovolné predepsanou hodnotou g(¢) = d pro jakékoli ¢ v

(a,b).
3. Je Y )L = na R?
4. Dokazte, ze pro zadné x # 0 mocninna fada ) ., n!z" nekonverguje.

5. Necht p € R[] je libovolny polynom. Jaky polomér konvergence méa
mocninnd fada -, p(n)z"?

6. Urcete poloméry konvergence mocninnych rad

> 4x™ =
S 5% — 200n2 + Tn — 2019)z°" .
;3”—2n+1 a7§( nem )

7. Urcete poloméry konvergence mocninnych fad
> 2n > 2
" a —1)"x™ .
% () e e

8. Ano nebo ne: nenulova funkce f(z) = > . a,2": R — R dana souc-
tem mocninné fady méa, podobné jako nenulovy polynom, jen konecné

mnoho kofenti (bodt a € R, Ze f(a) = 0).
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10.

11.

Jsou-li D Sgan2™ a ) -, byz" mocninné fady s kladnymi poloméry
konvergence, co lze Tici o poloméru konvergence mocninné rady

Z(an + b,)z"?

n>0

Jsou-li Y7 ~gan,2™ a )] . ob,2" mocninné fady s kladnymi poloméry
konvergence, co lze Tici o poloméru konvergence mocninné rady

n

Z Zakbn_k " ?

n>0 \ k=0
(Toto je takzvany Cauchytv soufin mocninnych fad.)

Dokazte Diniho kritérium stejnomérné konvergence fad funkci.



