Pirednaska 6, 3. dubna 2014

Dokazeme charakterizaci racionalnich generujicich funkeci.

Véta (o racionalnich fmi a GF). Ndsledujici tri vlastnosti posloupnosti
(@n)nzo C C a jeji GF A(x) = Y oo anz™ jsou ekvivalentni a vzdjemné na
sebe jednodusSe preveditelne.

1. Dand posloupnost pro velké n splniuje C-rekurenci: existuji takové kon-
stanty aq, ..., ar € C, Ze pro kazdé n > ng (bino ng > k) je

k
Ay = E Ay —j -
1=1

2. A(z) je raciondlni:

Az) = %

)
pro néjaké polynomy p,q € Clz], q(0) # 0.

3. Prvky posloupnosti lze pro velké n vyjadrit mocninnou sumou. existuje
r nenulovych polynomi, p; € Clx] a r rizngch nenulovych cisel v; € C,
Ze pro kaZdé n > ny je

=1

Diikaz. Implikace 1 = 2. Pro kazdé n > ny je

[2"](1—cz—- - -—agz™) A(z) = [2"] Z(am—alam,l—- = )" =0,
m>0
takze (1 — ayw — -+ - — ™) A(x) je polynom p(x) stupné nejvyse ng a
p(x)
Az) = .
(z) -z — - — apah



Implikace 2 = 3. Bino m4 jmenovatel tvar g(z) = 1 — ayox — - - - — oy,

Rozlozime ho na kofenové cinitele,

T

g(x) =[]0 = y2)m

Jj=1

kde ; € C* jsou riizna ¢isla a nasobnosti m; € N splituji m;+mo+---+m, =
k, a pouzijeme rozklad na parcialni zlomky z minulé prednasky:

Alz) = p(z) " 597 | - e
(z) H;Zl(l_/ij)m +]2“21 o a € Clz], B €

Vzpomeneme si opét na zobecnénou geometrickou fadu

R Y h

n>0 n>0

kde by(x) = §(x+1)(x+2) ... (x+1) je polynom stupné [. Tase z == = 1+
x4+ 22+ ... snadno odvodi opakovanym formalnim derivovanim. Dosazenim
téchto rozvoji za parcidlni zlomky dostavame pro A(z) vyjadieni

A(z) = a(x) + g (Z Bj,ibi_l(n)vf) ",

kde indexy j,¢ probihaji vySe uvedené obory. Koeficient u 2" v A(x), coz je
a,, mé tedy pro n > deg a(z) vyjadieni ve tvaru mocninné sumy.
Implikace 3 = 1. Pro n > ny je tedy a, dano vztahem

—sz )

z néhoz potfebujeme odvodit C-rekurenci. Dostaneme ji pomoci uzite¢ného
lemmatu z linearni algebry:

Lemma. KaZdd homogenni linedrni soustava (s koeficienty v néjakém té-
lese), v nizZ je vice nezndmych nez rovnic, md netrividini resent, to jest Tesent
s alespon jednou nenulovou slozZkou.



Dikaz lemmatu ponechavame jako cviceni. Hleddme m € N a neznaméa

¢isla ¢q1,ca,...,¢, € C, ne vsechna nulova, aby pro kazdé n > ng platila
rovnost

m ' m )

chan-i-j = Z (chpi(n +j)’7i])%‘n =0.

j=1 i=1 N j=1

To bude splnéno, bude-li pro kazdé i = 1,2,...,7 polynom > 7 | ¢;p;(x +5)]
identicky nulovy (tj. vSechny jeho koeficienty budou 0). Tento polynom ma
nejvyse 14 deg p; koeficienttl a kazdy z nich je linearni kombinace neznamych
¢isel ¢, ¢, ..., Cp. Podle lemmatu jakmile m > >0 (1 + degp;), existuji
hodnoty cisel c¢y,cs, ..., cp, alesponl jedna nenulova, pro néz jsou vsechny
koeficienty ve vsech r polynomech nulové a hotejsi rovnost tak pro kazdé
n > ng plati. Z ni uz snadnou upravou, jejimz rozepisovanim nebudeme
urazet ¢tenafovu ¢i ¢tenai¢inu inteligenci, dostaneme pro posloupnost (ay, ),>o
kyzenou C-rekurenci. O

Specialnim piipadem posloupnosti splitujicich C-rekurence jsou tak zvané
kvazipolynomy, které se v enumerativni kombinatorice Casto vyskytuji.
Funkce respektive posloupnost f : N — C je kvazipolynom, kdyz existuje
modul m € N a m polynomt py, ps, ..., pm € Clx], Ze

f(n) =pj(n) pro n=j (modm).
Ekvivalentné feceno,
f(n) = ap(n)n® + ap_ (n)n" 1 + - Far(n)n + ao(n) ,

kde koeficienty a; : N — C jsou m-periodické funkce. Piiklady kvazipoly-
nomw: a, = (—1)" nebo pocet rozklad ¢isla n na ¢asti 1 a 2,

B [ n/2+1 ... pron sudé
Py (n) = szu-{ 2+ 12 . prom iché

Dokazeme vétu charakterizujici kvazipolynomy.

Véta (vlastnosti kvazipolynomu). Nasledujici dvé vlastnosti posloupnosti
(an)nzo C C a jeji GF A(x) = Y 5oanz™ jsou ekvivalentni a vzdjemné na
sebe jednoduse preveditelne.

1. Pron > ng je a, kvazipolynom.



2. Existuji ¢isla a,n € N a polynom p € Clx], Ze

A6 = 20

Diikaz. Implikace 1 = 2. Necht je a,, n > ng, kvazipolynom s periodou
m. Bano a, = bi(n) pro kazdé n € Ny kongruentni j modulo m a jinak
a, = 0, kde bi(n) = (";:k), obecny kvazipolynom pro n > ng se dostane
jako linedrni kombinace takovychto a pfi¢tenim polynomu a(z). Protoze pro
o = exp(2mi/m) je > a"™=9) = m pro n kongruentni j modulo m a jinak
0, mame

St = L2 (Lo i = 3
n>0 n>0 r=1
%7 pe C[‘T] )

kde jsme pouzili zobecnénou geometrickou fadu a rozsireni zlomkt vhodnymi
polynomy plynoucimi z rovnosti [['_, (1 —a’x) = 1—2™. Linedrni kombinace
takovychto zlomku a pficteni a(x) dava opét zlomek stejného typu.
Implikace 2 = 1. To plyne hned z vyjadfeni a, pro n > ny mocninnou
sumou (Cast 3 predchozi véty). Vsechny koreny ~; jsou ted a-té odmocniny z
1, takZe je pro n > deg p(z) hodnota a,, dana ,polynomem*, jehoz koeficienty
nejsou konstanty ale a-periodické funkce — je to kvazipolynom. a

Typické ptiklady kvazipolynomi, jak plyne z véty, jsou veli¢iny pa(n) podci-
tajici rozklady ¢isla n na ¢asti z koneéné (multi)mnoziny A, které zname z
minulé prednasky. Pozdéji uvidime dalsi obecnou situaci vedouci na kvazipo-
lynomy: poéty mifZovych bodt v nafouknutich nP, tj. |Z¥NnP|, kde P C R*
je mnohostén s vrcholy v QF, jsou dany kvazipolynomem v n.

Ted ale popiSeme obecnou situaci Vedouci na racionalni GF. Vime, ze

Y n>o T je raciondlni, nebot se rovnd ;= . Nahradime-li konstantni koeficient

1
l—az"

1 mocninou a”, dostaneme opét ramonalm fmf, protoze ano ax"
Nésleduje zobecnéni tohoto jednoduchého vzorce.

Véta (o pfechodové matici). Necht M = (m; ;) € CF** je ctvercovd k x k
matice. Pro pevné indexy 1 < i,j < k definujeme a, = (M™);; (jako polozku



na misté i,j v n-t€ mocniné matice M ). Pak GF posloupnosti (a,)n>0 C C
je racionalni, presneji

- det(I —xM | j,14)
n "= (-1 I ’
;a v = )Y T =)

kde I je jednotkova k X k matice a matice v cCitatelt vznikne z matice ve
gmenovateli vypusténim j-tého tddku a i-tého sloupce (a I — xM je k X k
matice (8; j — m; jx) € Clz]***, kde 6; ; je Kroneckerovo delta).

Pristé to dokazeme a fekneme si kombinatorické aplikace.



