Prednaska 5, 2. listopadu 2015

Pro dokonceni ditkazu Banachovy véty o pevném bodu jesté zbyva doka-
zat cauchyovskost posloupnosti iteraci kontrahujictho zobrazeni f : M — M
metrického prostoru (M, d) do sebe. Necht je tedy (z,) C M, n =10,1,...,
dand rekurenci x,,; = f(x,). Snadno vidime, ze pro kazdé m € N je

d(mm7xm+1) S Cd(xm—l)xm> S e S Cmd(x()uxl)? ce (07 1) :

Takze pro 0 < m < n je podle trojuhelnikové nerovnosti

d(m,xn) < d(@m, Tma1) + d(@mi1s Tmaz2) + -+ d(2n_1, T4)
< (@4 M+ (20, 71)
< o) o
1—c
— (2,,) je Cauchyova. 0

Piiklad. MnoZina spojitych funkci f : [0,1] — R s integrdlni metrikou neni
uplny MP.

Pron =2,3,... definujeme f,(z) jako 1 na [0, — 1], jako —1na [; ++,1] a
linedrné to propojime na [% = %, % + %} VsSechny f, pak jsou spojité a tvori
Cauchyovu posloupnost, protoze pro 2 < m < n mame
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Neni tézké vidét, ze kdyz je f : [0,1] — R spojita a pro n&jaky bod a € [0, 3)
je f(a) # 1, pak existuje § > 0, Ze pro kazdé velké n je d(f, f,) > ¢ (d(-,)
oznacuje integralni metriku). Totéz, kdyz f(a) # —1 pro né&jaky bod a €
(%, 1]. Jako limita funkci f, v naSem MP s integralni metrikou tak pfichazi
v Gvahu jeding funkce, jez je na [0, 3) konstantné 1 a na (3,1] konstantné
—1. Bez ohledu na hodnotu v % neni v tomto bodé spojita, takze v nasem
prostoru lim f,, neexistuje a neni uplny. a

Tvrzeni (tplny prostor omezenych funkci). Je-li M libovolnd mnoZina,
pak metricky prostor omezenych funkci f : M — R se supremovou metrikou
je uplny.



Dikaz. Necht (f,,), fn: M — R, je posloupnost funkei, ktera je cauchyovska
(vzhledem k supremové metrice): pro kazdé € > 0 existuje ng, ze pro kazdé
m,n > ng a kazdé a € M mame nerovnost |f,(a) — f.(a)| < e. Specidlné je
pro kazdy pevny bod a € M posloupnost redlnych ¢isel (f,,(a)) cauchyovska.
M4 tedy limitu (euklidovsky prostor R je, jak jiz z MAI vime, tplny), jiz
oznacime f(a). Tak dostdvame funkci f : M — R, kterd je v popsaném
smyslu bodovou limitou posloupnosti funkei (f,). Ukdzeme, ze f = lim f,, v
supremové metrice (z toho uz snadno plyne, Ze f je omezena funkce). Pro
dané £ > 0 vezmeme index ng, pro ktery nerovnost z cauchyovskosti (f,)
plati s £/2. Nepfitel ndm nyni jesté dal prvek a € M. My vezmeme tak velky
index m, ze m > ngy a navic |f(a) — fm(a)| < £/2 (coz lze, protoze (f.(a))
konverguje k f(a)). Pro kazdé n > ny pak je

f(a) = fala)l < f(a) = fm(a)] + [fm(a) = fula)| <&/2+ /2 =¢

(prvni |...| < ¢/2 diky volbé m a druhd |...| < ¢/2 diky cauchyovskosti
(fn)). Zdiraznéme, Ze index ng zavisi jen na € a ne na prvku a, takze pro
kazdé n > ng a kazdy prvek a € M méame |f(a) — f.(a)] < €. Tedy pro
kazdé n > ng mame d(f, f,) < € v supremové metrice a f je v ni limitou
posloupnosti (f},). O

Véta (aplny prostor omezenych spojitych funkci). Je-li (M,d) libo-
volny metricky prostor, pak metricky prostor omezenych a spojitych funkci
f: M — R se supremovou metrikou je uplny.

Diikaz. Necht (f,,) je posloupnost spojitych a omezenych redlnych funkei defi-
novanych na M, ktera je cauchyovska v supremové metrice. Podle predeslého
tvrzeni existuje omezena funkce f : M — R, Ze lim f,, = f. Zbyva jen do-
kézat, ze f je spojita. Bud ddno ¢ > 0 a bod a € M. Vezmeme tak velky
index m, Ze pro kazdé x € M je |f(x) — fi(x)| < &/2 (coz lze, protoze f, v
supremové metrice limiti k f). Protoze je f,, spojité, existuje 0 > 0 tak, ze
x € B(a,d) = |fm(x) — fm(a)|] < e/2. Pro kazdy bod = € B(a,d) pak méme

[f(2) = f(a)] < |f(2) = fm(@)] + [fn(@) = fm(a)| < &/2+¢€/2=¢

(prvni |...| < e/2 diky blizkosti f,, a f v supremové metrice a druhd |...| <
/2 diky spojitosti f,, v bodé a). Ukazali jsme, Ze f je v bodé a spojita, coz
plati pro kazdy bod prostoru M. O

Dusledek ((C[a,b], sup) je Gplny). Metricky prostor Cla,b] funkci spojityjch
na [a,b] se supremovou metrikou je uplny.
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Diikaz. Je to specialni pripad predeslé véty, kdyz si uvédomime, ze funkce
spojité na intervalu [a, b] uz je na ném automaticky omezena. O

Jako priklad aplikace Banachovy véty o pevném bodu a tplnych metric-
kych prostortt uvedeme jednu existenc¢ni vétu o diferencialnich rovnicich.

Véta (Picardova o diferencidlni rovnici). Bud ddna oteviend mnoZina
D C R?, bod (a,b) € D a spojitd funkce f : D — R, pro niZ ezistuje
konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro kaZdé dva body (u,v),(u,w) € D je |f(u,v) —
flu,w)] < clv —w| (f na D spliiuje ve druhé proménné tzv. Lipschitzovu
podminku). Pak existuje § > 0 a prdvé jedna funkce y : (a —d,a +0) = R,
Ze (i) y(a) = b a (it) y md na (a — d,a + 0) derivaci a

y'(z) = flz,y(z))
pro kazdé x € (a — d,a +9).

Diikaz. Podrobné délat nebudeme. Viz zapis z prednasky pred dvéma lety. Je
to aplikace BVOPB na tplny metricky prostor Cla — 4, a 4 0] se supremovou
metrikou. a

Kapitola 2. Posloupnosti a fady funkci.

V dalsim jsou f,f, : M — R, n = 1,2,..., redlné funkce jedné realné
proménné definované na (neprazdné) mnoziné M C R. Co to znamend, Ze

n—oo

lim f, = f, popfipade » fo=f7?
n=1

Zavedeme tii druhy konvergence posloupnosti a fad funkci. Za¢neme posloup-
nostmi a k faddm se dostaneme pozdéji.

e bodova konvergence. Rekneme, Ze posloupnost funkei (f,) bodové
konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

fo— fna M,
kdyZ pro kazdé x € M mame rovnost lim,, ., f.(z) = f(x). Explicitné,

Ve>0Vx e M 3ngeN: n>nyg=|fu(z)— f(z)| <e.



e stejnomérna konvergence. Rekneme, Ze posloupnost funkci (f,)
stejnomeérné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbolicky

fn= fna M,
kdyz

Ve>03dnoeN: n>ng, v €M=|f(r)— f(z)] <e.

e lokalné stejnomérna konvergence. Rekneme, Ze posloupnost funkci
(fn) lokdlné stejnomérné konverguje k funkci f na mnoziné M, symbo-
licky

loc
fn =3 fna M,
kdyz kazdé x € M ma okoli U = (x — §, 2+ 0), kde § > 0 mize zaviset
naz,ze f, =2 fnaMNU.

Je podstatny rozdil mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci. V bodové
konvergenci pro dané € > 0 mtize ngy zaviset na bodu z, v némz konvergenci
posloupnosti funkénich hodnot (f,(z)) uvazujeme. Ve stejnomérné konver-
genci vsak pro dané € > 0 index ng na x zaviset nesmi, jediné ny musi
fungovat pro vSechny body = € M.

Nejsiln€jsi z téchto pojmu je stejnomérna konvergence, lokalné stejno-
mérna konvergence je prostfedni a bodova konvergence je nejslabsi: z definic
plyne, ze

loc
fan=fnaM = f,=fnaM = f,— fnalM.

Stejnomérna konvergence je viceméné konvergence v supremové metrice:
fo = fna M <= limd(f,,f) = 0, kde d(-,-) je supremova metrika
na mnoziné funkce redlnych funkei definovanych na mnoziné M. ,Viceméné*
proto, ze ted, narozdil od definice metriky, povolujeme i neomezené funkce a
tedy muzme dostat i vzdalenost +oo.

Piiklady. 1. Necht M = [0, 1] a f,, = 2". Posloupnost funkei ( f,,) konverguje
na intervalu [0, 1] bodové k funkci f dané predpisem

[0 proxel0,1),
f(x)—{ 1 prox=1.
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Je to stejnomérna konvergence? Neni. Polozime a,, =1 —1/n € M. Pak

fn(an) = (1—%)n—> 1/6, n — oo .

Pro kazdé n jsme nalezli v mnoziné M ,Spatny“ bod a,, spliujici pro kazdé
n > ng, Ze

|[f(an) = flan)| = fulan) > 1/2¢ > 1/6,

coz vylucuje stejnomérnou konvergenci. Konvergence neni ani lokalné stejno-
mérna. Body a, zleva limiti k 1, a tento bod tak nema okoli U, na némz by
=

Jiné zdivodnéni, pro¢ zde konvergence neni stejnomérnd, je nasledujici.
Na minulé pfednasce jsme fakticky dokazali, ze stejnomérna limita spojitych
funkci je opét spojita funkce. Zde ovSsem limitni funkce f neni na M spojita
(neni spojita v bodé 1), ackoli kazda funkce f,, spojita je. Takze konvergence
neni stejnomerna.

Jak se konvergence této posloupnosti funkci zméni, kdyz interval M =
[0,1] zmensime, tieba na M = [0,1 — 4] pro pevné § > 07 Pro kazdé x €
0,1 =] mdme 0 < f,(x) = 2™ < (1—0)". Protoze (1—6)" — 0 pron — oo,
dostéavame horni odhad | f,,(x) — f(x)]|, ktery jde k nule pro n — oo a nezavisi
na x € [0,1 — ¢]. Takze

fno=2f na M=10,1-9].

Pro M = [0, 1) konvergence stejnomérna neni, kvili bodim a,, ale je lokalné
stejnomérnd, protoze kazdy bod a € [0,1) je obsazen v intervalu typu M =
0,1 —0]sé >0, totiz v [0, a].

2. Posloupnost funkeci

nw
1+ n22?

()

na mnoziné M = R bodové konverguje k identicky nulové funkci f = 0.
Spatné body a,, = 1/n, v nichZ f,(a,) = f.(1/n) = 1/2, jdou v limité k nule.
Konvergence neni proto ani lokalné stejnomérna. Je lokalné stejnomérna na
kazdé mnoziné M, ktera neobsahuje nulu. Rozmyslete si, Ze na kazdé mnoziné
M C R, ktera neobsahuje néjaké okoli nuly, je konvergence stejnomérné.

3. Plati, ze
_ sin(nx)

fa(x) =0 naM=R,



protoze | f,(z)| < 1/n pro kazdé x € R.

Pro funkci f: M — R definujeme oznaceni
[flloe := sup | f(z)]
zeM

— ,el-nekonec¢no norma“. Hodnota normy miize byt i +o0c. Z definice plyne,
ze |[cflloo = || - || f]loo Pro kazdou konstantu ¢ € R a zZe plati trojihelnikova
nerovnost ||f + glleoc < [|flloo + [|9lloo- Z definice stejnomérné spojitosti a z

predchozich prikladd by mélo byt jasné, ze

fo=t f ma M o= lim [[fy = fle=0.

Tvrzeni (stejnomérna Bolzanova—Cauchyova podminka). Posloup-
nost funkci (f,) konverguje na mnoziné M stejnomérné k néjaké funkci f,
pravé kdyz je splnéna podminka

Ve>0dng: m,n>ng, v € M= |fn(zr) — fulz)] <e.

Rikdme ji (stejnomérnd) Bolzanova—Cauchyova podminka.

Ulohy
1. Jaké feseni mé na R diferencialni rovnice y' = y?

2. Jak se pfepiSe rovnice (a poc¢ateéni podminka) v Picardové vété, aby
byla ve tvaru y = F(y), kde F' je néjaky operator (funkce na funkcich)
a na F' tak sla pouzit BVOPB?

3. Dokazte, ze kdyz f, — f na kone¢né mnoziné M, pak f, = f na M.

4. Uvedte ptiklad takové posloupnosti funkei f, : [0,1] — R spojitych na
0,1], Ze f, — fna[0,1], f, & f na[0,1] a f je na [0, 1] spojita.

5. Necht f, = f, 9, = g na M. Rozhodnéte, zda f, + g, = f+ g na M.

6. Necht f, = f, g9, = g na M. Rozhodnéte, zda f,g, = fg na M.



7. Urcete, na jakych intervalech (¢i podmnozinach) defini¢nich obori kon-
verguji bodové, stejnomérné, lokalné stejnomérné nasledujici posloup-
nosti funkei. Jaké jsou limitni funkce?

(a) fo(z) = ﬁ, defini¢ni obor je R.

(b) fn(x) = 2™ — 23", defini¢ni obor je [0, 1].

(c) fulz) = 2™ — 2"~ defini¢ni obor je [0, 1].
(d) fu(z) = 2™ — 2", defini¢ni obor je R.

(e) fu(x) =nz(l —x)", defini¢ni obor je [0, 1].
(f) fn(z) = exp(—n?z?), defini¢ni obor je R.
(g) fo(x) = exp(—2?/n), defini¢ni obor je R.



