Prednaska 5, 27. bfezna 2014 (¢ast)

Rademacherova domnénka a jeji vyvraceni. K rozkladu na parcidlni
zlomky pouzitému v odvozeni Schurovy asymptotiky koefientii p4(n) rozvoje
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se vaze zajimavy problém, jenz byl neddavno po vice nez 30 letech vyfesSen.
Vezmeme tento rozklad pro ¢astia; =1,i=1,2,...,n:
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V posmrtné publikované knize [2] H. Rademacher vyslovil domnénku, ze
koeficienty ((...) se pro n — oo blizi jistym limitnim hodnotam (které ex-
plicitné uvadi, my tyto vzorce zde pomineme), tedy Ze pro kazdou pevnou
trojici parametri d, e, j existuje vlastni limita

lim B(d,e,j,n) .

n—oo

Jak v8ak nedavno dokazali M. Drmota a S. Gerhold v [1], tyto limity obecné
neexistuji a domnénka je vyvracena.

Budeme se zabyvat racionalnimi generujicimi funkcemi (mocninnymi fa-
dami), coz jsou podily polynomi. Zacneme tedy obecnymi algebraickymi
vlastnostmi moc. fad a hlavné tim, jak se jimi déli.

Jako C[[z]] ozna¢ime mnoZinu vSech formalnich mocninnych fad (déle
fmf) s koeficienty v C:

Cllz]] = {(ao, a1, as,...) = ap + a1z + apaz® + - -- = Y ns0@nZ" | an € C}

(prvni reprezentaci ve tvaru nekonecnych posloupnosti nebudeme pouzivat).
Na C[[z]] mame znadmé operace s¢itani a (Cauchyova) nasobeni:

Z anx" + Z b,x" = Z(an +b,)z" a

n>0 n>0 n>0
n
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Neni tézké ovérit, ze (C[[z]],+, ) je komutativni okruh s 1. Pro f = f(x) =
ap + a1x + --- € C[[z]] definujeme [z"]|f := a, (koeficient u z™). Pro 0 #
f € Cl[[z]] definujeme ord(f), 7dd f, jako nejmensi n € Ny, ze [z"]f # 0; pro
f = 0 definujeme ord(f) = +o00. Pak pro kazdé dvé fmf f, g méme identitu

ord(fg) = ord(f) + ord(g) ,

ktera uz v sobé zahrnuje, Ze pro nenulové fmf f, g je i jejich soucin fg nenu-
lovy. Okruh C[[z]] je tedy obor integrity. Zjistime, jaké jsou v ném jednotky,
to jest které fmf maji multiplikativni inverz.

Tvrzeni (jednotky v C[[z]]). Fm7F f(z) = ag+axz+ax®+... je jednotka,
prave kdyz [2°)f = f(0) = ag # 0, tj. prdvé kdyz ord(f) = 0.

Dikaz. Pokud ag = 0, pak f neni jednotka, protoze fg ma nulovy konstantni
¢len pro kazdou fmf ¢ a nikdy tedy neméame fg = 1. Necht ag # 0. UkdZeme,
7e existuje jedind g(x) = by + by + bax® + ..., Ze fg = 1. Posledni rovnost je
ekvivalentni nekone¢né soustavé rovnic (s nezndmymi b,,)

agby =
Clobl + albo =0
CLQbQ + (Zlbl + agbg =

Y oreo @by = 0

Ta mé jednoznacné feseni: by = 1/ag, by = —ayby/ag = —ay/a? a tak déle.
Divodem je, ze v n-té rovnici je leva strana linearni funkce v b,, tvaru agb,, +
falag, ... an,bo, ..., by1) a ag # 0, takze pro uz vypocitané by, by, ..., b, 1
jeib, urceno jednoznacné. a

Nez ukazeme jiné vyjadieni inverzu 1/f, podivame se na podilové téleso
okruhu C[[z]]. Je to nejmensi rozsifeni C[[z]] na téleso, abychom mohli délit
kazdou nenulovou formalni mocninnou fadou. Neni tézké ukéazat, ze jim je
téleso (formdlnich) Laurentovych fad

C((z)) = {arz® + appra™™ +-- = Yok 2" |k € Z, a, € Ch,

v némz operace + a - jsou jako v C[[z]] (s¢itani po slozkdch a Cauchytv
soucin). Jsou to tedy trochu obecnéjsi fm¥, s povolenymi koneéné mnoha
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mocninami z se zidpornym exponentem. Re¢i inteligenénich testt: C((z)) se
maé k C[[z]] jako se ma Q k Z.

Formalni konvergence. Okruh fmf C[[z]] vybavime strukturou formalni
konvergence. Rekneme, 7e posloupnost (fi)e>1 = (fi, fo,...), kde fp =
fr(x) € Cl[z]], formdlné konverguje, kdyz je pro kazdé n € Ny posloup-
nost ([2"] fx)k>1 C C eventualné konstantni, s hodnotou a,. Formdini limitu
pak definujeme samoziejmé jako

lim fk(a:) =ag+ a1x + a2x2 4+ ...

k—o0

Pomoci formalni konvergence dokazeme za piihodnych okolnosti secist

nebo i vynéasobit nekoneéné mnoho fmft. Jsou-li fi, = fi(z) € Cl[[z]], pak

nekonecéné rada
o
E fr
k=1

formalné konverguje, kdyz formalné konverguje posloupnost castecnych
sou¢tt (f1 + fo+ -+ fr)r>1. Limita této posloupnosti pak je souctem dané
nekonecné rady. Podobné definujeme hodnotu nekone¢ného soucinu

o0

(1+ fr)
fe1

jako formalni limitu posloupnosti ¢astecnych soucint. Na rozdil od klasické
(tj. archimedovské) analyzy mame v piipadé formélni konvergence v Cl[[z]]
(kterou lze zachytit jistou nearchimedovskou metrikou popf. normou, jiz ne-
budeme zavadét) jednoznacéné kritérium konvergence nekone¢nych fad:

Tvrzeni (kritérium konvergence). Nekonecnd fada fm7

ZfIm fe € Cllz]]

formdlné konverquje, prdavé kdyz pro k — oo i ord(fy) — oc.
Diikaz. DOM. CV. a

Prikladem pouziti nekonecnych fad fmf je vyjadfeni multiplikativniho
inverzu, jehoz existenci jsme dokézali v pfedminulém tvrzeni.



Tvrzeni (1/f jako soulet geometrické fady). Necht f = f(x) = ag +
a1z + agxr® + -+ € C[[z]] a ag # 0. Pak

1 1 > ai az o >n
- = — - —x——x"— ... )
f a0;< Qo Qo

Diikaz. Fmf v zévorce oznacime jako g = g(x). Danéd nekone¢nd fada for-
mélné konverguje podle posledniho tvrzeni, protoze ord(¢g") > n. Tedy
fay* =1 — g a (protoze formalni limita a soucin komutuji)

fag'y gt =(1—g)

n>0

lim (1+g+¢*+--+g")= lim (1-¢g"*) =1.
N—oo N—oc0
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