Prednaska 5, 24. biezna 2014

Dokoncime dtikaz Véty o kiivcee, cili kroku K2, ze doplnék prosté kiivky je
souvisly.

Nejprve presné definujeme operaci sjednoceni dvou nakresleni graffi.
Necht M a N jsou polygonalni rovinné nakresleni grafi G = (V FE) a
H = (W, F), dana pfifazenimi v + b,,e — K. a w + by, f — K;. Tato
dvé nakresleni sjednotime tak, ze vysledkem bude opét polygonalni rovinné
nakresleni, oznacené jako M U N, né€jakého grafu a nic se nepfida ani neubere
v tom smyslu, ze a € R? lezi na nakresleni M U N, pravé kdyz a lezi na M
nebo na N. Udélame to nasledovné. Nejprve M nahradime nakreslenim M’
a N nahradime N’ tak, Ze do vrcholu kazdé lomené ¢ary reprezentujici hranu
umistime novy vrchol (¢imz dostaneme spoustu novych hran). Kazda hrana
je ted reprezentovana tseckou a grafy G a H jsou nahrazeny svymi délenimi
G’ a H' (déleni grafu vznikne opakovanou nédhradou hrany cestou s novymi
vnitinimi vrcholy). Usecka u reprezentujici hranu grafu G’ ale stale miize byt
protnuta tseckami reprezentujicimi hrany grafu H’ a také na ni mohou lezet
néjaké vrcholy z H'. Za vSechny tyto body pfidame do G’ nové vrcholy a nové
hrany (které jsou reprezentovany tseckami, na néz je u rozdélena novymi vr-
choly/body). To udéldme pro vSechny hrany/tsecky grafu G’ a analogicky
totéz pro graf H’'. Dostaneme tak nakresleni M” a N” grafa G” a H”, jez
jsou délenimi grafit G’ a H'. Jesté odstranime pfipadné duplicity vrcholu a
hran (vrchol z G” a vrchol z H” mohou byt reprezentovany tymz bodem a
podobné pro hrany; tyto dva vrcholy pak slou¢ime do jediného, coz odstrani i
moznou duplicitu hran) a nakresleni M” a N” vezmeme dohromady. Vzniklé
nakresleni je nakresleni M U N s pozadovanymi vlastnostmi. Hrany jsou v
ném reprezentovany dokonce pouze tiseckami.

Vsimnéme si, ze kdyz grafy G a H jsou 2-souvislé a jejich polygonalni
rovinnd nakresleni M a N se protinaji v alesponn dvou bodech (ne nutné
vrcholech), pak nakresleni M U N reprezentuje zas 2-souvisly graf. Opakova-
nym sjednocovanim definujeme sjednoceni N; U Ny U - - - U Ny vice nez dvou
polygonélnich rovinnych nakresleni (operace sjednoceni dvou nakresleni je
asociativni i komutativni, takZe vysledné nakresleni je dobfe definované).

Posloupnost Ny, Ns, ..., N polygonalnich rovinnych nakresleni nazveme
2-souvislym retézcem, kdyz kazdé N; reprezentuje 2-souvisly graf a pro kazdé
j=1,2,...,k—1se N; a N;;; protinaji alesponl ve dvou bodech (ne nutné

vrcholech), avSak jinak jsou tato nakresleni vzajemné disjunktni. Nésledujici
vysledek obsahuje klicovou ideu ditkazu Véty o kiivce.



Tvrzeni. Necht Ny, No, ..., N je 2-souvisly vetézec a bod x leZi vné kaZdého
z nakresleni N; U N1, 7 = 1,2,...,k — 1. Potom x nutné lezi vné celeho
nakreslent Ny U Ny U --- U N.

Pojdme to dokézat (stale postupujeme podle Thomassenova ¢lanku). Doké-
zeme kontrapozici, Ze kdyz z lezi uvnitf nakresleni Ny UNoU- - -U Ny (tj. = lezi
uvnit¥ polygonu ohrani¢ujictho vnéjsi sténu tohoto nakresleni), pak existuje
J <k, Ze x lezi uvniti nakresleni N; U N, ;. Bod z tedy lezi uvniti néjakého
polygonu C' C NyUN,U- - -UN;,. Existuje-li j, ze C' C N;UN, 4, jsme hotovi.
Jinak lze vpodstaté bez ijmy na obecnosti (pfeindexovanim a sjednocenim
nékolika N;) predpokladat, ze C' C N;UN;UN3 a C protind Ni\ Ny i N3\ N.
Polygon C' vezmeme navic minimalni vzhledem k poc¢tu hran, které ma mimo
Ns. Vezmeme dva body a € C' N (N;\Ny) abe CN(N3\Ny). Ty rozdéluji C
na dva oblouky P; a P, z nichz kazdy musi protnout N,. Priniky P N N,
a P, N Ny spojime v Ny nejkratsi lomenou carou P. Tedy P C N, a P ma s
C spolecné jen své konce. Konce chordy P polygonu C ho rozdéluji na dva
oblouky, které spolu s P tvofii polygony C; a Cy (obsazené v Ny U Ny U N3).
Oba oblouky maji hrany mimo N, (jeden oblouk obsahuje bod a a druhy
bod b), takze oba polygony C; a Cy maji hrany mimo N» a tudiz kazdy jich
tam ma méné nez jich ma C. Podle ¢asti 1 posledniho lemmatu (na minulé
prednésce) vSak bod z lezi uvnit¥ C; nebo uvniti Co — feknéme, Ze uvnitf
(4. Kdyby polygon C protinal N1\ N5 i N3\ Ny, dostali bychom spor s mini-
malitou polygonu C'. Takze C C N; U Ny nebo C; C Ny U N3 a jsme hotovi
— bod x lezi uvniti nakresleni Ny U Ny nebo Ny U N3. Tvrzeni je dokazano.

Diikaz Véty o krivce. S pomoci tvrzeni ted vétu dokdZeme. Necht K C R? je
prosta kiivka, dana jako obraz K = f([0, 1]) spojitého a prostého zobrazeni
f:[0,1] = R? aa,b € R*\K jsou dva rtizné body mimo K. UkdZeme, Ze
a a b lze spojit lomenou carou, ktera neprotne K. Vezmeme malé d > 0, ze
vzdalenost a i b od K je vétsi nez 2d. Zobrazeni f je spojité a jde z kompaktni
mnoziny, takZe je stejnomérné spojité. Interval [0,1] lze tedy rozdélit na
podintervaly I;, Ze obraz kazdého podintervalu K; = f(I;) ma pramér mensi
nez d. Dostavame tak rozdéleni K na oblouky K, Ks, ..., Ky, ze K; a ;14
maji spolecny konec, jinak jsou ale tyto prosté kiivky disjunktni, a d(z,y) < d
pro kazdé dva body x,y € K;. Necht
d= min dK;,Ky)>0
1<i<i/—1<k—1

je nejmensi vzdalenost dvou nesousednich oblouki. Mame, ze d’ < d (jinak
d(K1, K3) > d, takze konce oblouku K5 maji vzdalenost vétsi nez d, coz je
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ve sporu s definici obloukil). Pomoci stejnomérné spojitosti f kazdy oblouk
K, dale rozdélime na obloucky Kj;; s primérem mensim nez d’'/4. Uvazime
¢tvercové polygony

S(e):=0([cx —d /4, co +d'J4] X [¢, — d' /4, ¢, + d'/4]) ,

které maji stied v bodé ¢ = (cg,c,) a strany s délkou d’'/2 rovnobézné s
osami (pfesnéji, S(c) je tvofen ¢tyfmi vrcholy v rozich a ¢tyfmi stranami, jez
jsou usecky). S(c) tedy je (po doplnéni formalit) polygonalni rovinné nakres-
leni grafu Cy (abstraktni kruznice délky 4). Pro i = 1,2,...,k definujeme
polygonalni rovinné nakresleni N; jako

N = S,

ce0;

kde O; je mnozina koncii vSech obloucki K; ; (které zahrnuji i oba konce K;).
Tvrdime, zZe

1. Ny, Ny, ..., Ni je 2-souvisly fetézec,
2. cela krivka K lezi uvnitf nakresleni Ny U Ny U --- U N, a
3. oba body a a b lezi vné kazdého nakresleni N;UN;.1,2=1,2,..., k—1.

Bude-li toto ovéfeno, jsme hotovi. Pak totiz podle ¢asti 1 a 3 a predchoziho
tvrzeni lze a a b spojit lomenou carou lezici vné Ny U Ny U --- U Ny, a tato
cara podle casti 2 neprotina K.

Dokazeme ¢ast 1. Kazdy polygon S(c) jisté reprezentuje 2-souvisly graf a
jsou-li ¢, € O; dva sousedé na K; (tj. konce néjakého obloucku K ;), maji
vzdéalenost mensi nez d’'/4, tudiz se S(c) a S(¢’) protinaji v alespon dvou
(fakticky pravé dvou) bodech. Takze N; reprezentuje 2-souvisly graf. Ziejmé
se N; a Ny protinaji v alesponi dvou bodech, protoze dokonce sdileji S(c),
kde ¢ je spole¢ny konec K; a K;y1. Pokud c € O; a ¢ € Oy, kde |i —i'| > 2,
je d(c,d) > d', body ¢ a ¢ tedy maji x-ovou nebo y-ovou vzdélenost alespori
d' /N2 > d' /2, coz zarucuje, Zze S(c)NS(¢) = 0. Proto N; a Njy jsou disjunktni.
Takze N1, Na, ..., Ny tvori 2-souvisly fetézec.

Dokazeme cast 2. Ta je celkem jasna: kazdy obloucek K;; ma primér
mensi nez d' /4, takze cely lezi uvnitf polygonu S(c) se stfedem ¢ v libovolném
z jeho koncti. Vnitiky polygont S(c) pro ¢ probihajici konce vSech oblouckt
na vsech obloucich lezi zfejmé uvnitt nakresleni Ny U NoU - - - U Ni, tedy tam
lezi i celda K.



Konecéné ¢ast 3. Podle definice lezi K; U K,;y; uvnitt koule B(c,d) se
stfedem ve spole¢ném konci ¢ obloukti K; a K. Podle definice N; tedy lezi
nakresleni N; U Ni; v kouli B(c,d + v/2d'/4) C B(c,2d), protoze d' < d.
Celé nakresleni N; U N;;; je tedy uvnitt koule B(c,2d) (resp. jeji hrani¢ni
kruznice), zatimco oba body a a b jsou podle definice d vné této koule. Takze
a a b jsou vné nakresleni N; U N, ;.

Tim je dokoncen dikaz Véty o kiivce (kroku K2) a tedy i cely Thomas-
seniiv ditkaz Jordanovy véty o kruznici. O



