Prednaska 4, 13. brezna 2013

Tvrzeni (monotonie = integrovatelnost). Je-li funkce f : [a,b] — R na
intervalu [a, b] nerostouci nebo neklesajici, potom md Riemanniv integrdl.

Diikaz. Necht f neklesd (pro nerostouci f se argumentuje podobné). Pro
kazdy podinterval [o, 3] C [a,b] pak méme inf, 5 f = f(a) a sup, 5 f =
f(B). Bud déno ¢ > 0. Vezmeme libovolné déleni D = (ag,aq,...,ax_1
intervalu [a,b] s A\(D) < € a mame
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< €i(f(ai+1) — f(ai))
= e(f(ar) — f(ao)) =e(f(b) — f(a)) .

Tuto mez lze zmensovanim ¢ ucinit libovolné malou. Podle kritéria integro-
vatelnosti tedy f € R(a,b). (Kontrolni otazka: pro¢ v pfedeslém vypoctu
nelze misto < psat <?) O

I spojitost postacuje pro integrovatelnost. Musime se vSak seznamit s
jeji silnéjsi podobou. Rekneme, Ze funkce f : I — R, kde I je interval, je
stejnomeérné spojitd (na I'), pokud

Ve>036>0: z,2' €, |z —a/| <d=|f(z) - fla')] <e.

Pozaduje se tedy silnéji, aby jedind mez 0 fungovala pro vSechny dvojice
bodt z, 2’ z I. V obycejné spojitosti mize 0 zaviset na poloze = a x’. Stejno-
mérna spojitost implikuje trivialné spojitost, ale naopak to obecné neplati.
Napftiklad funkce

fly=1/x: I =(0,1) - R

je na I spojité, ale ne stejnomérné spojita: f(1/(n+1))— f(1/n) =1, 1 kdyz
1/(n+1)—1/n — 0 pro n — co. Na kompaktnim intervalu I, coz je interval
typu [a,b] s —0o < a < b < +00, vSak nastésti oba typy spojitosti splyvaji.
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Tvrzeni (na kompaktu: spojitost = stejnomérna spojitost). Je-li
funkce f : |a,b] — R na intervalu [a,b] spojitd, je na ném stejnomérné
spojitd.

Diikaz. Pro spor predpokladame, ze f : [a,b] — R je spojitd v kazdém
bodé intervalu [a, b] (tedy jednostrané v krajnich bodech a a b), ale Ze neni
na [a, b] stejnomérné spojita. Odvodime spor. Negace stejnomérné spojitosti
znamena, ze

Je >0V >03e, 2’ €l: |z —2|<d&|f(x)— f(a')] > €.

Coz znamena, ze pro d = 1/nan =1,2,... existuji body z,, 2z, € |a,bl], ze
|z, —al | < 1/n,ale |f(x,)— f(x])| > e. Diky Bolzanové-Weierstrassové vété
ze ZS mizeme bez tjmy na obecnosti predpokladat, ze posloupnosti (z,) a
(x!,) obé konverguji a (nevyhnutelné) k témuz bodu « z [a,b]. (Podle této
véty existuje posloupnost prir. ¢isel ky < ko < ..., Ze (2, ) konverguje. Opét
podle této véty existuje posloupnost pfir. ¢isel I} < Iy < ..., Ze (7}, ) kon-
verguje. Posloupnost (xy, ) zlstava konvergentni, protoZe je podposloupnosti
posloupnosti (zy, ). Protoze vy, — ), | <1/k, <1/n—0,

lim z, = lim 2}, =o.

n—00 n n—00 n
Abychom se vyhnuli vicendsobnym indexiim, pfeznacime xy, jako x, a xﬁ%
jako z!.) Podle Heineho definice limity, spojitosti f v bodé « a aritmetiky
limit mame

0= f(a) = f(a) = lim f(z,) — lim f(x;,) = lim(f (2n) — f(27,)) -
Jsme ve sporu s tim, ze |f(z,) — f(«],)| > € pro kazdé n. O

Tvrzeni (spojitost = integrovatelnost). Je-li funkce f : [a,b] — R na
intervalu [a,b] spojitd, potom ma Riemanniv integrdl.

Diikaz. Necht f je na [a, b] spojita. Bud dano e > 0. Podle pfedchoziho tvrzeni
vezmeme § > 0, ze |f(z) — f(z)'| < e plati, jakmile z,2" € [a,b] jsou blize
nez o. Tedy

sup f — inf f <e¢
e8] [l



plati pro kazdy podinterval [, 5] C [a, b] délky mensi nez 6 (pro¢?). Vezmeme
jakékoli déleni D = (ag, ay,...,a,_1) intervalu [a,b] s A(D) < § a mame
k—

S(f.D)=s(f,D) = ) (a1 —ai)(sup f —inf f)

0
1

=

1=
k—

< Z(ai-i-l — a;)e

Tuto mez lze zmensovanim ¢ ucinit libovolné malou. Podle kritéria integro-
vatelnosti tedy f € R(a,b). O

Ze monotonie i spojitost postacuji k integrovatelnosti jsme dokézali
primo, i kdyz oboji vyplyva hned jako disledek z Lebesgueovy véty, coz
si rozmyslete jako cviceni. Zminime jeji dalsi disledky.

Tvrzeni (spojitost(integrovatelnost)=integrovatelnost). Md-li funkce
f: la,b] = [c,d] Riemanniv integrdl a g : [c,d] — R je na [c,d] spojitd,
potom md sloZend funkce g(f) : [a,b] — R Riemanniv integral.

Diikaz. Protoze vnéjsi funkce g je omezena, jako spojita funkce na kompakt-
nim intervalu, je i slozend funkce g(f) omezena. Je-li f spojitd v bodé a z
la, b], je 1 slozend funkce g(f) spojitd v «, protoze g je spojitd v f(«) a spo-
jitost se skladanim zachovava, jak jsme si dokazali v ZS. Mnozina M bodi
nespojitosti funkce g(f) je tedy obsazena v mnoziné N boda nespojitosti
funkce f. Podle predpokladu a L. véty ma N nulovou miru. Takze i M ma
nulovou miru a podle L. véty mé ¢g(f) Riemanniv integral. a

Proto z f € R(a,b) plyne napiiklad f? € R(a,b) nebo |f| € R(a,b). Jako
cviceni si rozmyslete, pro¢ a jak z f,g € R(a,b) plyne, Ze i

fg € R(a,b) a max(f,g) € R(a,b) .

Nyni se podivame na linearitu R. integralu. Nejprve ukazeme linearitu
fab f jako funkce integrandu f, a pak jako funkce integrac¢nich mezi a a b.

Tvrzeni (linearita | v integrandu). Necht f,g € R(a,b) jsou dvé funkce
magici R. integral a o, B € R. Potom i

b b b
af + B9 € R(a,b) a /(af+ﬁg)=a/ f+ﬁ/g-
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Drikaz. Staci proveérit t¥i specialni piipady linearnich kombinaci, totiz —f,
af sa >0a f+ g, ostatni se z téchto jiz odvodi. Bud déno ¢ > 0. Podle
kritéria integrovatelnosti existuje déleni D intervalu [a, b, Ze

S(f,D)—s(f,D) <e& S(g,D) —s(g9,D) <¢.

(Jisté mame dvé takova déleni, D pro f a Dy pro g. Pfechodem ke spolec-
nému zjemnéni dosdhneme, ze D; = D,.) Podle definice infima a suprema
mnoziny redlnych ¢isel, pro libovolny podinterval I C [a,b] plati, Ze (pro
a>0)

inf(—f) = —sup f, infaf = ainf f, inf(f +¢) > inf f +infg
I 7 I i i i I

a analogicky pro suprema (prohodime inf a sup a posledni nerovnost oto-
¢ime). Podle definice dolni, popt. horni, sumy jako linearni kombinace (s > 0
koeficienty) infim, pop¥. suprem,

S(=1, D) =s(=f, D) = =s(f, D) = (=5(/, D)) = 5(}, D) = s(}, D) < ¢,
S(af,D)—s(af,D)=aS(f,D)—as(f,D) < ac (a > 0)

S(f+9,D)=s(f+g,D) < (5(f,D)+5(9, D)) — (s(f, D) + s(g, D))
= S<f7D)_8(f7D>+S(g7D)_8(gvD)
< 2.

Takze, podle kritéria integrovatelnosti, i —f,af, f + g € R(a,b). Navic,
podle nerovnosti mezi dolnimi a hornimi sumami a integralem, f; f €
[s(f, D), S(f,D)] a totéz plati pro funkeci g. Tedy f:(—f) lezi v intervalu

(s(~f. D), S(~ . D)) = [~S(f. D), —s(f.D)] 5 — / i

a cisla fab(—f) a —fff se tak lisl o méné nez e. Tedy ff(—f) = —fabf.
Podobné fab af lezi v intervalu

b
s(af. D), S(af, D)) = [as(f. D). aS(f.D)] 5 a / I

4



o délce nejvyse ae, a tak fab af =« f; f. Konec¢né fb(f + g) lezi v intervalu

(5(f+9. D). 5(f+g, D)) C [s(f. D)+s(g, D), S(f, D)+5(g. D / i+ /

o délce méné nez 2¢, a tak f:(f +g) = f f+ f g.

Podle predchoziho tvrzeni mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci
R(a,b) tvoii vektorovy prostor nad télesem R a f f: f je linearni zobra-
zeni z R(a,b) do R. Rikame, Ze R. integral je linedrni funkciondl. Piedchozi
diikaz linearity pomoci dolnich a hornich sum jsem na prednésce z ¢asovych
diivodl neuvadél a odvolal jsem se na ekvivalenci obou definic R. integralu,
kterou nebudeme dokazovat.

Véta (ekvivalence obou definic R. [). Obé definice Riemannova inte-
grdlu jsou ekvivalentni: pro kaZdou funkci f : [a,b] — R

b b
lll)r)n R(f,D,C) existuje <:>/f:/f€R

a obé hodnoty, pokud existuji, se rovnaji.

Jako cviceni si rozmyslete ditkaz tvrzeni o linearité | v integrandu pomoci
prvni definice R. integralu.
Piejdeme k linearité [ jako funkce integra¢nich mezi. Nejprve mirné roz-

§itime definici fab f:

/aaf::0 a /abf::—/baf pro a>b.

Pro f: [a,b] — R a podinterval I C [a,b] oznac¢ime zizeni funkce f na I v
nasledujicim tvrzeni pro jednoduchost opét jako f.

Tvrzeni (linearita [ v integraénich mezich). Necht f : [a,b] — R je
funkce a ¢ € (a,b). Potom

f € R(a,b) < [ e R(a,c)& f € R(c,b)

a, jsou-li tyto integraly definované,

/abfz/achr/cbf.



Diikaz. Jako f1 : la,c] - R a fo : [c,b] — R ozna¢ime zuzeni funce f
na uvedeny podinterval. Necht f € R(a,b). Pro dané ¢ > 0 podle kritéria
integrovatelnosti mame déleni D intervalu [a,b], Ze S(f, D) — s(f, D) < e.
Mizeme ptredpokladat (pfechodem ke zjemnéni), ze ¢ € D. Bod ¢ déli D
na déleni D’ intervalu [a,c] a déleni D" intervalu [c, b]. Protoze S(f, D) =

S(f1, D) + 5(f2, D") a s(f, D) = s(f1, D) + s(f2, D), z
e>S(f,D) = s(f, D) = (S(f1, D) — 5(f1, D) + (S(f2, D) = s(f2, D))

plyne, diky nezépornosti rozdilu horni a dolni sumy, ze i ¢ > S(f1,D’) —
s(fi,D') ae > S(fs, D") — s(f2, D"). (Obecné samoziejmé z v > o +
neplyne, ze v > «a a v > f.) Tedy, podle kritéria integrovatelnosti
f1 € R(Cl C) a f2 € R(C b) Méme fac f1 c (fl,D/ f17 f f2

[8(f27D”) anD” f fe )7S(faD)]7Zcehozplyneazefa f1+fc f2

a f; f se lisi 0 méné nez «. Tedy fa fi+ fcb fa= fab f.

Necht f; € R(a,c) a fa € R(c,b). Pro dané ¢ > 0 podle kritéria inte-
grovatelnosti mame déleni D’ intervalu [a, ¢] a déleni D" intervalu [c,b], Ze
S(f1, D) —s(f1, D) <eaS(fs,D") — s(fa, D") < €. Sectenim dostaneme

2e > S(f1, D) = s(f1, D') + S(fo, D") = s(f2, D") = S(f, D) — s(f, D) ,

kde D je déleni intervalu [a, b] vzniklé spojenim D’ a D". Tedy, podle kritéria
integrovatelnosti, i f € R(a,b). O

Dusledek (| pres cyklus je 0). Necht a,b,c € R, d = min(a,b,c), e =
max(a,b,c) a f € R(d,e). Potom ndsledujici t7i integrdaly existuji a

/abf+/bcf+/caf:0.

Diikaz. Necht napiiklad d = a < e = ¢. Podle pfedchoziho tvrzeni mame

/abf+/bcf—/:f-

Cely soucet pak je [T f+ [ f = [*f— [°f = 0. Ostatni moznosti jsou
podobné. O



