Prednaska 3, 16. rijna 2019

Kompaktnost. Heineho—Borelova véta. Vztah bodu a
podmnoziny. Homeomorfismus

Podprostory. Podprostorem X C M metrického prostoru (M, d) rozumime
metricky prostor (X,d) se ziuzenou metrikou (kterou oznacujeme stejnym
pismenem jako pro cely prostor, i kdyz jde ptfisné vzato, pro X # M, o jinou
funkci). Plati, Ze mnozina A C X je otevienad (uzaviend) v podprostoru X,
pravé kdyz existuje oteviena (uzaviend) mnozina ¥ C M, 72e A = X NY
(dloha 10).

Je dobré si uvédomit, ze uzavienost a otevienost mnoziny je relativni
pojem: pro A C X C M nemusi byt A soucasné oteviend (¢i uzaviend) v M
i v podprostoru X, a podobné v situaci A C X,Y nemusi byt A soucasné
oteviend (¢i uzaviend) v obou prostorech X a Y. Napiiklad v euklidovskych
prostorech A = [0,1) € X = A)Y = [0,1] C R je A uzaviena mnozina v
prostoru X, ale ne v prostoru Y.

Spojita zobrazeni. Zobrazeni f: M — N mezi dvéma metrickymi prostory
je spojité, pokud

Vae MVYe>035>0: f(B(a,d)) C B(f(a), e) .

Prvni koule je v M a druha v N. Ekvivalentni definice spojitosti jsou Heineho
(pomoci limit posloupnosti, viz iloha 1) a topologicka: zobrazeni f: M — N
mezi dvéma metrickymi prostory je topologicky spojité, pokud pro kazdou
otevienou (uzavienou) mnozinu Y C N je jeji vzor

f'Y)y={ae M| fla)eY}C M
oteviend (uzaviend) mnozina v M (tloha 2).

Vlastnosti kompaktnich mnozin. Stéle se jedna, tak jako v pfipadu to-
pologické definice spojitosti, o opakovani véci jiz zminénych v Matematické
analyze II. (M,d) a (N, e) budte dva metrické prostory a X C M. Kdyz je
M kompaktni a X uzaviend mnozina, je X kompaktni (tloha 3). Kdyz je M
obecny prostor a X je kompaktni mnozina, je X uzaviend a omezena mno-
zina (dloha 4). Pfipomindme, Ze mnoZina X C M je omezend, kdyz X C B
pro néjakou kouli B v M. Opacna implikace obecné neplati, v pristi kapi-
tole o posloupnostech a fadach funkci uvedeme ptiklad uzaviené a omezené



ale nekompaktni mnoziny v jistém metrickém prostoru funkci, ale plati v
euklidovskych prostorech (tloha 5).

Je-li zobrazeni f: M — N spojité a podmnozina X C M je kompaktni,
je 1 podmnozina

f(X)=A{f(a)|[ae X} CN

kompaktni (tloha 6). Plati princip maxima a minima (tloha 7): je-li zobrazeni
f: M — R (R je obvykly euklidovsky prostor) spojité a podmnozina X C M
je kompaktni, pak existuji takové body a,b € X, ze

VeeX: fla) < flx) < f(b).

Funkce f tedy na X nabyva svou nejmensi i svou nejvétsi hodnotu. Tento
vysledek byl asi hlavni motivaci pro obecné abstraktni definice kompaktnosti.

Topologicka definice kompaktnosti. Rekneme, Ze podmnozina A C M
metrického prostoru (M, d) je topologicky kompaktni, pokud pro kazdy sys-
tém otevienych mnozin X;, ¢ € I, v M plati:

JXi> A= Jkonema JcI: [ JXiDA.
i€l ieJ
To se vyjadiuje heslem: , kazdé oteviené pokryti mnoziny A ma konecné pod-

pokryti“. Dokazeme, Ze tato definice je ekvivalentni ptvodni definici kom-
paktnosti.

Véta (Heineho—Borelova). Podmnozina A C M metrického prostoru
(M, d) je kompaktni, pravé kdyz je topologicky kompaktni.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme vzit A = M (tloha 8). Nejdiiv dokéa-
zeme implikaci =. Necht (M, d) je kompaktni prostor a

M:U&
el

je jeho oteviené pokryti (kazdd mnozina X; je oteviend); nalezneme jeho
konec¢né podpokryti. Nejprve dokazeme, ze

V§ > 0 3 konecnd mnozina Ss C M : U B(a, §) =M .

a€Ss

Kdyby to tak nebylo, pak by totiz existovalo dy > 0 a posloupnost (a,) C M,
zel <m <n= d(am,a,) > d, ale ve sporu s pfedpokladanou kompaktnosti
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M tato posloupnost neméa konvergentni podposloupnost (tiloha 9). Skuteéné,
kdyby (negujeme hoiejsi tvrzeni o § a Ss) existovalo &g > 0, Ze pro kaz-
dou kone¢nou mnozinu S C M je M \ J,cq B(a,do) # 0, pak mame-li jiz
definované body ay,as,...,a, s d(a;,a;) > 6y pro kazdé 1 < i < j < n,
vezmeme a € M \ |J;_, B(a;, ) a polozime a,4+1 = a (pak ma a = a,41 od
kazdého bodu aq, ay, ..., a, vzdalenost alesponi &y). Takto definujeme celou
posloupnost (ay,).

Pro spor nyni predpokladejme, ze hotejsi oteviené pokryti M mnozinami
X; nemd kone¢né podpokryti. Tvrdime, Ze odtud vyplyva, ze (kone¢né mno-
ziny S5 jsou definované vyse)

Kdyby to tak nebylo, pak by (negujeme predchozi tvrzeni) existovalo ng € Ny,
ze pro kazdé b € Sy, existuje i, € I, ze B(b,1/ng) C X;,. Pak ale, protoze
M = Ubesl/no B(b,1/ng), davaji indexy J = {iy | b € Si/no} C I ve sporu s
predpokladem konec¢né podpokryti mnoziny M.

Zvyraznéné (na samostatném radku uvedené) tvrzeni o n a b, tedy plati
a muzeme vzit posloupnost (b,) C M. Podle pfedpokladu ma konvergentni
podposloupnost (b, ) C (b,) s lim by, = b € M. Protoze X; pokryvaji M,
existuje j € I, ze b € X;. Diky otevienosti X; existuje r > 0, ze B(b,r) C X;.
Vezmeme tak velké n € N, ze 1/k, < r/2 a d(b,by,) < r/2. Pro kazdé
x € B(by,,1/k,) pak podle trojuhelnikové nerovnosti mame, ze d(z,b) <
d(x,by,) + d(b,,b) <7r/2+1/2=r. Tedy

B(b,,1/k,) C B(b,r) C X;,

ve sporu s hotejsi vlastnosti bodi b,,. Predpoklad neexistence konec¢ného pod-
pokryti vede ke sporu, proto pokryti M mnozinami X;, ¢+ € I, ma konecné
podpokryti.

Dokézeme implikaci <=, coz je leh¢i. Predpokladame, ze kazdé oteviené
pokryti mnoziny M ma konec¢né podpokryti a odvodime z toho, ze kazda dana
posloupnost (a,) C M mé konvergentni podposloupnost. Nejprve ukézeme,
ze predpoklad

Voe M 3r,>0: My:={neN|a, e B(b, ry)} je konetna

vede ke sporu. Z pokryti M = J,.,, B(b, 1) bychom totiz vybrali kone¢né
podpokryti dané koneénou mnozinou N C M a nahlédli, Ze existuje ny,



ze n > nyg = ap € Upyen B(b,73), protoze mnozina indexi | J,.y My je ko-
necna (je to kone¢né sjednoceni koneénych mnozin). To je ale spor, protoze
Upen B(b,73) = M. Piedpoklad tedy neplati a naopak (znovu negujeme) je
pravda, ze

dbe MV¥r>0: M,:={ne€N]|a, € B(b, r)} je nekoneéna .

Ted uz lehce z (a,) vybereme konvergentni podposloupnost (ay,) s limitou b.
Necht uz jsme definovali indexy 1 < ky < kg < -+ < ky, ze d(b, ax,) < 1/i pro
©=1,2,...,n. MnoZina indext M/ 1) je nekonecna, takZe mizeme zvolit
takové k,11 € N, Ze kyp1 > kp a kg1 € Myjny1). Pakid(b, ag,,,) < 1/(n+1).
Takto je definovana podposloupnost (ay,) konvergujici k b. 0

Vztah bodu a podmnozZiny. Necht (M,d) je metricky prostor, a € M
a X C M. V nésledujicich definicich symbolem U rozumime okoli bodu a,
otevienou mnozinu U C M s a € U. Rekneme, Ze a je

o vnitrni bod mnoziny X, kdyz U, ze U C X.

e unéjsi bod mnoziny X, kdyz U, ze U C M \ X.

e hranicni bod mnoziny X, kdyz VU jeUNX #D#UN(M\ X).
e [limitni bod mnoziny X, kdyz pro VU je prunik U N X nekonecny.
e izolovany bod mnoziny X, kdyz U, ze U N X = {a}.

Vnitini a izolované body mnoziny X v ni lezi a vnéjsi body lezi mimo ni.
Hrani¢ni a limitni body mohou lezet v X i mimo ni. Priklad ilustrujici tyto
pojmy ponechavame jako tlohu 11.

Homeomorfismus. (M,d) a (N,e) budte metrické prostory a f: M —
N bud zobrazeni. Rekneme, ze f je homeomorfismus, je-li to bijekce a f
i =1 jsou spojita zobrazeni. Dva homeomorfni prostory jsou ty, které mezi
sebou maji homeomorfismus. Homeomorfni prostory nelze rozlisit jen pomoci
otevienych mnozin. Naptiklad euklidovské prostory (a,b) (kde a < b jsou
realnd ¢isla) a celé R jsou homeomortfni (tloha 12). Pro (a,b) = (—7/2,7/2)
je jejich homeomorfismem tieba funkce tanz. Na druhou stranu zobrazeni
mezi euklidovskymi prostory

f:00,27) = S = {(v, y) € R?* | 2® +y* =1} C R?, f(t) = (cost, sint) ,
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neni jejich homeomorfismus. Je to sice spojita bijekce, ale inverzni zobra-
zeni f~! neni spojité v bodu (1,0). Pii$té si ukdZeme, Ze oba prostory ani
homeomorfni nejsou. S timto piikladem tizce souvisi néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni (kompaktnost a homeomorfismus). Je-li f: M — N spojité
prosté zobrazeni mezi metrickymi prostory a M je kompaktni, je inverzni
zobrazeni f~1: f(M) — M spojité. Zobrazeni f je pak tedy homeomorfismem
prostoru M a f(M) (posledni je dan jako podprostor prostoru N ).

Dikaz udélame potradné pristé.

Ulohy

1. Formulujte Heineho definici spojitosti a dokazte, Ze je ekvivalentni pt-
vodni definici.

2. Dokazte, ze obé verze topologické definice spojitosti, s otevienymi i s
uzavienymi mnozinami, jsou ekvivalentni ptivodni definici.

3. Dokazte, ze uzaviena podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni.

4. Dokazte, ze kazda kompaktni podmnozina metrického prostoru je uza-
viena a omezena.

5. Pfipomente si diikaz véty: je-li X C R™ uzaviena a omezend mnozina
euklidovského prostoru R”, pak je X kompaktni.

6. Dokazte, ze obraz kompaktni mnoziny spojitym zobrazenim je kom-
paktni mnozina.

7. Ptipomente si ditkaz principu maxima a minima.

8. Proc se v diikazu Heineho—Borelovy véty miizeme omezit jen na pripad
celého prostoru?

9. Pro¢ posloupnost (a,) C M spliujici d(a,,a,) > d > 0, jakmile
m # n, neméa konvergentni podposloupnost?

10. Dokazte uvedenou charakterizaci otevienych a uzavienych mnozin v
podprostoru pomoci otevienych a uzavienych mnozin celého prostoru.



11. Necht (M,d) = (R?,dy) a X C M je déna jako X = {(z,y) e R* | 0 <
2 +y? <1} U{(4,4)}. Popiste vnitini, vn&jsi, hrani¢ni, limitni a izo-
lované body mnoziny X.

12. Dokazte, ze euklidovské prostory (a,b), a < b jsou realna ¢isla, a R jsou
homeomorfni.



