Prednaska 2, 9. Fijna 2019
Normovana télesa. Ostrowskiho véta. Opakovani

Normované téleso. Normované téleso je téleso F' = (F,0p,1p,+,-, | - ||) s
funkci
[+ [s £ = [0, +00) ,

takzvanou normou, kterd ma nasledujici t¥i vlastnosti.

1. Prokazdé z € F je ||z|| > 0 a ||z|| = 0, pravé kdyz = = Op.

2. Pro kazdé x,y € I je ||lzyl| = [lz]| - ly[| (multiplikativita).

3. Pro kazdé z,y € F je ||z +y|| < ||z|| + ||ly|| (trojihelnikova nerovnost).
V tloze 1 si muzete dokazat, ze d(x,y) = ||z — y|| je metrika na F. Uvedeme

tfi priklady normovanych téles, presnéji tii rodiny norem na télesech.

Trividlni norma. Pro kazdé téleso F' je funkce || - || s ||[Op|| =0 a ||z|| =1
pro x # O normou (tloha 2), které se ¥ika trividlni norma.

Obvykla absolutni hodnota. Pro téleso zlomki F' = Q je funkce || - || s
|lz|| = |x| =  pro x > 0 a ||z|| = |x|] = —x pro < 0 normou. Obecnéji je i
|x|]| = |x|¢ pro kazdou redlnou konstantu ¢ € (0, 1] norma (dloha 3).

p-adické normy. Pro kazdou redlnou konstantu ¢ € (0, 1), kazdé prvocislo
p=2,3,5,7,11,... a téleso zlomkti F = Q je || - ||, dané pro nenulové x € Q
jako

ordy ()

||| = ¢ a pro nulu jako [|0]| =0,

norma. Zde pro nenulové § € Q je ord,($) = m € Z jednoznacné celé cislo,
ze § =p™ -5, kde § € Qa pnedéli cd (to jest ani c ani d). Pro nulu klademe
ord,(0) = oo.

Dokazeme, ze kazdé p-adickd norma || - || je norma. Patrné mé vlastnost
1. Jeji multiplikativita vyplyva z aditivity p-adického fadu: pro kazdé dva
zlomky « a ( (a kazdé prvocislo p) méme rovnost

ord,(af) = ord,(a) + ord,(f) (dloha 5) .

Zde oo +m =m + 0o = 00 4+ 00 = 0o pro kazdé m € Z. Z minulé prednasky
vime, ze pro p-adické normy plati trojihelnikova nerovnost v silnéjsi podobé,



s operaci + nahrazenou maximem. Dokazeme tedy, Ze pro kazdé dva zlomky
a a (3 (a kazdé prvocislo p) je

lov+ B < max(flal, [|5]]) -

Diky multiplikativité normy pro kazdé n € N = {1,2, ...} mame ||na+ng| =
[nll - flee+ Bl lInal| = |Infl - [l & |[nB]| = |n]l - [[8]]. Za n vezmeme spolecny
nasobek jmenovateli obou zlomkt a mizeme predpokladat, ze a, 5 € Z. Dale
miizeme predpokladat, ze a8 # 0 (dloha 6). Takze

a=pTa, B=p"b, m,neNyg={0,1,...}, m<n, a,beZ

a p nedéli ab. Tedy m = ord,(a), n = ord,(8), a + 3 = p™(a +p"~"b) a
ord,(a + ) > m. Proto, vzhledem ke kladnému ¢ mensimu nez 1,

lae + B} = @) < ™ = max(e™, ) = max(|la], [|5]) -
Mize byt a + 3 = 0, ale to nevadi, protoze klademe ¢> = 0.

Soucinova formule. ,Opravdova“ p-adickd norma || - ||, ma ¢ = 117:

|z[l, = p~%) pro x # 0 a 0], = 0.

Diivod pro tuto volbu ¢ je ten, Ze pak jsou vSechny p-adické normy a absolutni
hodnota |- |, jez se nékdy oznacuje jako |-| = |- |, svazané hezkou identitou

H ||z||, = 1 pro kazdé z € Q\ {0},

p=2,3,5,...nebo p=oco
takzvanou soucinovou formuli. Muzete ji dokazat v tloze 7.

Véta (A. Ostrowski, 1916). Necht || - || je norma na télese zlomki Q. Pak
nastava prave jedna z nasledujicich trech moznosti.

1. Je to trivialni norma.
2. Emistuje redlné ¢ € (0,1], Ze ||z|| = |z|°.

3. Egzistuje redlné c € (0,1) a prvocislo p, Ze ||x|| = ™% @) (zde ¢ =0).



Diikaz. Necht || - || neni tvaru 1 a neni trividlni. Pak diky multiplikativité
normy a tloze 4 existuje n € N, Ze ||n|| # 1. Zbyva nam vyfesit dva piipady.

Piipad, kdy existuje n € N, Ze [|n|| > 1. Jako ny ozna¢ime nejmensi
takové n. Patrné podle tlohy 4 je ng > 2. Existuje jednoznac¢né realné cislo
c >0, ze ||ng|| = n§. Kazdé n € N mizeme rozvinout pii zakladu ng jako

n:a0+a1n0+a2n3+~--+asn8, a;,s € Ng, 0<a; <ngaas#0.
Pro ny = 10 dostavame obvykly desetinny zapis. Takze

lao + aing + agng + -+ agng|
< laoll + llax|| - ol + llaz]| - [Inoll® + - - + llas]l - llmoll®

il

VAN

[e.9] 1 7
1+n§+ni+--+n§ <ng (n—>
i=0 N0

IN

n‘C .

Zde jsme na druhém radku pouzili multiplikativitu normy a trojuhelnikovou
nerovnost. Na tfetim fadku jsme pouzili nerovnost ||m| < 1 pro 0 < m < ng
a definici ¢isla c. Na ¢tvrtém fadku jsme konstantu C' > 0 definovali souctem
uvedené nekonecné rady, jiz je konvergentni geometricka rada, a pouzili jsme
nerovnost n§ < n. Pro kazdé n € Ny tedy plati nerovnost ||n| < Cn°.

Tato nerovnost ve skutecnosti plati dokonce s C' = 1. Pro kazdé m,n € N
multiplikativita normy a nerovnost davaji

ln]™ = [In"™[| < C'(n™)" = C (n9)™ .

Vezmeme-li z vrazu m-tou odmocninu, dostaneme ||n|| < CY™n¢. Pro m —
oo mame CY/™ — 1. Skuteéné ||n|| < n¢ pro kazdé n € N.

Podobné odvodime opac¢nou nerovnost ||n|| > n¢, n € Ny. Pro kazdé
n € N hotejsi rozvoj pii zékladu ng dava, ze ni™ > n > nf. Z ||ngt|| <
In| + |ns™ — n|| (trojihelnikova nerovnost) méme

Inll > [ngtt) = [Ing™t —nl > nS™ — (gt —n)°
1 C
>t (g = ) =l (1 - (1 ) _) )
No
> neC’ .

Na prvnim fadku jsme pouzili definici ¢isla ¢ a jiz dokézany horni odhad
lm|| < m¢ m € N. Na druhém fadku jsme pouzili nerovnost n > nf§. Na
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tfetim Fadku jsme konstantu C’ > 0 definovali uvedenym vyrazem v zavor-
kach (ktery nezavisi na n) a pouzili jsme nerovnost ni™' > n. Trik s m-tou
odmocninou opét davé, ze pro kazdé n € Ny je ||n|| > n.

Takze pro kazdé n € Ny je ||n|| = n°. Z multiplikativity normy a tlohy 4
dostavame ||z|| = |z|¢ pro kazdé = € Q. Podle tlohy 3 je ¢ € (0, 1]. Odvodili
jsme, Ze norma || - || ma tvar 2.

Zbyly piipad, kdy ||n|| < 1 pro kazdé n € N a existuje n € N,
ze ||n|]| < 1. Jako ny opét oznafime nejmensi takové n a opét je ng > 2.
Tvrdime, ze ng = p je prvocislo. Kdyby totiz ny mélo rozklad ng = niny s
n; € Z al < ny,ng < ng, dostali bychom spor

1> [l = [lnanall = [[ml] - [Inef| = 1-1 =1
(pouzili jsme multiplikativitu normy a to, ze ||m|| = 1 pro kazdé m € N s
1 < m < ng). Ukdzeme, ze kazdé jiné prvocislo ¢ # p mé normu ||¢|| = 1.

Pro spor necht ¢ # p je dalsi prvocislo s normou ||¢|| < 1. Vezmeme tak velké
m € N, ze [|p|™,|lq|™ < 3. Podle zndmého vysledku v elementarni teorii
c¢isel v tloze 8 existuji cela cisla a a b, ze aq™ + bp™ = 1. Znormovanim této
rovnosti dostavame spor

1= 1] = llag™ + b < llal - gl + Il ™ < 1541+ 2 =1
Zde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost, multiplikativitu normy a to, ze
nyni [|a|| < 1 pro kazdé a € Z.

Tedy ||q|| = 1 pro kazdé prvodislo ¢ rizné od p. Odtud pomoci multipli-
kativity normy, tlohy 4 a rozkladu nenulového zlomku x na souc¢in mocnin
prvocisel dostavame vyjadieni

H‘CEH — H qordq(I) — H Hq”ordq(ﬂv) — HpHOrdp(x) — Cordp(a:) :
q=2,3,5, ... q=2,3,5, ...
kde ¢ = € (0,1); [0]] = ) = ¢ = ( té7. Ukazali jsme, Ze norma
p ) ) J b
|| || mé tvar 3. O

Predchozi diikaz jsem prevzal z knihy

N. Koblitz, p-adic Numbers, p-adic Analysis, and Zeta-Functions, Springer-
Verlag, New York, 1984,



ktera obsahuje mnoho zajimavého o p-adické normé ||-||, a odvozené p-adické
analyze. Bohuzel se uz s timto tématem musime rozloucit, podivejte se ale
alespon na tlohu 9.

Opakovani. Pripomeneme si nékteré vysledky o metrickych prostorech jiz
probrané v Matematické analyze II. Pro metricky prostor (M, d), bod a € M
a realné c¢islo » > 0 se mnozina bodh

B(a,r)={x e M | d(a, x) <r}

nazyva (otevienou) kouli (se stiedem a a polomérem r). Mnozina X C M je

otevrend, pokud
Vae X 3r>0: Bla,r) C X .

Mnozina X C M je uzavrend, je-li M\ X oteviend mnozina. Pro posloupnost
(a,) C M abod a € M piSeme

lim a, = a, pokud lim d(a,, a) =0

a posloupnosti, pro néz takové a existuje, nazyvame konvergentni. VSimnéte
si, ze posledni limita je limita posloupnosti realnych ¢isel (vzhledem k ob-
vyklé metrice |x — y| na redlné ose). Uzaviené mnoziny jsou charakterizované
uzavienosti na limity (tloha 11). Mnoziny () a M jsou obé oteviené i uza-
viené, rodina otevienych mnozin je uzaviena na konecné priniky a libovolna
sjednoceni a pro uzaviené mnoziny to plati s prohozenymi operacemi priniku
a sjednoceni. Konec¢né nazveme X C M kompaktni mnozinou, kdyz

V(an,) C X 3(ag,) C (an): limay, =a€ X .

V kompaktni mnoziné X tedy kazda posloupnost bodt mé konvergentni pod-
posloupnost s limitou v X. Naptiklad [0,1) C R nenikompaktni podmnozina
euklidovského prostoru (R, ds), protoZze posloupnost (1 — %) C [0,1) nema
konvergentni podposloupnost s limitou v [0,1) (Aloha 12).
Ulohy
1. Dokazte, Ze pro normu || - || na télese je d(z,y) = ||z — y|| metrika.

2. Dokazte, Ze trivialni norma je norma.

3. Dokazte, ze ||z|| = |z|° = € Q a ¢ > 0, je norma, pravé kdyz ¢ < 1.



10.

11.

12.

.V kazdém normovaném télese je [|0z|| = 0, [|[1¢| = || — 1r|| = 1,
[zl = [l = z[l a [1p/z[| = 1/][z]| (pro = # Op).

. Dokazte, ze ord,(-) je aditivni funkce.

Ukazte, Ze silna trojuhelnikova nerovnost plati, kdyz je jeden z prvki
nula. Bylo v nasem dtikazu silné trojuhelnikové nerovnosti pro p-adické
normy opravdu nutné redukovat ho na pfipad «, 8 € Z a pak na nenu-
lové afB?

Dokazte souc¢inovou formuli. Jde opravdu o nekonecény soucin?

Pripomente si dukaz faktu, Ze pro kazda dvé nesoudélna celé ¢isla m, n
existuji takova cisla a,b € Z, ze am + bn = 1.

Uvazme metricky prostor (Q, ||z —y||,) s p-adickou metrikou. Dokazte,
ze v ném nekonecné rada

oo
E Un, an € Q
n=1

konverguje, pravé kdyz v ném lim a,, = 0.
Dokazte, ze kazda koule je oteviend mnozina.

Necht (M,d) je metricky prostor a X C M. Dokazte, Ze mnozina X
je uzaviend, pravé kdyz pro kazdou posloupnost (a,) C X plati: mé-li
(a,) limitu a € M, pak a € X.

Pro¢ (1 — %) C [0,1) nemé konvergentni podposloupnost s limitou v
[0,1)?



