Piednaska 1, 27. tinora 2014 (cast i rozsifeni)

Na pfednasce jsme odvodili rizné relace pro Catalanova cisla c,. Pfedné,
¢, je pocet zakorenénych rovinnych stromt s n vrcholy, takze ¢y = co = 1,
cg3 = 2, ¢4 = b, cg = 14 a tak dal. Kombinatorickym rozkladem takového
stromu na dva podstromy jsme odvodili rekurenci

n—1

ca=1, ¢, = Zcicn,i pron > 2. (1)
i=1

Odtud (respektive pfimym piekladem kombinatorického rozkladu do feci ge-
nerujicich ,funkci“) jsme odvodili, Ze (formélni mocninné fada) C' = C(x) =
2@1 X", generujici funkce cisel c,, spliuje algebraicky vztah
C—x=C?. (2)
To ze dvou TeSeni kvadratické rovnice (2) (kde? — v okruhu form. moc. fad
C[[z]]), které dava C(x), je
C(z) =(1/2)(1 — v1 —4x) . (3)

Zde v/1 — 4z je jediny prvek C[z]], jehoZ ¢tverec je 1 — 4z a konstantni ¢len
1, tedy (podle forméalni binomické véty)

V==Y (1/2) (—dz)"

n
n>0
Odtud a z (3) snadnymi Gpravami dostévame pro ¢, znadmy explicitni vzore-
cok 1/2 2 2 2)!
P Cn-2t (4)
n\n-—1 nl(n —1)!

Odtud nebo z (3) nebo uz z (2), jak jsme si predvedli, snadno odvodime pro
¢, jednodussi rekurenci

_4n—6
on

c1=1, ne, — (4n —6)c,_1 =0 pron > 2, tj. ¢, Cno1. ()
Je to jednoduché linearni rekurence fadu 1, ale nema konstantni koeficienty
nebot zaviseji na n. Linearni rekurence s konstantnimi koeficienty je tieba
popularni

ap=ay=1, a, =a,_ 1+ apn_o pron >3,



ktera definuje posloupnost Fibonacciovych cisel (1,1,2,3,5,8,13,21,...).
Nedala by se Catalanova ¢isla definovat néjakou podobnou rekurenci s kon-
stantnimi koeficienty? Ttemi zptisoby dokazeme, zZe nikoli.

Tvrzeni¢ko (Catalan neni jako Fibonacci). Catalanova ¢isla ¢, nespl-
nuji Zadnou linedrni rekurenci s konstantnimi koeficienty tvaru

Cn = Q1Cp_1 + QaCp_g + *++ + QpCp_y, N> Ng , (6)

kde k € N (rad rekurence) a o; € Z, oy, # 0, jsou konstanty.

Diikaz 1, teorii cisel. Lehce se vidi, Ze kazda posloupnost celych ¢isel (a,,)
spliiujici rekurenci typu (6) je pro kazdé m € N eventudlné periodickd modulo
m: existuje perioda p € N, Ze pro kazdé n > n; mame

(ptp mod m = a, mod m .

k

Mame totiz jen nejvyse m” moznych k-tic zbytkl

(a, mod m,a,,1 mod m, ..., a, x_1 mod m)
a jakmile se jedna zopakuje, zacne se modulo m posloupnost (a,) opakovat.

Ale Catalanova disla se tak nechovaji, protoze z rekurence (1) se indukei
snadno dokaze, ze

comod2=1 <= n=2" meN;.

A to neni eventuédlné periodicka posloupnost (lichd ¢, jsou oddélena tseky
sudych ¢, s délkami jdoucimi do nekonecna). Proto (¢,) nespliluje zadnou
rekurenci typu (6). O

Diikaz 2, algebrou. Lehce se vidi, ze kazda posloupnost celych ¢isel (ay,) spl-
nujici rekurenci typu (6) ma racionalni generujici funkci A(x) =), o, an2”,
dokonce specialniho tvaru:

Az) = alz) a € Zlx].

1 —air —apa? — - — apah’

Kdyby ale C'(x) méla tento tvar, znamenalo by to podle (3), ze

\/1—433':% p,q € Zlx] ,
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to jest, ze mocninnd fada /1 — 4z je (v C[[z]]) podilem dvou celo¢iselnych
polynomi (kde ¢(0) # 0). Zkracenim dosdhneme, ze p a g jsou nesoudélné,
tj. nemaji spolecny koten. Umocnénim dostaneme

(1—4x)q(x)® = p(z)* .

Takze ; je kofenem p(z), tedy alespori dvojndsobnym kofenem p(x)?, tedy
je i kofenem ¢(z). Pfece jen maji p a ¢ spoleény kofen, coz je spor. Takze
v/1 — 4z neni racionalni a (c,) nespliiuje zadnou rekurenci typu (6). Uplng
stejné se v analjze dokazuje, 7ze v2 € Q O

Dikaz 3, asymptotickou analyzou. Neni tak tézké dokéazat (na predndsce to
pozdéji udélame), ze kazda posloupnost celych ¢isel (a,,) spliiujici rekurenci
typu (6) mé explicitni vyjadieni tvaru

an = ZPZ(H)/VZL ) (7)

kde 7; € C\{0} jsou riuzné ¢isla a p; € C[z] nenulové polynomy (viz t¥eba
znédmy Binetiv vzorec pro Fibonacciova ¢isla, ktery pozdéji téz odvodime).
Mohl by takovy vzorec fungovat pro Catalanova ¢isla? Z jejich asymptotiky
vyplyva, ze ne. Znama Stirlingova formule

n! ~v2mn(n/e)", n — oo,

ﬁn_g’/%ﬂ, n— oo . (8)
Je zapotiebi dokéazat, Ze pro n — oo jsou (8) a (7) neslucitelné. Pokud vam
to piijde zcela jasné (vzdytf tam predsi je koeficient n~%/2), pak prehlizite
problém, ktery zpusobuji kofeny ; v (7) se stejnym modulem. KdyZ se ma-
ximum |v;| nabyva pro jediné i, feknéme i = 1, pak skuteéné pro n — oo
nemohou a, v (7) mit asymptotiku (8), protoze pak

Cp

an ~ cn’yy

kde ¢ € C\{0} a s = degp; € Ny . Obecné je ale kandidat na asymptoticky

. : , .
an = (1€ 4 "™ + - - 4 ")y + O(n° ")
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kde ¢; € C\{0}, t € N, s € Ny, ¢; € [0,27) jsou rizna ¢isla (jsou to
argumenty kofenti ; s maximalnim modulem) a v > 0 je maximalni modul
|7i|. Pokud ¢ > 2, mize se pro néktera n € N vyraz

v(n) = 1™ + e 4 - 4 e

témeér nebo i Uplné vyrusit, vedouci ¢len prestane byt vedoucim a méame
problém. Dokazeme, Ze pro nekone¢né mnoho n se to nestane.

Lemma. Necht pro j = 1,2,....t jsou ¢; € C\{0} a ¢isla ¢; € [0,27) jsou
vzdjemne ruznd. Pak

limsup |v(n)| = limsup |e;e™?" + o€ + - - + ¢, > 0 .
n—oo n—oo

Tim jsme, modulo diikaz lemmatu, hotovi. Mame totiz § > 0 , Ze |v(n)| > o
pro nekoneéné mnoho n € N. Trivialné |v(n)| < ¢ = |e1| + |ca| + - - - + |ct| pro
kazdé n € N. Tedy

Qn,

d+0(1/n) < <c¢+0(1/n)

ns,yn

pro nekoneéné mnoho n € N. A to je uz zjevné neslucitelné s (8). Proto ¢,
nespliiuji nikdy rekurenci typu (6). O

Zbyva ale dokézat lemma. Kdyby neplatilo, znamena to prosté, ze

lim v(n) = lim (c;€™"" + cpe™? + - 4 ™) =0 .
n—oo n—oQ
Pro kazdé k € N tedy, kdyz vezmeme dost velké n, € N, je [v(ny,+m)| < 1/k
pro kazdé m = 1,2, ..., t. Podle Cramerova pravidla z linearni algebry mame
det M (j)

C;: = - 7j:1,2,..-,t7
7 det(exp((ny + m)eii))t, -1

kde ¢ x t matice M(j) v ¢itateli vznikne z matice ve jmenovateli ndhradou
j-tého sloupce sloupcem (v(ng+1),v(ng+2),...,v(ng+t))" Trividlni odhad
(definice determinantu a trojihelnikova nerovnost) dava, ze

|
| det M(j)| s%.
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Matice ve jmenovateli je po vytknuti exp(ngi) z I-tého sloupce Vandermon-
dova (v [-tém sloupci zistanou mocniny exp(;i)™, m = 1,2,...,t), takze
diky vzorci pro determinant Vandermondovy matice a diky riznosti fazi ¢;
je

| det(exp((nk + m)gii))himal =[] lexp(eii) — expleri)| = d >0
1<I<l<t

nenulova konstanta nezavisla na k. Pak ale, pro kazdé j =1,2,....t,

t!
’ijg%%o, k—>OO,

a vSechna cisla ¢; jsou nuly, coZ je ovSem spor.



