Prednaska 12, 22. kvétna 2013

Topologické prostory. Podle sylabu se zminime o dalsi abstraktni struk-
tufe. Dvojice T' = (X, T), kde X je mnozina a T systém jejich podmnozin,
je topologicky prostor, ma-li T tyto vlastnosti: (i) 0, X € T, (ii) pro kazdy
podsystém U C T jei|JU € T a (iii) pro kazdy kone¢ny podsystém U C T
jei U € T. MnoZindm v systému T se iika oteviené mnoZiny topologic-
kého prostoru 7' (jejich dopliikky do X pak jsou uzaviené mnoZiny prostoru
T). Piikladem topologického prostoru jsou oteviené mnoziny kazdého me-
trického prostoru. OvSem je spousta topologickych prostort, které nejsou
metrizovatelné (tj. nepochazeji z metrického prostoru). Cviceni: vymyslete
priklady takovych topologickych prostorii. Navod: metrizovatelna topologie
ma vzdy tu vlastnost, Zze pro kazdé dva rtizné body a,b mame takové dvé
oteviené mnoziny A, B, ze a € A, b€ Ba AN B = (.

Spojita zobrazeni. Jsou-li (M,d) a (N,e) dva metrické prostory, je
zobrazeni

f: M—N

spojite, pokud
Vae M,e>036>0: be M,d(a,b) <= e(f(a), f(b) <e.

Ekvivalentné mizeme spojitost definovat v Heineho stylu: f je spojité, pravé
kdyz pro kazdou konvergentni posloupnost (a,) C M s limitou a € M je i
(f(a,)) C N konvergentni a mé limitu f(a) € N. Jind ekvivalentni definice
spojitosti je nasledujici.

Tvrzeni (topologicka definice spojitosti). Zobrazeni f : M — N mezi
metrickymi prostory je spojité, praveé kdyZ pro kaZdou otevrenou mmnozinu
B C N je i jeji vzor f~Y(B) = {x € M | f(x) € B} oteviend mnoZina v M.

Kompaktni podmnozinu A v metrickém prostoru jsme si definovali poza-
davkem, aby kazda posloupnost bodu v A méla podposloupnost konvergentni
v A (tj. konvergentni podposloupnost s limitou lezici v A). Jina ekvivalentni
definice kompaktnosti je nasledujici.

Tvrzeni (topologicka definice kompaktnosti). MnozZina A C M v me-
trickém prostoru je kompaktni, praveé kdyz v kazdém systému T oteviengch



mnozin v M spliugicim | JT D A existuje konecny podsystém U C T, ktery
stale pokryva A: | JU D A.

Predchozi definice kompaktnosti se vyslovuje takto: kazdé oteviené pokryti
mé konec¢né podpokryti.

Tvrzeni (spojité zobrazeni zachovava kompaktnost). Je-li zobrazeni
f: M — N mezi metrickymi prostory spojité a M je kompaktni, je obraz
f(M)={f(x) |z € M} kompaktni podmnoZina N.

Diikaz. Je jednoduchy. Je-li (b,) C f(M) libovolna posloupnost, mame po-
sloupnost (a,) C M, ze f(a,) = b,. Protoze M je kompaktni, (a,) ma
konvergentni podposloupnost (a,) s limitou a € M. Protoze f je spojité
zobrazeni,

lim by, = li_)rn flan,) = f( li_)nl ar,) = f(a) .

n—0o0

Takze (by,) je konvergentni podposloupnost posloupnosti (b,) s limitou

fla) € f(M). Tedy f(M) je kompaktni. O

Tvrzeni (kompaktnost = uzavienost a omezenost). Kazda kompaktni
mnozina v metrickém prostoru je uzaviend a omezend.

Diikaz. Necht A C M je podmnozina v metrickém prostoru (M, d). Kdyz A
neni uzaviena, existuje konvergentni posloupnost (a,) C A, jejiz limita a lezi
mimo A. Kazda podposloupnost (a,) je zfejmé téz konvergentni a ma tutéz
limitu a. To ale znamen4, ze zadna podposloupnost (a,) neni konvergentni
v ramci A (limita je uréena jednoznacéné) a A neni kompaktni. Kdyz A neni
omezend, neni obsazena v zadné kouli B(a,r) a snadno sestrojime posloup-
nost (a,) C A s vlastnosti, ze d(an,, a,) > 1 pro kazdé dva indexy 1 < m < n.
Tato vlastnost popira konvergenci posloupnosti (pro¢?) a ma ji i kazda pod-
posloupnost (a,), takze (a,) nema zaddnou konvergentni podposloupnost. A
opét neni kompaktni.

Posloupnost (a,) C A s uvedenou vlastnosti setrojime indukei. Prvni bod
a; € A vezmeme libovolné. Necht uz mame body aq,as,...,a, z A, z nichz
kazdé dva maji vzdalenost alespon 1. Pak vezmeme libovolnou kouli B(a,r),
ktera obsahuje vSechny tyto body (kazdé koneénd mnozina je omezend) a
uvazime kouli B(a,r + 1). ProtoZe A neni omezend, existuje bod a,.; € A,
ktery neni v B(a,r+1). Podle trojuhelnikové nerovnosti je d(a,;1, ) > 1 pro
kazdy bod = € B(a,r) (proc?). Tedy a,1; mé od kazdého bodu as, as, ..., a,
vzdalenost alesponi 1 a ay, as, . . ., a, mizeme prodlouzit na ay, as, . .., G, Gyiq.



Takto definovana posloupnost a,., r = 1,2,..., ma tedy pozadovanou vlast-
nost. O

Asi nejjednodussi priklad ukazujici, ze opacnéa implikace obecné neplati je
tento. Necht (M, d) je trividlni metricky prostor, kde d(x,y) = 1 pro x # y
a d(z,z) = 0 (ovéite, ze jde o metricky prostor), a mnozina M je neko-
necna. Pak kazda posloupnost (a,) C M, kde a,, jsou vzajemné rizné body
(pro existenci takové posloupnosti potfebujeme nekoneénost M), spliuje, ze
d(am,a,) > 1 pro kazdé dva indexy 1 < m < n. Jak vime, takova posloup-
nost nema zadnou konvergentni podposloupnost a proto M neni kompaktni
mnozina. OvSem M je uzaviend mnozina (je to cely prostor) a je i omezen4,
protoze patrné M C B(a,2) pro kazdy bod a € M.

vvvvvv

eukleidovské prostory.

Véta (uzavienost a omezenost = kompaktnost v R*). Kazdd uzavrend
a omezend mnoZina v eukleidovském prostoru R* je kompaktny.

Diikaz. Necht A C R* je uzaviena a omezend podmnozina eukleidovského
prostoru. Diky omezenosti A pro dostatecné velké a > 0 mame A C [—a, a]*
(A je obsazena v dostateéné velké k-rozmérné krychli se stfedem v pocéatku).
Soufadnice bodtt z € R* oznac¢ime jako z = (x(1),z(2),...,z(k)). Necht
(a,) C A je libovolné posloupnost. Podle véty ze ZS ma (a,) podposloup-
nost (b,), kterd konverguje v prvnich soutfadnicich (tyto soufadnice lezi v
kompaktnim intervalu [—a,a]). Z posloupnosti (b,) vybereme podposloup-
nost (¢,), ktera konverguje v druhych soufadnicich, a tak dal. Po k takovych
vybérech dostaneme posloupnost feknéme (d,,), jez je podposloupnosti po-
sloupnosti (a,) a konverguje v kazdé z k soufadnic:

lim d,(j) =e(j) €R, j=1,2,... k.

n—oo
Lehce se vidi, Ze pak i lim,, _,o d, = e = (e(1),e(2),...,e(k)) € R*. (To plyne
tieba z nerovnosti |le — d,|| < Z?Zl le(j) — dn(j)|.) Protoze A je uzaviena
mnozina, e € A a (d,) je podposloupnost (b,), kterd konverguje v A. Takze
A je kompaktni. O

Véta (spojita funkce nabyva na kompaktu extrém). Necht f : M — R
je spojitd funkce z metrického prostoru (M, d) do eukleidovského prostoru R
a M je kompaktni. Pak f nabyvd na M minimum i maximum.



Diikaz. Podle jednoho z ptfedchozich tvrzeni je obraz f(M) kompaktni pod-
mnozina v R. Tedy (podle dalsiho z pfedchozich tvrzeni) je f(M) C R uza-
viend a omezend mnozina. Protoze f(M) je neprazdnd a shora omezend, exis-
tuje supremum h = sup(f(M)) € R. Podle aproximacni vlastnosti suprema
je h limitou bodt z mnoziny f(M). Diky uzavienosti f(M) je h € f(M) a
vlastné h = max(f(M)). Takze f nabyva na M maximum. Pro mimimum
argumentujeme stejné pomoci infima. O

Prednasku zakonc¢ime aplikaci tohoto vysledku v diikazu tzv. Zakladni véty
algebry, ze kazdy nekonstantni komplexni polynom méa kotfen. Dikaz sam
jsem z Casovych diivodli na prednéasce neuvedl. Pro jeho zajimavost a kviili
dtlezitost celého vysledku ho uvadim zde. Komplexni rovina C se v ném bere
jako eukleidovsky metricky prostor R? s obvyklou vzdalenosti.

Véta (Zakladni véta algebry). Pro kaZdy komplexni polynom p(z) =
2" + ap 12"+ -+ a1z + ag stupné alespon 1 (takze a; € C, a, #0
an > 1) existuje komplexni ¢islo a € C, Ze p(a) = 0.

Diikaz. Necht a € C s a # 0 a k € N. Pfipomeneme si chovani komplexni
funkce z > az*.

e Kdyz z probiha v komplexni roviné C kruznici K = {z | |z| =r > 0},
pak az® probih4 kruznici L = {z | |z| = |a|r® > 0}, pficem# jednomu
probéhnuti K odpovida k£ probéhnuti L; specialné ma kazdy bod v L
v této funkci presné k vzoru v K.

To plyne z goniometrického tvaru nenulového komplexniho ¢isla: K 3 z =
rexp(pi) = r(cosp + ising), kde r = |z| > 0 je modul ¢sla z a thel
¢ € [0,27) je jeho argument. Odtud mame néasledujici fakt, klicovy pro
dikaz:

e KdyZz a € C a |p(a)] > 0, pak existuje ¢islo g € C, ze |p(B)| < |p(a)|.

Dokazme to. Necht |p(a)| > 0. MuZeme predpokladat, ze a = 0. (Jinak
substituci w = z — « prejdeme k polynomu ¢(w) = p(z) = p(w+«), ktery ma
stejny stupen jako p(z) a spliiuje ¢(0) = p(«).) NapiSeme p(z) od nejnizsich
mocnin a rozdélime ho na tii s¢itance:

p(2) = a0+ p1(2) + pa(z) = ag + az" + 377, a;2



kde obé cisla ag,a = a; € C jsou nenulovd, & € N a a; € C jsou zbylé
koeficienty p(z). Lehce se vidi, ze

G
|aol p1(2)]
Pro dostatecné malé r > 0 tedy kazdé ¢islo z € C se |z| = r spliiuje, ze
0 < [p1(2)] < |ao| a |p2(2)| < 3|p1(2)]. Podle hotejstho pripomenuti lze navic
mezi takovymi z zvolit z = 3 tak, ze argumenty ¢isel py(3) = a8 a ag se lisi
presné o 7 (tj. p1(B) jako vektor sméfuje na opacnou stranu nez vektor ag).
Pak ale |ag + p1(8)| = |ao|] — |p1(B)|. Takze

p(B)| = lao+p1(B) + p2(B)]

< Jao + pi(B)| + [p2(B)]
lao| — [p1(B)| + [p2(B)|
|ao| — [p1(B)]/2 < |acl
1p(0)] = |p(a)]

— 0.

Izl =r =0t =

A

a |p(B)] < [p(a)l.

Ted uz jen staci dokézat, ze funkce

f: C=R, f(2) = Ip(2)]

nabyva v néjakém bodé o € C na C minimum. Pak |p(a))| > 0 nemtize nastat
kvili pravé dokdzanému faktu, tedy |p(a)| = 0, p(a) = 0 a jsme hotovi.
Funkce f(z) je na C spojitd, ale C neni kompaktni mnozina a musime jit
oklikou. Kazdy uzavieny kruh Kr = {# € C | |z| < R} kompaktni je.
NapiSeme p(z) od nejvyssich mocnin a rozdélime ho na dva séitance:

n n n—1 i—n

p(2) = 2"(a, + q(2)) :== 2" (an + Do @7’ ),

kde, jak vime, ¢islo a,, € C je nenulové. Lehce se vidi, ze

|2l = R — 400 =|q(z)| = 0.
Existuje tedy R > 0, ze pro kazdé z € C se |z| > R je

f(z) = ()| = [2]"]ao + q(2)| > R"(lao| — [a(2)[) > R"([ao|/2) > [p(0)] .
Na kompaktni mnoziné Kz nabyva f(z) v néjakém bodé o € Kr minimum
s hodnotou f(«a) = [p(a)| < |p(0)|, nebot 0 € Kg. Protoze f(z) = |p(2)| >
Ip(0)| > |p()| = f(«) pro kazdy bod z mimo Kg, nabyva f(z) v a minimum
na celém C. Tim je dilkaz dokoncen. O



