Prednaska 11, 11. prosince 2019

Kapitola 3: ivod do komplexni analyzy. Holomorfni a analytické
funkce. Cty¥i odlisnosti. Integral

Komplexni ¢isla. Ve zbyvajicich tfech pfednaskach dokazeme (ve vété
1 nize): ma-li funkce f: C — C vSude derivaci, je sou¢tem mocninné
fady —existuji komplexni koeficienty ag,aq,..., ze pro kazdé z € C je

f(z) = ano an2".

Komplexni ¢isla
C={2=a+bi|a, beR}, i=v-1,
tvori normované téleso C = (C,0,1,+,,|...|) (viz pfednaska 2). M4 operace
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)-(c+di) = (ac—0bd)+ (ad+ bc)i
anormu |z| = |a+bi| = v/a? + b?, oznacovanou jen absolutni hodnotou (iloha
1). Je to metricky prostor (C, d) s metrikou d(z1, 22) = |21 — 22|, ktery je izo-
metricky klasické euklidovské roviné R? a je 4plnyg.! Symboly U,U’, Uy, ...

oznacuji neprazdné oteviené podmnoziny C a z oznacuje komplexni promén-
nou. Pfipominame znaceni

re(a+bi) =a a im(a+bi) =b

pro redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho éisla a + bi a B(z,r) = {u €
C | |lu — 2| < r} pro kouli se stfedem z a polomérem r > 0.

Holomorfni a analytické funkce. Pro funkci f: U — C a bod 2y € U je
derivace f'(zo) funkce f v bodé zy definovand jako pro realné funkce:

f(2) = f(20)

Z—20 zZ— 20

cC,

pokud tato limita existuje. Explicitné, f'(zy) € C je derivace f v zq, pravé
kdyz

f(z) = f(20)

Ve>030>0: 2eU&0<|z—2|<d=
Z— 20

— f,<20) <e€.

1Uplnost C budeme potiebovat nejpozdéji v piisti prednasce pro dikaz Cauchyovy—
Goursatovy véty.



Definice (holomorfni funkce). Funkce f: U — C je holomorfni (na U),
mad-li v kaZdém bodu zg € U derivaci.

Celd ¢i celistva funkce je funkce f: C — C holomorfni na celé komplexni
roviné C.

Algebraické vlastnosti komplexnich derivaci se shoduji s redlnym piipa-
dem a shrnujeme je v nasledujicim tvrzeni, jehoz dikaz pfenechavame cte-
narce ¢i ¢tenaii jako tlohy 2—4.

Tvrzeni (vlastnosti derivaci). Necht f,g: U — C a h: U — C jsou
holomorfni funkce a o, 8 € C jsou cisla.

1. (linearita) Linedrni kombinace af + Bg je holomorfni a (af + Bg) =
af'+ By’
2. (Leibnizovo pravidlo) Soucin fg je holomorfni a (fg) = f'g+ fg'.

3. (deriwace podilu) Kdyz g # 0 na U, podil g je holomorfni a (g)’ =
I'o—tg'
9
4. (derivace sloZené funkce) Kdyz h(U') C U, sloZend funkce f(h): U —
C je holomorfni a (f(h)) = f'(R)K .

Samoziejmé, 2z’ = 1 a ¢ = 0 pro kazdou konstantu ¢ € C. Tedy kazda
racionalni funkce, coz je podil ‘;% dvou polynomi, je holomorfni na svém

definicnim oboru a ma tutéz derivaci jako v redlném pripadu.

Definice (analytické funkce). Funkce f: U — C je analytickd (na U),
pokud pro kaZdy bod zy € U existuji takova cisla ag,aq,--- € C, Ze

2€U&B(x, |2—2)) CU= f(2) =) _an(z— 2)"
n=0

Analyticka funkce je tedy v kazdém kruhu se stfedem z, a obsazeném v
definicnim oboru vyjadifena mocninnou fadou s komplexnimi koeficienty a
stfedem zp. S komplexnimi mocninnymi fadami pocitame jako s realnymi
(viz pfedminuld a minuld pfednaska). Je jasné (tloha 5), Ze kazd4 analyticka
funkce je holomorfni. Hlubokym vysledkem komplexni analyzy je opac¢na
implikace: obé vyse definované t¥idy funkeci splyvaji.



Cty¥i odlisnosti redlné a komplexni analyzy. Uvedeme, v ¢em se ana-
Iyza v komplexnim oboru lisi od analyzy realné.

Véta 1 (holomorfni = analytickd). Je-li f: C — C celd, pak existuji

komplexni koeficienty ag, aq, ..., Ze pro kazdé z € C je
f(z) = Z a,z".
n=0

Dokazeme to pro jednoduchost jen pro celé funkce, ale plati jiz zminéna
obecné verze: je-li f: U — C holomorfni, je f analytickd. Okamzity disledek
je, ze cela (¢i obecnéji holomorfni) funkce ma derivace vSech ada.

Jak vime, a to je pruni odlisnost, v realném oboru véta 1 neplati. Funkce
f: R — R dand jako f(z) = 0proz < 0a f(r) =2* prox > 0 md na R
derivaci f'(z) = 0 pro x < 0 a f'(z) = 2z pro x > 0, ale neni na zadném
okoli nuly (—6,6), 6 > 0, sou¢tem mocninné fady, protoze f”(0) neexistuje.

Béhem zbyvajicich tfech prednések také dokazeme nasledujici vysledek.

Véta 2 (J. Liouville, 1847). Je-li f: C — C celd a omezend funkce, je f
konstantni.

V realném oboru to zdaleka neplati a mame druhou odlisnost. Funkce jako
sin z, cos z nebo e~ jdou z R do R, maji derivace vSech tadt a jsou omezené,
ale zdaleka nejsou konstantni (tlohy 6 a 7). Véta pochazi od francouzského
matematika Josepha Liouvillea (1809-1882).

Dusledek (Zakladni véta algebry). Je-li p(z) = a,2" + -+ + a1z + ag
takovy polynom s kompleznimi koeficienty, Ze pro kazdé z € C je p(z) # 0,
je p(2) konstantni nenulovy polynom.

Diikaz. Necht p(z) je popsany polynom. Podle tlohy 8 existuje zy € C, Ze pro
kazdé z € C je |p(2)| > |p(z0)] > 0— |p| nabyva na C minimum. Reciproka
funkce 1/p(z) je tedy vSude definovana a omezend, |1/p(z)| < 1/|p(z0)]. Je

662 celd: v
() =567

Podle ptedchozi véty je 1/p(z) konstantni, a tak i p(z) je konstantni. O

Treti odlisnost redlné a komplexni analyzy se tyka spojitosti derivace.
Funkce f: R — R dand jako f(z) = 2?sin(1/x) pro z # 0 a f(0) = 0 ma
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vSude derivaci, ta je ale nespojitd v o = 0 (loha 9). Zadn4 takova cela funkce
neexistuje.

Véta 3 (spojitost komplexni derivace). Md-li f: C — C derivaci
f'C—C, je [ spojita.

To ovsem okamzité plyne z véty 1 a plati to samoziejmé obecnéji i pro holo-
morfni funkce f: U — C (aloha 14).

Cturtd odlisnost analyzy v R a analyzy v C se tyka lokalnich maxim
|f|. Funkce f(z) = 1 — 2%: R — R mé derivace vSech fadt, je to dokonce
polynom, a mé vlastnost, Ze |f| nabyva v x = 0 ostré lokalni maximum:

re(-1,1),x #0=|f(z)] =1—22 < 1=|f(0)|. Z&dna takovd holomorfni
funkce neexistuje.

Véta 4 (princip maxima modulu). Necht f: U — C je holomorfni
funkce. Pak

VaeUVY§>03belU: 0<|b—al<d&|f(b)]>|f(a)l.

Pro zadnou holomorfni funkci f tedy |f| nema zadné ostré lokalni maxi-
mum. Tuto vétu nedokazeme, ale béhem zbyvajicich tfech prednasek doka-
zeme vsechny véty 1-3.

Usecky a obdélniky. Pro to potfebujeme integrél pfes tisecku a pfes hranici
obdélnika. Definujme tyto geometrické objekty. Pro dva rizné body a,b € C
je usecka u = ab C C obraz

u=uab={p(t)]0<t <1}
intervalu [0, 1] linearni funkci
e(t)=((b—-a)t+a:[0,1] - C.
Je orientovana potfadim svych konci, takze ab # ba jsou dvé rizné tsecky.
Ma délku |u| = |ab] = |b — a|] > 0. Déleni p Gsecky u = ab je k + 1-tice

p = (ag,ai,...,ax) C u, k € N, jejich bodi

alzgp(tl), i:(),l...,k:,



které jsou obrazy bodi 0 =ty < t; < --- < t; = 1 déleni intervalu [0, 1].
Takze ag = a, ar, = b a body ag, ay, ..., ar bézi na u od a do b. Norma ||p||
déleni p je

ol = 112%}2 |ai—1a:] = lnglggc a; — a; 1|,

nejvetsi délka podusecky v p. Patrné (loha 10)

k k
> laiciai =Y la; — aia| = |ay — aol = |b— a| = |ab| = |u] .
i=1 i=1
Pro funkci f: u — C a déleni p = (ao,ay,...,a;) Gsecky u definujeme

Cauchyovu sumu C(f,p) a jeji modifikaci C'(f,p) jako
k
C(f.p) = Y fla) (a;—ai1)€C a
i=1

C/(f, p) = Zf(ai_1> . (ai — ai_l) € (C .

Pfipominaji riemannovské sumy z definice Riemannova integralu. Patrné
(dloha 11)

k

C(f,p) =D flai) - (ai — aiy)| < sup|f(2)] - [ul

i=1 zZEU

a totéz plati pro C'(f,p). Modifikaci C'(f,p) pouZijeme v ditkazu toho, Ze
obraceni tsecky méni znaménko integralu.
Obdélnik R C C je mnozina

R={zeC|la<re(z) <&~ <im(z) <d}

dané realnymi Cisly o < 8 a v < §. Jeho strany jsou rovnobézné s realnou ¢i
imaginarni osou. Pro S —a = § —y jde o c¢tverec. Kanonickée vrcholy obdélnika

R jsou (a,b,c,d) € C*, kde
a=a+vyi, b=0+~i, c=0+0 a d=a+0di.

Zacinaji levym dolnim vrcholem a jdou proti sméru hodinovych ruc¢icek. Hra-
nice OR obdélnika R je sjednoceni usecek

OR=abUbcUcdUda .



Néazev souhlasi s pojmem hrani¢niho bodu v metrickém prostoru. Vnitrek
int(R) obdélnika R je
int(R) =R\ OR,

opét v souladu s pojmem vnitiniho bodu v metrickém prostoru. Obvod
obv(R) obdélnika R je soucet délek stran,

obv(R) := |ab| + |bc| + |cd| + |dal .

Integrace je klicovy pojem diikazu. Nase definice se ponékud lisi od ucebni-
cového kiivkového integralu, prizptsobili jsme ji pro co nejpfimocarejsi diikaz
vét 1-3.

Definice ([). Necht f: u,0R — C je spojitd funkce definovand na iseéce u
nebo na hranici obdélnika R. Definujeme

Zde (pn) je libovolnd posloupnost déleni p, usecky w s lim|p,|| = 0 a
(a,b,c,d) jsou kanonické vrcholy R. Hodnota fuf je integral f pres tsecku
u a [, f jeintegral f pfes hranici OR.

Spojitost funkce f zarucuje existenci [ f atedy i [, f. Nyni ji dokdZeme.

Véta (vlastnosti [). Necht uw = ab, R a funkce f,g jsou jako v definici.
Limita definujict fu vZdy existuje a nezdvisi na posloupnosti (p,). Tedy i faR
je vZdy definovany. Oba integrdly maji nasledujici vliastnosti.

1. Linearita: pro kazdé o, € C je

/u(afwg):a/ufw/ug

a totéz plati pro [, .

2. ML* odhady — zkratka znamend mazimum modulu funkce krdt délka
(length) integracéni drahy —

/ f‘ < max|f()] - ul o ] / Rf‘ < max | (2)] - obv(R)

ZEU 2€0R

(max | f(z)| existuji diky spojitosti f a kompaktnosti u a OR).

2Co% neznamena marxismus-leninismus (smich).
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3. Aditwita: pro kazdy vnitini bod c usecky u = ab, to jest ¢ € ab a

c#a,b, je
/abf:/acf—i_/cbf' Dale baf:_/abf'

Diikaz. Necht® f: u — C je spojitd funkce. Staci dokéazat (tiloha 12), Ze
Ve > 036 >0, ze pro kazda dvé déleni p a g tsecky u s ||p], ||¢|| < I je

C(f,p) = C(f, gl <e.

Tato Cauchyova podminka pro p a ¢ plyne ze stejnomérné spojitosti f, jez
vyplyva ze spojitosti f a z kompaktnosti u. Pro diikaz podminky tak nejprve
pro dané € > 0 vezmeme ¢ > 0, Ze
€
z,y €u |z —yl<d=|[f(x) - fy)l < Tl

Necht p = (ag,a1,...,ax) a ¢ = (bo,by,...,b;) jsou dvé déleni tsecky u s
Ipll, lg]] < 6, kde navic predpokladame, Ze p zjemnuje ¢: b; = a;;, j =
0,1,...,1, pro néjaké indexy 0 =ip < iy < --- <1 = k. Pak

l

C(f,p) =Y Clf p))

Jj=1

kde p; = (a;,_,, i, 41, .-, a;,) je déleni tsecky u; = a;,_,a;;, = b;_1b;, a

C(f, q) = ZC(QJA pj)

kde g;: u; — C oznacuje funkci, kterd ma na u; konstantni hodnotu f(a;;) =
f(b;) (tloha 13). Podle trojihelnikové nerovnosti, definice Cauchyovy sumy,

3Tento ditkaz jsem na prednéasce vynechal.



definice funkce g;, volby déleni p a ¢ a tlohy 10,

IC(f, ¢) = C(f, p)| < Z |C (g5, pj) — C(f, py)l

1 (o7

- Z ZJ (f(ai;) = f(am)) - (am — am-1)

j=1 m:aij71+l
l Qi; c l c
<2 D gl amal =3 gl = b
P (1] — [ul
z]_1+1 J
€
= —|ul=c¢.
Jul

V obecném piipadu uzijeme trik spolecného zjemnéni. Pro dané ¢ > 0
vezmeme o > 0, jehoz existenci jsme dokazali v pfedchozim odstavci, Ze pro
kazda dvé déleni p’ a ¢ tsecky u, ze ||p'], ||¢'|| < § a jedno z nich zjemuje
druhé, je |C(f,p") — C(f,q¢')| < 5. Jsou-li nyni p a ¢ dvé libovolna déleni
usecky u s ||p|l, [|¢]| < d, vezmeme jejich spoleéné zjemnéni, déleni r = p U q.
To zjemtiuje p i ¢ a spliuje ||r|| < 6. Podle definice § méme kyzenou nerovnost

C(f.p) = C(f @)l  1C(£.p) = CUF) +C(F7) = O(f )l < 5 + 5

2:8.

Tim je dokézéna existence integrali [ f a [,. f.

Dikazy vlastnosti 1-3 limitnim pfechodem n — oo jsou snadné. Linea-
rita plyne z linearity Cauchyovych sum C(-, p,) v prvni proménné. Prvni ML
odhad plyne z odhadu Cauchyovych sum v tloze 11 a druhy plyne z prv-
niho. Prvni identita v aditivité plyne z aditivity Cauchyovy sumy v druhé
proménné: C(f,p) = C(f,q)+ C(f,r), kdyz q a r jsou po fadé déleni tsecek
ac a cb a p = qr je spojené déleni tsecky ab, ||p|| = max(||q||,||7]|). Koneéné
druhd identita plyne z faktu, ze Ve > 0 360 > 0, Ze pro kazdé déleni p tisecky
us ||pl| <dje|C(f,p) —C'(f,p)| < e (disledek stejnomérné spojitosti f), a

z toho, ze pro kazdé déleni p = (ao, ay, ..., ax) Gsecky ba se
k k
C(f, p) = Z flai)(ai —ai—1) = — Z flai)(ai-y —a;) = =C'(f, p) |
i=1 i=1
kde p' = (ag,a},...,a,) = (ak, ax-1,...,a0) je déleni usecky ab vzniklé z p
obracenim tsecky ba. Samoziejmé ||p|| = ||p']]. O



10.

11.

12.

13.
14.

Ulohy

. Dokazte, 7e C = (C,0,1,+,-,|...]) je tplné normované téleso.

Dokazte linearitu derivace a Leibnizovo pravidlo.
Dokazte vzorec pro derivaci podilu.

Dokazte vzorec pro derivaci slozené funkce.

Dokazte, ze analytickd funkce méa derivace vsech radi.

Uvedte nekone¢né mnoho realnych, vSude definovanych, libovolné dife-
rencovatelnych, omezenych, avsak nekonstantnich funkci.

Dokazte, Ze pro kazdou k-tici dvojic (a;, b;) € R?, i =1,2,...,k, exis-
tuje realna, vsude definovana, libovolné diferencovatelnd a omezena
funkce f spliujici f(a;) =b;, i =1,2,... k.

Dokazte, ze pro kazdy komplexni polynom p(z) funkce |p(z)| nabyva
na C minimum.

. Spocitejte derivaci funkce f: R — R dané jako f(z) = x?sin(1/x) pro

x #0a f(0) = 0. Ukazte, Ze f’ je nespojita v 0.
Dokazte, ze soucet délek podusecek déleni tsecky u je jeji délka |u].

Dokazte, ze absolutni hodnota Cauchyovy sumy je nejvyse supremum
absolutnich hodnot z hodnot funkce na dané tisecce krat délka tsecky.

Ukazte, ze kdyz plati Cauchyova podminka pro p a ¢, pak limita defi-
nujici [ existuje a nezavisi na posloupnosti (p,).

Vysvétlete identitu C(f, q) = 22:1 C(gj, pj) v poslednim dikazu.

Odvodte vétu 3 z véty 1.



