Prednaska 11, 14. prosince 2015

Dokazeme Dirichletovu vétu z minulé pfednasky. K tomu budeme potiebovat
funkci

1
Jn(z) == 5—I—cosx—l—cos(?x)—|—---—|—cos(n:p), reR, n=0,1,2,...,

zvanou Dirichletovo jddro. Lehce se zintegruje pres [—, 7]:

(Jn, 1) = (1/2)(cos(0z),cos(0x)) + Z cos kx, cos(0x)) ZO
k=1
=7

— diky linearité skalarniho soucinu a ortogonalité sinti a cosint. .J, je suda
funkce (jakozto soucet sudych funkci), a tak se integraly pies [—,0] a [0, 7]

rovnaji:
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T
[ 0-T
-7 0 2

Pro ¢ = ¢ z € R, mdme ¢ = cosz + isinr aproy € Rje ¢V + ¢ ¥ =
2cos(zy) a ¢ — q Y = 2isin(xy) (tloha 8). Tedy

2n n+l _ . —n n+1/2 _ —n—1/2
q q q q
Jn () :21Zq qu: = 12 _ ~1/2
= — 2(q—1) 2(q'/? — q71/2)
sin((n + 1/2):6)
= 2k, ke Z
2sin(z/2) v # 2km, k€

(dloha 1). Dokézali jsme tak

Lemma (o Dirichletové jad¥e). Funkce J,(z) = 3+ > p_, cos(kz) spliuje
pro x € R vztahy

1[0 I 1 sin((n + 1/2)x)
bl - S = 2 kelZ.
7r/ In 7T/0 In 7 ¢ In(z) 2sin(z/2) 7 2km, k€

—Tr

Posledni rovnost plati © pro x = 2km, vyloZime-li vznikly neurcity vyraz % jako
hodnotu limity v x = 0 (na obou strandch rovnosti pak je n+1/2).



Pokrac¢ujme v ditkazu Dirichletovy véty. Mame po ¢astech hladkou funkci
f: [=m 7] = Rax €R je pevné. Pak se n-ty ¢astecny soucet s,(x) F. fady
funkce f v bodé x rovna

t t - t kt t),sin(kt
Diky linearité skalarniho soudinu a souc¢tovému vzorci pro cosinus (cos(a =+
f) = cosacos f F sinasin ) je

sp(z) = 1 <f(t), % + Z (cos(kt) cos(kz) + sin(kt) sin(k‘x))>

™
t

= %<f(t),%+2c:os(k(t—x))> :%<f(u+x))‘]n(u)>u

= %(/_if(u—i—:v)Jn(u) du+/07rf(u—|—a:)Jn(u) du)

(ve skaldrnich soucinech se integruje podle proménné v indexu a t — x = u).
Oznacime

fw=flu+z)—flx—-0) a ff(u)=fu+z)— f(x+0).

Prvni vlastnost J,, v lemmatu dava vyjadreni

A );f“() (/ £ ( du+/ F(u )

S pomoci vzorce pro J, v lemmatu oba integrandy prepiseme ve tvaru
G(u)sin((n + 1/2)u), kde definujeme G(0) = 0 (na této hodnoté nezalezi),

G(u) = 2sz(uu/)2) pro u € [—7,0) a G(u) = % pro u € (0, 7] .

Slou¢enim obou integrali a pouzitim souctového vzorce pro sinus (sin(a £
B) = sinacos 8 £ cos asin ) pak dostaneme

sn(:c)—f( )—;—f(x—i—O / G(u)sin((n + 1/2)u) du

- %(<G(U) cos(u/2), sin(nu)) + (G(u) sin(u/2), cos(nu)>> ,
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Uprava v posledni rovnosti je korektni (tiloha 2), kdyZ ukazeme, ze G(u)
mé na [—m, 7] Riemanniv integral. Pak ho maji i funkce G(u)cos(u/2) a
G(u)sin(u/2) (pro¢? — tloha 3), oba posledni skalarni souciny jsou defino-
vané a dokonce, podle Riemannova—Lebesgueova lemmatu, pro n — oo jdou
k 0. Tedy i
fa—0)+ /(2 +0)
2

Sp(x) — —0,n = 00,

coz jsme prave chtéli dokazat.

Funkce G(u) ma jen kone¢né mnoho bodi nespojitosti, které jsou ob-
sazené mezi body 0 a a; — = (kde a; jsou body déleni pro funkci f). Pro
omezenost G(u) je klicové jeji chovani pobliz u = 0, protoze tam se jmeno-
vatel 2sin(u/2) ptiblizuje libovolné k 0 (a jinde ne). I'Hospitalovo pravidlo
(dloha 4) dava

i G (@ )/

u—0- lim, - cos(u/2)

= f'(z ~0)

a podobné lim, ,o+ G(u) = f'(x + 0). To jsou podle predpokladu o f vidy
vlastni hodnoty, takze G(u) je omezend na okoli 0 a tedy i na celém inter-
valu [—m, 7]. Podle Lebesgueovy véty ma proto G(u) na [—m, 7] Riemanntv
integral (je omezena a mnozina bodd nespojitosti ma miru nula), viz tlohu
5. Diikaz je dokoncen.

Kapitola 3. Uvod do komplexni analyzy.

Komplexni ¢isla jsou dvojice
C={a+bi|abeR}, i*=-1.

Ve zbytku semestru (dvé prednasky a néco) si vylozime nékteré zakladni
vysledky analyzy v komplexnim oboru, tj. vysledky o funkcich s komplex-
nimi hodnotami a, zejména, komplexni proménnou. Predpokladame, ze po-
sluchac¢(ka) ovlada zdkladni aritmetiku komplexnich ¢isel (viz tlohy 6, 7 a
8). Pfipomeneme jen, ze C je vzhledem ke s¢itani a nésobeni téleso. Déli se

v ném takto:
1 a b

a—i—b@: \/a2+b2 _\/CL2—|—62Z.




Imagindrni jednotka ¢ byla pfiddna, aby se rovnice 2 +1 = 0 stala FeSitelnou.
Tim se ale dosahlo daleko vic — Tesitelna je rdzem kazda polynomialni rovnice
Shoart® =0, a; € C,n>1aa, #0, coz jsme si i dokézali (Zakladni véta
algebry).

C je dvourozmérny euklidovsky prostor, s metrikou danou normou ||a +

bil| = Va2 + b2 tj. (zx = ap, + bpi, k= 1,2)

d(z1,22) = ||z1 — 2] = V(a1 — a2)? + (b1 — b2)2 .

Misto ||z|| budeme psat jednoduseji pouze absolutni hodnotu |z|. Budeme
pracovat s funkcemi typu

f: D—C, DCC jeoteviena .

Derivace takové funkce v bodu zy € D se definuje jako pro funkce realné
proménné:
z2) — f(z
C > f'(20) := lim F&) = (=) :
220 2 — 2
Je to tedy (jednoznaéné urcené, existuje-li) komplexni ¢islo f/(zo), které v

okoli zy dava dobré linearni pfibliZzeni k hodnotam funkce f(z):

f(2) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + 0(2 — 29), 2 — 20,
coz znamena, ze pro kazdé € > 0 existuje 0 > 0 tak, ze

<o < 5 MO = U + P = 2|
0 |2 — 2| '

Pro komplexni funkce nepripoustime nevlastni hodnoty derivaci. Ma-li f de-
rivaci na néjakém celém okoli bodu zy, lze zfejmym zpiisobem zavést hodnotu
druhé derivace f”(zp) a podobné definujeme hodnoty derivaci vyssich fadu.

Definice (holomorfni funkce). Rekneme, Ze funkce f : D — C, D C C
je otevrend mnoZina, je holomorfni na D, kdyZ md v kazZdém bodu zy € D
derivaci.

Zakladni vysledek analyzy v komplexnim oboru je

Véta (zakladni véta o holomorfnich funkcich). Funkce f : D — C,
D c C je otevrend mnozina, bud holomorfni na D. Pak f md na D derivace
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vsech 1adu a je na D lokdlné souctem sve Taylorovy Tady: pro kaZdy bod
2o € D existuje okoli zy € U C D, Ze pro kaZdé z € U plati rovnost

> (z —2z)" .

F) =3 ()

n=0

Dikaz véty se budu snazit v nasledujicich tfech pfednaskach nastinit. Jak
podrobnéji prodiskutujeme v pristi prednasce, pro realné funkce zdaleka ne-
plati.

Ulohy

1. Vysvétlete podrobné odvozeni vzorce pro Dirichletovo jadro v lemmatu.

2. Pro¢ by tato rovnost mohla byt nekorektni, to jest jedna strana by
nemusela byt definovana?

3. Pro¢ plati, ze kdyz f € R(a,b), tak i f(x)cos(x/2), f(x)sin(x/2) €
R(a,b)?

4. Pripomente si predpoklady uziti I’Hospitalova pravidla pro vypocet
limit a ovéite, Ze jsou pri jeho uziti v dikazu Dirichletovy véty splnény.

5. Rozmyslete si, pro¢ je funkce G(u) z ditkkazu Dirichletovy véty omezena
a pro¢ ma jen kone¢né mnoho bodt nespojitosti. Jak to pfesné plyne
z predpokladu véty?

6. Odvodte vzorec pro druhou odmocninu z ¢isla z € C.

7. Dokazte, 7e kdyz z € Ca |z| =1, pak 1/2 =Z (kdeZ=a + bi = a — bi
je komplexni konjugace).

8. Kdyz ¢ € R, tak, jak je dobfe zndmo, e¥* = cos ¢ + isin . Co presnd
znamena vyraz na levé strané? Je tato rovnost tvrzeni nebo spis defi-
nice?



