11. prednaska 10. prosince 2007

Kapitola 3. Uvod do teorie diferencidlnich rovnic.
Obycejna diferencidlni rovnice fddu n (ODR fadu n) je vztah

F(x7y7 yl7y”’ A 7y(n)) = 0

mezi argumentem z funkce jedné proménné y, jeji hodnotou y = y(z) v = a
hodnotami jejich prvnich n derivaci y/(x),...,y" (z) v 2. Je zadana funkci s
n + 2 proménnymi

F(xy,22,...,Znq2).

Dvojice (I,y), kde I C R je otevieny interval a y : I — R na ném definovana
funkce, je jejim Tesenim, kdyz ma y na I derivace az do fadu n a pro kazdé =
z I lezi (n + 2)-tice ¢isel (z,y(z),y'(x),y" (z),...,y™ (z)) v definiénim oboru
funkce F' a ta na ni nabyvéa nulovou hodnotu.

Privlastek ,,obyCejny“ vymezuje, Ze neznamou v rovnici je funkce jedné pro-
ménné. Parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi (PDR), které maji jako neznamé
funkce vice proménnych a svazuji hodnoty jejich parcidlnich derivaci, se na této
prednasce nebudeme zabyvat. ODR, a jesté vice PDR, jsou dtlezité jako mate-
matické modely problémt z fyziky, techniky, biologie, ekonomie, ... . Uvedeme
dva priklady. V obou jako defini¢ni interval I bereme celé R.

Volny pad a radioaktivni rozpad. Newtontv zdkon sily ma = F (m je
hmotnost, a zrychlen{ a F sila) se vyjadifuje diferencidlni rovnici

ma' = F,

kde z = z(t) € R je poloha ¢dstice o hmotnosti m v Case ¢t (uvazujeme jen
jednoduchy jednorozmérny pi¥ipad) vystavené pisobeni sily F'. Hmotnost i silu
bereme jako konstanty, i kdyZ v mnoha situacich také zaviseji na ¢ase ¢ (a/nebo
poloze ¢astice x a dalsich parametrech). Nechf F' pfedstavuje tfeba piisobeni
tihového pole Zemé, které je v jednoduchém modelu konstantni (neméni se s
¢asem, nezavisi na poloze ¢astice atd.). Pak mame rovnici volného pddu

mz” = —mg
(g =~ 9.81 je konstanta tihového zrychleni). Zaporné znaménko znamend, Ze
tithova sila je orientovana smérem do —oo realné osy. Jejim fesenim je kazda
funkce
L o
x(t) = —igt + 1t + ¢,

kde c¢; a ¢ jsou libovolné konstanty. Ty vyjadiuji skutecnost, ze pohyb c¢astice
v tihovém poli je Gplné urcen teprve zadanim jeji polohy x(tg) a rychlosti /(o)
v néjakém okamziku to. Naptiklad pro top = 0, 2(0) = 0 a 2/(0) = v > 0 mame
¢1 = v a cg = 0. Funkce

1
x(t) = —§gt2 + vt



pak popisuje pohyb hmotného bodu vrzeného v ¢ase tg = 0 z bodu 0 rychlosti
v smérem vzhiru. (V &ase t; = 2v/g, jenz je druhym FeSeni rovnice z(t) = 0
vedle tg = 0, ¢astice znovu proleti bodem = = 0.)

Rownice radioaktivniho rozpadu

R = —-kR

popisuje vyvoj mnozstvi R = R(t) rozpadajicitho se radioaktivniho materidlu
v Case t a k£ > 0 je materidlova konstanta. Tuto rovnici snadno odvodime z
fyzikalniho predpokladu, Ze pro malé A > 0 ma kazdy atom v daném mnozstvi
radioaktivniho materidlu v kazdém okamziku ¢y pravdépodobnost kA, Ze se v
naledujici ¢asovém intervalu [tg,to + A] rozpadne. Je jasné, ze kazda funkce

R(t) = cexp(—kt),
kde c je konstanta, je feSenim této rovnice.

Dvé véty o existenci a jednoznac¢nosti feSeni ODR prvniho fadu. V
predchozich dvou prikladech jsme uhadli feSeni diferencialni rovnice, ale nebylo
jasné, zda neexistuji jesté jina feSeni. Uvedeme dvé obecné véty zarucujici exis-
tenci a za silnéjsiho pfedpokladu i jednozna¢nost feseni. Uvazme ODR 1. fadu
s pocatecni podminkou, kterd je navic vyfeSena vhledem k derivaci:

ol yl@ =0
(){ J(@) = fa ).

Predpokladame, Ze rovnicova funkce f je spojitd na néjaké oteviené mmnoziné
Q C R2. Nésledujici vétu nebudeme dokazovat.

Véta 3.1 (Peanova). Necht (a,b) € Q a f € C(Q). Potom ezistuje takové
d >0, Ze na intervalu (a — 6,a + §) md rovnice (x) fesent y(x).
Pouh4 spojitost rovnicové funkce vSak nezarucuje jednoznacnost Feseni. Necht
Q = R? a uvazme rovnici y(0) = 0,3’ = zy?*/> (zde y*/* bereme jako (y?)'/?,
takZze mocnina je definovana pro kazdé y € R). V okoli 0, a vlastné na celém
R, m4 dvé feseni: y;(z) = 0 a y2(x) = 2°/6%. Obecndji, zvolime-li ¢ > 0, potom
funkce y(x) definovand jako (z? — ¢)3/6% pro x € R\(—+/c,/¢) a jako 0 pro
x € [—1/c,/] je feSenim. Médme dokonce nekoneéné mnoho feSeni.

Rekneme, 7e funkce f(x,y) je lokdiné lipschitzovskd na mnoziné Q vzhledem
k promenné y, kdyz pro kazdy bod a € Q existuji konstanty ¢ > 0 a K > 0
takové, ze pro kazdé dva body (zg,y1) a (zg,y2) z e-ového okoli bodu a plati
|f(zo, 1) — f(zo,y2)| < K|y1 — ya|. Lokalni lipschitzovskost vyplyva naptiklad
ze spojitosti parcialni derivace J, f na €.

Véta 3.2 (Picardova). Necht (a,b) € Q, f € C(R) a f je na Q lokadlné lipschi-
tzovskd vzhledem k promeénné y. Potom existuje § > 0 takové, Ze na intervalu
(a —d,a + ) md rovnice (%) pravé jedno Tesent y(x).



Tuto vétu jsme dokézali jako vétu 1.11 na 4. pfednasce. Pro rovnicovou funkci
f(z,y) = 2y?/® z predchoziho piikladu tuto vétu nelze pro bod (0,0) pouzit, f
neni v jeho okoli lipschitzovska vzhledem k y.

Linearni ODR prvniho Ffadu. Vyfesime linedrni diferencidlni rovnici prvniho
radu

y' +a(z)y = b(z).
Zde y = y(x) je nezndmd funkce a funkce a,b: I — R jsou spojité na néjakém
otevieném intervalu 1.

Reseni metodou integra¢niho faktoru. Nejprve nalezneme takovou funkci ¢ =
c(x), tzv. integra¢ni faktor, ze c¢(y’ + ay) = (cy)’. Pak ¢y + acy = ¢y + 'y a
c musi spliiovat rovnici ac = ¢, &ili (loge)’ = a. Funkee ¢ = e, kde A = A(x)
je né&jaka primitivni funkce k a(z), mé tedy pozadovanou vlastnost. Vychozi
linedrni rovnici vynasobime integra¢nim faktorem a dostaneme

(cy) = c(y' + ay) = cb.

Takze (cy)’ = ¢b a cy = D+co, kde D je primitivni funkee k ¢b a ¢g je integraéni
konstanta. Méame feseni y = ¢~1(D + ¢p). Shrnuto,

y(z) = e A ( / eA@p(x) dx+co>, kde A(x) = / a(z) dr.

Vsimnéte si, ze y(z) je definovand na celém I (definiénim oboru funkci a a
b) a ze kazdé pocatedni podmince y(zg) = yo odpovidd pfesné jedna hodnota
integracni konstanty cg, pro niz je splnéna. Zavedeni integracni konstanty pro
A, tj. nahrazeni A(z) obecnéj$im vyrazem A(z)+c1, uz neddva obecnéjsi fesen,
které by se nedalo dostat jen s pomoci konstanty cg.

Reseni metodou variace konstant. Nejprve vyfesime homogenni rovnici ' +
ay = 0. Odtud ¢'/y = —a a (logy) = —a. Dostavame logy = —A + ¢ a
y = e‘e 4 = Ke 4, kde A je primitivni funkce k a a ¢ a K jsou konstanty.
Konstantu K v feseni y(z) = Ke 4 homogenni rovnice nahradime funkci
K = K(x) a obecnou funkci K (z)e () dosadime do ptivodni rovnice, &imz
dostaneme podminku na K(z):

(Ke™®Y 4+a-Ke ™ =
K'e ™ — Kae™ + Kae™ =
K' = bel.

Takze K (z) = [ b(x)e®) dz+c a po dosazeni do y(z) = K (x)e~4(*) dostavame
opét shora uvedeny vzorec.

Priklad. Volny pad s odporem prostiedi. Uvazujme éastici o hmotnosti
m, kterd z klidu pada vlivem konstantni tiZze a na kterou kromé tize ptlisobi
i odpor prostiedi. Predpoklddejme, Ze sila odporu zavisi linedrné na rychlosti
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Castice

Newtontiv zakon sily dava pohybovou rovnici
dv

ma = tize — odpor = mg — kv,

kde v = w(t) je rychlost ¢astice v Case t, g je konstanta tihového zrychleni a
k > 0 je konstanta odporu prostfedi. Mame linearni diferencialni rovnici

v +av =b,

kde a = k/m a b = g jsou konstanty. Integrac¢ni faktor tedy je ¢ = ekt/m

horejsiho vzorce mame Feseni

a podle

v(t) = % + cpekt/m,

Z podateéni podminky v(0) = 0 vypocteme hodnotu integra¢éni konstanty ¢; =
—mg/k. Takze
v(t) = % (1 - e_kt/m) .

Pro t — o0 se tedy rychlost ¢astice blizi k limitni rychlosti

mg
Viim = 7

Tento vzorec plyne také uvazenim rovnovazného stavu, kdy se tize rovna sile
odporu.

ODR prvniho fadu se separovanymi proménnymi. Je to diferencidlni
rovnice tvaru

Y = flx)g(y),

kde f(z) a g(y) jsou funkce definované a spojité na néjakém otevieném intervalu
I a g # 0na I. Jedna se obecné o nelinearni diferencialni rovnici, v niz na pravé
strané muzeme od sebe oddélit—separovat—promeénné x a y.

Rovnici upravime do tvaru

a ten pfepiSeme pomoci funkce G(t), jez je primitivni k funkci 1/¢(¢) na intervalu
I, jako G(y(z))" = f(x). Odtud dostavame vztah G(y(x)) = F(z) + ¢, kde F(x)
je primitivni funkce k f(z) na I a c je integra¢ni konstanta. ReSeni ptivodni
diferencialni rovnice je tedy dano jako implicitni funkce vztahem

dt

Gly(z)) = F(z) + ¢, kde G(t) = / o

a F(x):/f(ac) dx.



Postup pii feSeni rovnice se separovanymi proménnymi se obvykle zapisuje
takto:

L= @)
g(y)~'dy f(x)da
Jow = [ 1@

Gly) = Fz)+e

Dva dfilezité specidlni ptipady jsou rovnice ¥’ = f(z) a ¥’ = g(y). ReSeni

prvni z nich jsou pravé funkce primitivni k f(x) na I. ReSeni rovnice 3’ = g(y)
je dano implicitné jako G(y(z)) = = +c a je to tedy funkce inverzni ke G(x) + ¢:

o=([ )"

Ulohy

1. (budou doplnény)



