10. prednaska 3. prosince 2007

Véta 2.12 tedy tika, Ze soustavu

Fi(z1, o Ty Yty ooy Yn) = oo = F(T1, ooy Ty Y1y - -5 Yn) =0
1ze lokalné vyfesit pomoci implicitnich funkei y1 = fi(x1,...,Tm)s. - Yn =
fu(x1, ..., 2m), pokud F; maji lokdlné spojité prvni parcidlni derivace a v daném

bodé je determinant matice derivaci funkci F; podle y; nenulovy. Navic pak f;
také maji lokélné spojité prvni parcidlni derivace a ty se spocétou jako minus
podil dvou determinanti.

Priklad. Ukazte, Ze soustava rovnic
r4+y—sinz=0a —2°—y3+e*-1=0

definuje v okoli bodu # = 0 funkce y = y(z) a z = z(x) t¥idy C' spliujici
y(0) = z(0) = 0 a spocitejte hodnoty derivaci y'(0) a 2’(0).

Pro Fi(z,y,2) = x+y—sinz, Fy(z,y,2) = —a3 —y> +e*—la F = (Fy, )
méame skuteéné F(0,0,0) = (0,0) a

det(9,F(0,0,0),0.F(0,0,0)) = det( 7§y2 ‘;2“>(0,0,0)
1 -1
= det( 0 1 )
-1
£ 0

Predpoklady véty o implicitnich funkcich jsou splnény a uvedené funkce y(z) a
z(x) jsou na okoli nuly definovany. Protoze

1 1
9,F(0,0,0) = ( b )(0,0,0) - ( : )
podle vztahti uvedenych na konci predeslé prednasky mame

1 -1 1 1
det<0 1> / det<0 0>
=-1aZ0)=——2=0.

y'(0) = — 1

Diferencial inverzniho zobrazeni. Dusledkem véty o implicitnich funkcich
je zobecnéni formule pro derivaci inverzni funkce pro vice proménnych.

Dausledek 2.13. Necht U C R™ je okoli bodu a € R™ a

f:U—R™



je zobrazeni z CY(U) sphiujici det(f'(a)) # 0. Potom ezistuji okoli Uy C U,
respektive V. C R™ bodi a, respektive b = f(a) takovd, Ze f : Uy — V je
bijekce, inverzni zobrazeni

v

je 2 CY(V) a pro kazdé x € Uy v bodé y = f(x) € V mdme

Df ! (y) = (Df(x))~".

Jacobiho matice inverzniho zobrazeni f~1 v bodé y je tedy inverzni k Jacobiho
matici zobrazeni f v bodé x.

Dikaz. Uvazme zobrazeni o 2m proménnych
F(z,y)=f(z) —y: UxR™ = R™,

kde F = (F1,...,Fy) a Fi(z,y) = fi(z) —y;. Pak Fi(a,b) =0 pro 1 <i <n.Na
soustavu F(x,y) = 0 aplikujeme vétu 2.12. Dopliite dalsi podrobnosti diikazu
jako cviceni (tloha 1). O

Vazané extrémy. Dalsim dusledkem véty o implicitnich funkcich je zobecnéni
prvni ¢asti véty 2.11 (nutnou podminkou lokalniho extrému funkce v bodé ote-
viené mnoziny je nulovost vSech parcidlnich derivaci) na extrémy na mnoziné
zadané soustavou rovnic. Necht U C R™ je otevien4d mnozina a

fF,....Fo: U—R

jsou funkce z C1(U), pticemz n < m. Hleddme lokalni extrémy funkce f na
mnoziné

Typicky tato mnozina nemé Zadny vnitini bod a nelze pouzit vétu 2.11. Prikla-
dem je jednotkovéa sféra v R™:

H={zcR™ |22 +22+.. . +22 —1=0}

Dausledek 2.14 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht a je bod z H. Kdyz
jsou vektory VFi(a),...,VF,(a) z R™ linedrné nezdvislé a vektor V f(a) neni
jejich linedrni kombinact, pak f nemd v bodu a na mnoziné H ani neostry lokdlni
extréem.

Ekvivalentné feceno, kdyz jsou VFy(a), ..., VEF,(a) linedrné nezdvislé a funkce
f md v bodé a na mnoziné H (ostry ¢i neostry) lokalni extrém, potom existuji
takovd redlnd ¢isla A1, ..., A, (tzv. Lagrangeovy multiplikdtory ), Ze

Vf(a) - Z )\lVFl(a) = (O, 0, ce ,0),

neboli 0., f(a) — M0y, F1(a) — -+ — A0y, Frn(a) =0 pro 1 < j <m.



Dukaz. V dikazu pouZijeme druhou formulaci a predpokladame, Zze f ma v a
na H lokalni extrém. Linearni nezévislost uvedenych vektori znamena, ze kdyz
je slozime jako fadky do matice (Jacobiho matice zobrazeni F' = (Fy,..., F,)),
mé tato n X m matice takovych n sloupct, ze determinant odpovidajici ¢tver-
cové podmatice je nenulovy. Pro jednoduchost znaceni predpokladame, Ze to je
poslednich n sloupcti. Preznac¢ime-li tedy proménné jako

L1, X253 Tm = Y1,Y25---3Ym—n,2R1,225---32n
= y7 Z7
méme det(9,, F(a),...,0., F(a)) # 0. Podle véty 2.12 existuji takovéa okoli Uy

a Vi bodu
Yo = (Cll, ey am—n) a 2o = (a’TfL—TL+17 sy am)
a takové zobrazeni g = (g1,...,9,») : U1 — Vi, Ze pro (y, z) probihajici U; x V;
mame
Fi(y,2z) =0 prol<i<n <= z=g(y)

a specialné g(yo) = 20. Uvazme nyni funkci

h(y) = f(¥,91(y)s -5 9n(y)) : U1 — R.

ProtoZze ma v yg lokdlni extrém (nyni uz bez vazby), prvni ¢ast véty 2.11 dava
Vh(yo) = 0. Parcidlnim derivovanim slozené funkce mame

n

) 0 0
5. 9(00))+ D 57 (0. 9(00) - 52 (a0) =0, 1< <m .

=1
V teci Jacobiho matic,

fi (o, 20) + fL(y0, 20) - ¢’ (y0) = 0.

Za ¢'(yo) dosadime vyjadieni podle vzorce ve vété 2.12:

fo(o, 20) — f1(yo0, 20) - FL(yo,20) " - Fy (4o, z0) = 0.

Oznacime-li
A= ()‘17 ) )"ﬂ) = f;(yOvZO) : Fé(y()? ZO)_lv

dostavame B

fy (o, 20) — AF, (o, 20) = 0.
Ale z A = fL(y0,20) - (F!)"(yo, 20) tpravou plyne, Ze stejny vztah plati i v
z-ovych proménnych: f.(yo,20) — AF.(yo,20) = 0. Celkem v y-ovych i z-ovych
proménnych mame 3

F' (o, 20) — AF'(yo, 20) = 0,

takze Vf(a) = MiVFi(a) + ... + Ay VF,(a). a



Vsimnéte si, Ze Vf(a) = 0 je linedrni kombinaci gradienttt VF;(a) vidy a pro
nulovy gradient f v a tedy disledek 2.14 (stejné jako prvni ¢ast véty 2.11) nic
nefika. Pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,\) = L(x1, ..., Ty A1y An) = f2) — i)\ZFZ(SC)
i=1

se dusledek 2.14 da hezky pfeformulovat. Protoze
VL =0 f =Y 1 X0 Fiy ooy O [ — > XiOu, Fy, —Fy, ..., —F,)

(v bodech (z,)) a x), je VL(a,\) = 0 pfesné ekvivalentni tomu, ze bod a lezi
na ploSe H (poslednich n soufadnic gradientu) a ze koeficienty A = (A1,...,Ay)
jsou Lagrangeovy multiplikdtory (prvnich m soutadnic gradientu). Nutnou pod-
minku lokalniho extrému funkce f v bodé a vzhledem k H tedy miizeme zfor-
mulovat i takto:

Kdyz méa funkce f v bodé a € H lokalni vazany extrém, existuje
takovy bod A € R", 7e VL(a,\) = 0.

Zde se o nalezeni a do H nemusime starat, protoze je v podmince VL(a, ) =0
automaticky zahrnuto.

Uvedeme jests jednu ekvivalentni formulaci diisledku 2.14. Necht V f(a) # 0
a vektory VFi(a),...,VF,(a) jsou linedrné nezavislé. Uvazme dva vektorové
podprostory R™ slozené z vektortt kolmych na Vf(a), respektive z vektori
kolmych na kazdy z vektora VFi(a),...,VE,(a):

TN, = {z€R™|[(Vf(a),z)=0}
TH, = {xzeR"|(VFi(a),z)="---=(VF,(a),z) =0}.

Podprostor TN, ma dimenzi m—1 a T'H, ma dimenzi m—n. Pomoci implicitnich
funkci se dé ukézat, ze a + T H, je te¢nym afinnim podprostorem k plose H =
{r e R™ | Fi(z) = --- = F,(x) = 0} v bodé a a podobné je a + TN, te¢nou
afinni nadrovinou v bodé a k ,,vrstevnicové“ plose

N ={zeR™| f(z) = f(a)}.

Podprostorim TN, a TH, se iika tecné prostory (k odpovidajicim plochdm
v bodé a). Z linearni algebry (teorie ortogonalnich dopliik) vime, Ze V f(a) je
linedrni kombinaci vektorta VFj (a), ..., VF,(a), pravé kdyz TH, C TN,. Nutni
podminka lokélniho vazaného extrému ma tedy i tuto geometrickou formulaci.

Kdyz mé funkce f v bodé a € H lokalni vazany extrém, je tecny
prostor TH, k plose H v bodé a obsazeny v te¢ném prostoru T'N,
k vrstevnicové plose N funkce f v bodé a,

TH, C TN,.



Priklad: auto na horské silnici. Podivdme se na situaci m = 2 a n = 1.
Funkce f : R? — R napiiklad ud4vd nadmoiskou vysku f(z) bodu v terénu
se zemépisnymi soufadnicemi z a kiivka H = {z € R? | F(z) = 0} je silnice.
Vrstevnice N = {z € R? | f(z) = f(a) = b}, kde a € H, je téZ rovinna kiivka.
Necht Vf(a) a VF(a) jsou nenulové vektory. Te¢né prostory TH, a T'N, pak
maji dimenzi 1 a pifimky p=a+TH, a ¢ = a + TN, jsou tecny ke kiivkam H
a N v jejich pruseciku a. Predpokladejme, ze TH, ¢ T N,. Pak p a g jsou dvé
rizné primky prochéazejici spole¢nym bodem a. Vrstevnice N, ktera pobliz a tizce
sleduje ¢, musi v priseciku a piechézet z jedné strany silnice H na jeji druhou
stranu, protoze H zase tzce sleduje p. Pokud nadmoiskou vysku vrstevnice b
malo zménime, zmensime nebo zvétsime, vrstevnice N se téZ zméni jen maélo
a stale musi prechézet z jedné strany H na druhou a musi tak H protinat.
Na silnici se tedy v okoli a nachézeji body jak s mensi tak s vétsi nadmorskou
vyskou, nez mé a, a proto f nema v a na H lokalni extrém. Pokud na silnici H
zastavi v bodé a auto, v neutralu se bez ru¢ni brzdy urcité rozjede!

Ulohy

1. (budou doplnény)



