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Predmluva

Tato ucebnice bohaté pokryva predmét Matematickd analyjza II— NMAI05S5,
ktery u¢im v Informatické sekci Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Kar-
lovy od skolnftho roku 2004/05. Text je prolozen vice nez 70 ulohami, nékdy
zabavnymi, a navody k feSeni skoro vSech naleznete na konci od strany 114.
Predstavu o obsahu a stylu u¢ebnice podédvaji Obsah, Uvod a zavérecny Rejstitk
(od strany 119). Uéebnice vychézi z prednéasky v letnim semestru §kolniho roku
2018/19, viz Obsah predndsek a zkouska. Tak jako u predchozi uéebnice Mate-
matickd analyza I [5] pro predmét NMAI054 jsem skripta k prednédsce rozsitil
do obsahlejsiho textu o matematické analyze, v némz néco zajimavého nalezne
doufejme kazdy.

cerven 2019 Martin Klazar
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Obsah prednasek a zkouska

Ucebnice obsahuje mnozstvi dopliujiciho materidlu, o kterém se nepredpokladé,
ze by az na jednotlivé zminky byl podrobné pfednasen. Pro orientaci a zajimavost
proto uvadim skuteény obsah prednasky v r. 2019, prevzaty z

https://kam.mff.cuni.cz/ "klazar/MAII19.html.

Zapisy z pfednések jsou odkazy na texty, které byly studentum k dispozici a
tvori zaklad pro tuto ucebnici.

1. pirednaska 19. 2. 2019. Primitivni funkce. Motivace pomoci ploch. De-
finice primitivni funkce a zdkladni vlastnosti: nejednoznac¢nost, spojitost,
linearita. Darbouxova vlastnost, dikaz. Spojita funkce ma primitivni f.,
zatim bez diukazu. Integrace per partes, dukaz. Znaceni, piiklad: integral
z log(z). Zapis z 1. pfednasky (jen malé zmény proti predndsce pied
CtyFmi lety).

2. prednaska 26. 2. 2019. Tabulka prim. funci. Véta o integraci substituci,
dikaz a piiklady. Pozndmky o prim. funkcich k racionalnim funkcim (hlavné
véta: pro kazdou rac. funkci se jeji prim. funkce da vyjadiit rac. funk-
cemi, logaritmy a arkustangentami, na pfedndsce bez dukazu), podrobnéji
v zapisu z prednasky a v ucebnici. Riemanntv integral. Dvé definice:
puvodni Riemannova a Darbouxova. Tvrzeni: neomezend funkce nema R.
integral (ani podle jedné definice), dukaz ponechdn jako cviceni. Zapis z
2. prednasky (jen malé zmeény proti piedndsce pied ¢tyimi lety).

3. prednaska 5. 3. 2019. Zajimavost: Liouvilleova véta o nevyjadfitelnosti
vzorcem primitivni funkce k funkci f.e9, kde f a g jsou raciondlni. Od-
vozeno, ze prim. funkce k exp(z?) se neda vyjadiit vzorcem. Zjemnén{
délen{ a dukaz nerovnosti pro s(f, D) a S(f, D) po ndhradé déleni jeho
zjemnénim. Tvrzeni: dolni integrél je nejvyse horni integral, dikaz. Dusledek:
kritérium integrovatelnosti, dikaz. Piiklady: omezena funkce bez integralu
a (viz zdpis, na predndsce nebylo) vypocet fol 22 dz podle definice. Mnoziny
miry nula a jejich vlastnosti. Lebesgueova véta: funkce ma R. integrél,
pravé kdyz je omezend a mnozina bodu, kde je nespojitd, ma miru nula.
Aplikace: slozenina funkcei f(g), kde g mé R. integrél a f je spojitd, ma
R. integral. Zminka o nespocetné mnoziné s mirou nula, podrobnéji pristé.
Zapis ze 3. prednagky (pied 4 lety, letos skoro stejné).



4. prednaska 12. 3. 2019. Nespocetna mnoziny s mirou nula - Cantorovo dis-
kontinuum. Tvrzeni: monotonie = integrovatelnost, dukaz. Stejnomérna
spojitost. Tvrzeni: spojitost na kompaktnim intervalu = stejnomérna spo-
jitost, dukaz. Tvrzeni : spojitost = integrovatelnost, diikaz. Tvrzeni o li-
nearité integralu, dikaz pomoci 1. definice R. integrdlu. SloZeni spojité
funkce a integrovatelné déava integrovatelnou. Tvrzeni o linearité integralu
jako funkci integra¢nich mezi, dikaz. Integral pres cyklus je 0. Zapis ze
4. prednasky (bylo to zhruba jako pied 4 lety).

5. predndska 19. 3. 2019. Prvnf a druhd zékladni véta analyzy (vztah mezi
integralem a primitivni funkef), dukazy. Newtonuv integral a porovnéni s
Riemannovym integralem, dukaz. Pocitdni integréla per partes (cviceni),
substituce pristé. Aplikace integrélu: odhady log(n + 1) < H, = 1+
1/24+1/3+4---+1/n < 1+ logn a odhad faktoridlu n! odhadem sumy
log(n!) = logl + log2 + ... + logn. Zapis z 5. pfednasky (az na tu
substituci, kterd bude pristé, jako pred 4 lety).

6. prednaska 26. 3. 2019. Substitu¢ni formule. Zminka o Stirlingové formuli
n! ~ (2r.n)*/?(n/e)™. Tvrzeni: integralni kritérium konvergence nekonecné
fady, dukaz a pifklady. Tvrzeni (diskrétni soucet jako integrél): Kdyz
jsou a < b celd ¢isla a f: [a,b] — R je monoténni funkce, pak suma
Swenes F(0) = [2 F+e(f(b) = f(a)), kde ¢ je &slo v [0, 1], ditkaz aditivni

metodou. Vyjadieni faktoridlu integrdlem: n! = f0+°° e~ " dx, dukaz (per
partesem a indukef). Poéitani plochy rovinného dtvaru, délky oblouku
kiivky a objemu rotac¢niho télesa pomoci integralu, bez dukazu (definice
délky oblouku kiivky jen nac¢rtnuta, definice objemu v R® p¥iste). Zapis
z 6. prednasky (nestihli jsme zacit funkce vice proménnych, zacneme je
pESte).

7. prednaska 26. 3. 2019. Jesté poznamka k pocitdnim objemu rotacniho télesa
integralem - definice objemu télesa v R3. Diferencidlni pocet funkei nékolika
proménnych. R” jako vektorovy prostor, euklidovsky skalarni soucin, eu-
klidovskd norma a vzdalenost a jejich vlastnosti. Koule B(s,r), definice
oteviené mnoziny. Tvrzeni: vlastnosti ot. mnozin, dikaz v rychlosti. Smérova
derivace, parcialni derivace funkce a diferencial funkce i zobrazeni v daném
bodé a. Piiklady na parcidlni derivace (samy o sobé nezarucuji spojitost
v daném bodé). Tvrzeni: (i) diferencidl zobrazeni f = (f1, fa,..., fn), kde
fi = fi(x1,29,...,2,) jsou soutfadnicové funkce, je urcéeny jednoznacné,
(ii) f m4 diferencidl v a, pravé kdyz ho mé kazdd f; a (iii) diferencidl v
a implikuje spojitost v a, dukaz jako cviceni. Tvrzeni: diferencidl impli-
kuje parc. derivace, dikaz a pokracovani piisté. Zapis ze 7. prednasky
(pfed 4 lety jsem toho stihl vice, letos jeji zadvér probereme piisté).

8. prednaska 9. 4. 2019. Dukaz slibeny minule. Tvrzeni: ma-li zobrazeni f
v a diferencidl, jsou prvky matice (tzv. Jacobiho matice f v a), jez ho
urcuje, rovny hodnotam parcidlnich derivaci soufadnicovych funkei v a,
dukaz je jasny. Véta: mé-li funkce f v okoli a véechny parcidlni derivace a

vi



ty jsou spojité v a, pak ma f v a diferencial, dukaz pouze pro 2 proménné.
Zobecnéni Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté pro vice proménnych, bez
dukazu. Souvislé oteviené mnoziny. Tvrzeni: nulové parc. derivace na sou-
vislé oteviené mnoziné implikuji konstantnost funkce, dukaz. Pocitani s
parc. derivacemi a diferencidly. Véta o diferencidlu slozeného zobrazeni,
uvedeno lemma o asymptotickém znaceni, vlastni dukaz piisté. Zapis z
8. prednasky.

9. prednaska 16. 4. 2019. Slibeny dukaz. Jacobiho matice slozeného zobra-
zeni je soucin J. matic téchto zobrazeni, fetizkové pravidlo pro parcidlni
derivovani slozené funkce. Teénd rovina. Parcidlni derivace vyssich fadu.
Véta o jejich zdménnosti, dukaz. (Tayloruv polynom funkei nékolika proménnych,
bez dikazu, bude az ptiste). Zapis z 9. prednasky.

10. prednaska 23. 4. 2019. Tayloruv polynom funkci nékolika proménnych,
bez dukazu. Rekapitulace kritéria lokalniho extrému pomoci druhé de-
rivace pro funkce jedné proménné. Véta o nabyvani extrému na kom-
paktu, (zatim?) bez dikazu. Hessova matice. Véta o lokdlnich extrémech
pro funkce nékolika proménnych, dukaz. Zapis z 10. p¥ednasky (zhruba
jako pfed 4 lety, implicitni funkce budou piisté).

11. pfednaska 30. 4. 2019. Véta o implicitnich funkcich, bez dikazu. Piiklad
na implicitni funkce.Véazané extrémy a Lagrangeovy multiplikatory. Ptiklad.
Metrické prostory. Definice metr. prostoru. Zapis z 11. p¥ednasky (pred
4 lety, letos jsme stihli méné).

12. pirednaska 7. 5. 2019. Definice metr. prostoru, priklady. Zakladni pojmy:
koule, dale oteviené, uzaviené, omezené, obojetné a kompaktni mnoziny.
Konvergence v MP. Vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin, dikaz
jako tloha. Uzavienost mnoziny znamena uzavienost na limity, dikaz.
Spojita zobrazeni mezi MP, ekvivalentni topologicka definice pomoci ote-
vienych mnozin, dikaz. Kompaktn{ mnoziny, i topologickd definice (He-
ineho — Borelova véta), bez dukazu. Tvrzeni: kompaktn{ mnozina se spo-
jitym zobrazenim posild na kompaktni mnozinu, dukaz. Tvrzeni: kom-
paktni mnoziny jsou omezené a uzaviené, dukaz. Piiklad, Zze naopak to
obecné neplati, podrobné piisté. Tvrzeni: naopak to plati v eukleidovskych
prostorech, dukaz pristé. Tvrzeni: spojité zobrazeni nabyva na kompaktni
mnoziné mimimum i maximum, dukaz pii{sté. Zdpis z 12. pfednasky.
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Uvod

Nékolik obecnosti o matematické analyze, jejim vztahu k teorii mnozin, fyzice a
informatice jsem uvedl v Uvodu v MA I [5] a odkazuji étendfe tam. Zaujala mne
v8ak definice [11, strana 103] matematické analyzy od R. Penrose, totiz jejich
dvou polovin, diferencidlniho a integralntho poctu, kterou zde zopakuji.

CALCULUS —or, according to its more sophisticated name, mathe-
matical analysis—is built from two basic ingredients: differentiation
and integration. Differentiation is concerned with velocities, acce-
leration, the slopes and curvature of curves and surfaces, and the
like. These are rates at which things change, and they are quanti-
ties defined locally, in terms of structure or behaviour in the tiniest
neighbourhoods of single points. Integration, on the other hand, is
concerned with areas and volumes, with centres of gravity, and with
many other things of that general nature. These are things which
involve measures of totality in one form or another, and they are
not defined merely by what is going on in the local or infinitesimal
neighbourhoods of individual points. The remarkable fact, referred
to as the fundamental theorem of calculus, is that each one of these
ingredients is essentially just the inverse of the other. It is largely
this fact that enables these two important domains of mathemati-
cal study to combine together and to provide a powerful body of
understanding and of calculational technique.’

D. Hilbert napsal v [3, str. 166] o analyze ndsledujici.

Wir kommen nun zur Analysis, diesem kunstvollsten und am fein-
stem verzweigten Gebilde der mathematischen Wissenschaft. Sie wis-
sen, welch mafigebende Rolle das Unendliche dort spielt, wie die

1Kalkulus— odbornéji matematickd analjza— je slozen ze dvou zdkladnich &asti: deri-
vovdnd a integrace. Derivovani se zabyva rychlostmi, zrychlenim, sklony a kfivosti kiivek a
ploch a podobné. Jsou to miry zmén véci a jsou to veli¢iny definované lokdlné, pomoci struk-
tury ¢i chovéni v nejuzsich okolich jednotlivych bodu. Integrace se na druhé strané zabyva
vanosti, uplnosti v té ¢i oné podobé a nejsou definované pouze tim, co se odehrava v lokalnich ¢i
nekoneéné malych okolich jednotlivych bodu. Pozoruhodnou skuteénosti, tak zvanou Zdkladni
vétou analyzy, je, ze kazda z téchto Casti je vpodstaté opakem druhé. Predevsim diky této
skutecnosti se mohou obé dilezité oblasti matematiky propojit a vytvorit mocny soubor po-
rozuméni a vypocetnich postupiu.



mathematische Analysis gewissermaflen eine einzige Symphonie des
Unendlichen ist.?

Tamtéz o kousek dél nachdzime na [3, str. 170] i jeden z nejznadmeéjsich Hilber-
tovych citatt: Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand
vertreiben konnen.— 7 réje, ktery nam stvoril Cantor, nas nikdo nesmi vyhnat.

Uloha 0.0.1. Nechybi v citdtu néco? Vyhledejte a porovnejte jeho dalsi verze,
jakoZz 1 jeho dalsi preklady do cestiny.

Zhruba prvni polovina ucebnice se zabyva integralnim poctem a souvis-
lostmi integrali a derivaci. Druhd je vénovana diferencidlnimu poctu funkei
vice proménnych. V zavéru se zminime o metrickych prostorech. Zrekapitulu-
jeme ted struéné obsah a pak se k jednotlivym kapitoldm a dtlezitym vysledkiim
v nich vratime podrobngji. Kapitola 1 se zabyva primitivnimi funkcemi, které
obraceji derivace: pro danou funkci f hleddme funkci F' spliujici vztah F’ = f.
Ukazeme, ze i kdyz je f zaddna vzorcem, pro F' uz vzorec nemusi existovat. Ka-
pitola 2 studuje integraly funkci, hlavné Riemannuv, ale i fadu dalsich, napiiklad
pro funkce vice proménnych ¢i klasicky Lebesgueuv integrél, a uvadi jejich ruzné
aplikace. Kapitola 3 je vénovana diferencidlnimu poctu, to jest derivovéni, funkei
vice proménnych a podivame se v ni na hleddni extrému takovych funkci. V po-
sledni kapitole 4 vybudujeme teorii metrickych prostoru natolik, abychom mohli
v uplnosti dokazat Zdkladni vétu algebry. Podle ni se kazdy nekonstantni kom-
plexni polynom jako funkce v nékterém bodu komplexni roviny C anuluje. Je
na ni zalozena integrace raciondlnich funkci, podrobné popsana v kapitole 1.

Dulezité vysledky a koncepty v kapitole 1: pojem primitivni funkce a jeji ne-
jednoznaé¢nost; konstruce primitivnich funkei limitnimi prechody, zejména pro
spojité funkce; Darbouxova véta o mezihodnotach; integrace per partes; inte-
grace substituci; rozklad racionalni funkce na parcidlni zlomky a integrace ra-
cionalnich funkcf;

Kapitola 2: dvé definice Riemanova integrélu (pracujeme hlavné s druhou,
Darbouxovou);

Kapitola 3:

Kapitola 4:

2Dostévame se ted k analyze, tomuto nanejvys uméleckému a jemné propracovanému
odvétvi matematické védy. Dobre vite, jak rozhodujici roli v ni hraje nekonec¢no, jak ma-
tematicka analyza je takika jedine¢nou symfonii nekonec¢na.



Kapitola 1

Primitivni funkce

Antiderivace a plocha: spojuji je dvé zdkladni véty analyjzy.

Nez primitivni funkce definujeme a zaéneme zkoumat, uvedeme motivaci
zalozenou na plochéch rovinnych tutvaru. Funkce F' = f f je primitivnd k funkci
f, maji-li spole¢ny defini¢ni obor a na ném plat{ vztah I’ = f. Pro nezdpornou
a spojitou funkei f: [a,b] — R, kde a < b jsou dvé redlnd éisla, vezmeme rovinny
utvar

Ula, b, f) = {(=, y)€R2|an§b&OSy§f(x)}

Jeho plochu, at to pfesné znamena cokoli, oznaéime jako

/bf := plocha(U(a, b, f)) .

Je to plocha ¢asti roviny vymezené osou x, grafem funkce f a svislymi piimkami
y = aavy =b. Proni zdkladni véta analyzy iika, ze pro kazdé ¢ € [a,b] (pro
znaceni F(, viz definice 1.1.1) plat{

( I f);i)(d — /(0

— derivace plochy ttvaru Ul(a, z, f) jako funkce = se rovnd vychozi funkei f(x).
Plocha F(z) = f; f je tedy jako funkce primitivni funkei k f. Podle druhé
zdkladni véty analyzy pro kazdou funkci g, kterd je na [a, b] primitivn{ k f, plati
rovnost

b
/ f=g(6) — g(a) .

Zname-li néjakou funkci primitivni k f, a mnoho se jich da odvodit pouhym
obracenim pravidel pro derivovani elementarnich funkeci, miazeme ihned spocitat
plochu utvaru U(a, b, f). Obé véty piesné zformulujeme a dokdzeme v oddilu 2.1
o Riemannové integralu. Nejprve se ale musime v nasledujicim oddilu 1.1 zabyvat
zakladnimi vlastnostmi primitivnich funkei.



V oddilu 1.3 primitivni funkce spoé¢itame a dokdzeme, ze funkce s primitivni
funkci lze poznat z jejich vzoru. Déle popiSeme zobecnéné primitivni funkce a
zavedeme rigorozni poc¢itani s primitivnimi funkcemi. V oddilu 1.4 objasnime,
co presné znamend vyjadieni primitivni funkce f f ,vzorcem*“, a dokazeme
vétu 1.1.34 podédvajici kritérium existence takového vyjadieni pro funkce tvaru
f = ae’, kde a a b jsou racionélni funkce.

1.1 Zakladni vlastnosti primitivnich funkci

Primitioni fukce. Nejednoznacnost, spojitost a lepeni. Konstrukce primitivni
funkce ke spojité funkci. Darbouzova véta. Integrace per partes. Tabulka pri-
mitvnich funkci. Integrace substituci. Primitivni funkce f e se medd vyjadrit
vzorcem.

V ucebnici Matematickd analyza I [5] jsme derivaci funkee f: M — R v bodé
a € M definovali pro obecnou mnozinu M C R a pozadovali jsme jen, aby a
byl jejim bilimitnim bodem. U primitivnich funkci se omezime na jednodussi
situaci, kdy M je interval. Hlavnim divodem je pouzivani Lagrangeovy véty o
sttedni hodnoté, ktera vyzaduje interval.

Definice 1.1.1 (primitivni funkce). Necht I C R je interval s kladnou délkou
a funkce
F f:I—-R

spliiugi pro kazdé u € I vztah
Floy(u) = f(u).

Znacend vlevo znamend F'(u) pro vnitini bod w € I, F' (u) pro eventudini levy
kragnt bod w intervalu I a F’ (u) pro eventudini pravy krajni bod u intervalu I.
Funkci F pak nazgvame primitiond funkei k funkci f (na intervalu I) nebo téz
antiderivact funkce f.

Intervaly s kladnou délkou jsou intervaly

Rv (700, b]v (700, b)a [aa b]v [aﬂ b)v (a’a b]v (CL, b)7 [a7 +OO) a (CL, +OO),
kde a < b jsou redlnd ¢isla, a budeme je ddle oznacovat symboly I a J. Otevieny
(takovy) interval je (a,b) = {x € R | a < z < b}, a,b € R*sa < b, a
kompaktni (takovy) interval je [a,b] = {x e R|a <2z < b}, a,b € Rsa <b
Narozdil od jinych operaci s funkcemi neni primitivni funkce, kdyz existuje,
zdaleka jednoznaéné uréend. Jak uvidime, primitivni funkce bud neexistuje nebo

jich je nekonecné (dokonce nespocetné) mnoho. Dukaz linearity antiderivovani
prenechame ¢tenafi jako tlohu.

Uloha 1.1.2. Je-li F na I primitioni k f, G ke g a o, f € R, potom je funkce
oF + G
primitiond na I k funkci oof + Bg. (Dokazte.)



Tvrzeni 1.1.3 (o nejednoznaénosti primitivni funkce). Nejednoznacnost
primitivni funkce je charakterizovand ndsledovneé.

1. Je-li funkce F na intervalu I primitivnd k funkci f, potom pro kazdé éislo
c € R je i funkce F + ¢ primitivni k f.

2. Jsou-li funkce F a G primitivni na intervalu I k f, potom ezistuje ¢islo
c €R, Ze na I plati F = G + ¢ — vSechny primitivni funkce k dané funkci
se mezi sebou lisi jen posunem o konstantu.

3. Mnozina vSech funkct primitivnich na intervalu I k dané funkci f je tedy
bud’ prdzdnd nebo tvaru

(F+c|lceR},

kde F je libovolnd pevnd primitivni funkce k f.

Diikaz. 1. Derivace konstantn{ funkce je nulovd, a tak (F +¢) = F' +0=f
pro kazdé ¢ € R a kazdou funkci F' primitivni na I k f.

2. Necht F' a G jsou na I primitivn{ k f, a € I je libovolné pevné &islo a
¢ = F(a) — G(a). Pro libovolné ¢islo x € I, x # a, pak diky Lagrangeové vété o
stfedn{ hodnoté (viz MA I [5]) mame pro né&jaké ¢islo £ lezici mezi x a a rovnosti
(dloha 1.1.4)

(F(z) = G(2)) = (F(a) = G(a)) = (F=G)(z)-(F-G)(a)
= (@—a)(F-G)(¢)
= (z—a)(F'(§) - G'(9)
= (@=a)(f(§) - () =0.

Takze
F(z)—G(x)=F(a) —G(a) =c a F(x)=G(z)+c.

Podle definice ¢ tato rovnice plati i pro x = a.
3. Popis mnoziny vsech funkei primitivnich k dané funkci plyne z vysledku
casti 1 a 2. ]

Uloha 1.1.4. Zdivodnéte kazdy ze étyi kroki vjpoctu dikazu Edsti 2.

Uloha 1.1.5. Ukazte, Ze predchozi charakterizace nejednoznacénosti primitivni
funkce neplati pro nevlastni derivace: popiste takové funkce f,g: (—1,1) = R,
zZe ' =¢': (=1,1) = R* (vgjimecné povolujeme funkéni hodnoty £o00), ale g
neni f posunutd o konstantu.

Tvrzeni 1.1.6 (spojitost primitivni funkce). Je-li funkce F primitivni k
funkci f na intervalu I, potom je F na I spojita.



Diikaz. Ze ZS a MA I [5] vime, 7e existence vlastn{ (a piipadné jednostranné,
jde-li o krajni bod) derivace funkce v bodé implikuje jeji spojitost v daném
bodé. Protoze F('i)(oz) existuje a rovnd se f(«) pro kazdé « € 1, je F spojitd v
kazdém bodé o € [. |

Casto se plete spojitost funkce f se spojitosti jeji primitivni funkce F. Funkce
F je nutné spojitd, protoze F’ = f, ale f spojitd byt nemusi: uvedeme piiklad.
Uvedli jsme ho uz v MA I [5], ale je dobré si ho pfipomenout.

Priklad 1.1.7. Spocitime derivaci funkce
F:R—R
definované jako F(0) =0 a pro x # 0 jako

F(z) = 2®sin(z™!) .

Patrné
f(x) := F'(x) = 2zsin(z™') —cos(z™1), 2 £0,
’ F() - F(0)
L / s xr) — — T . —1 —
f(0) .—F(O)—Ihg}) po ilg%) xsin(z™)=0.
Spojitd funkce F' tak m4 nespojitou (v 0) derivaci f = F’ (dloha 1.1.8). 0

Uloha 1.1.8. Vysvétlete, proé f neni spojitdé v nule a pro¢ F(z)/x — 0 pro
x— 0.

Pro sestaveni primitivni funkce z nékolika ¢asti v nasledujicim tvrzeni si
piipomeneme dulezity vztah z MA I [5] mezi derivaci a jednostrannymi deriva-
cemi: je-li F': I — R funkce a ¢ € I je vnitini bod intervalu I, pak

F'lic)=deR" <= Fl (¢)=d& Fi(c)=d.
Uloha 1.1.9. Dokaste tento vztah.

Tvrzeni 1.1.10 (slepovani PF). Necht
a=aq<a<---<a,=b neN,
je déleni kompaktniho intervalu [a,b] a
fila, b = R
je funkce, kterd (presné Teceno, jeji ziZeni) md na kazdém podintervalu I; =

[ai,ai41], ¢ = 0,1,...,n — 1, primitivni funkci. Potom md f primitivni funkci
na celém intervalu [a,b).



Diikaz. Necht n > 2, jinak neni co dokazovat, a Fj; je primitivni k f na I;.

Vezmeme d € R, ze Fy(a1) = Fi(a1) + d. Funkei F: [ag,a2] — R definujeme

jako Fy na Iy a jako F} +d na I; (tloha 1.1.11). Vzhledem k definici funkef Fy

a Fy pro kazdé c € [ao, az], ¢ # a1, je F(, (c) = f(c). V bodé ¢ = a1 pak mdme
FL(c) = (Fo)_(c) = f(c) = (F1)’(c) = (F1 + ) (c) = Fi(c) ,

takze podle pfipomenuti F’(c) = f(c) i pro ¢ = a;. Funkece F je tedy primitivni
k f na celém intervalu [ag, az]. Podobné ji rozsifime na antiderivaci k f na celém
intervalu [a, b]. a

Tento vysledek také ukazuje uzite¢nost definice primitivni funkce v krajnich
bodech intervalu jednostrannymi derivacemi.

Uloha 1.1.11. Proé¢ jsme v definici funkce F posunuli Fy o d?

Déame do souvislosti primitivni funkce s usporadanim. Tento vysledek pouzijeme
v oddilu 2.5 o Newtonové integralu.

Tvrzeni 1.1.12 (primitivni funkce a usporadani). Necht
F f,G,g: I >R

jsou funkce definované na intervalu I C R s kladnou délkou a na I je F primi-
tivni k f a G ke g. Necht ddle pro kazdé x € I je f(x) < g(x). Pak pro kazdé
z,y €I, x <y, je Pak

F(y)— F(z) < G(y) — G(z)) .

Dukaz. Stejné jako v diukazu druhé ¢asti tvrzeni 1.1.3 argumentujeme, ze pro
kazda dve ¢isla x < y z I existuje ¢islo € = &(x, y) lezici mezi nimi, ze

(F(y) = F(2)) = (Gy) = G(2)) = (y = 2)(f(§) = 9(§)) <0
Tato nerovnost plati ovsem i pro z =y = &. O
Uloha 1.1.13. Dokazte opacnou implikaci (F(y) — F(z) < G(y) — G(x)) pro
r <y = f(x) < gly) prox <y) pro spojité funkce f a g.

Déle prozkoumdme chovani primitivnich funkei pfi limitnich prechodech.
Rekneme, ze posloupnost funkei

faiM—->R, neN,

definovanych na mnoziné M C R konverguje na M lokdlné stejnomérné k funkci
f: M — R, strucné psano lokdlné f, = f na M, kdyz pro kazdé a € M existuje
otevieny interval I 5 a, Ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N, ze

n>ng, t€INM=|f.(zx)— f(z)|<e.

Pokud lze vzdy polozit I = R, pak fekneme, ze f, konverguji na M stejnomérné
k f a piseme struéné f, = f na M.



Véta 1.1.14 (limita primitivnich funkci). Necht I C R je interval s klad-
nou délkou, a € I je libovolny pevny bod a f,fn: I — R, n € N, jsou funkce
splniugict ndsledujici dvé podminky.

1. Lokdlné f, = f na I.
2. Kazdd f, md na I primitivni funkci.

Pak posloupnost téch primitivnich funkci Fy, k fr, které spliugi F,,(a) = 0 pro
kazdé n v N, konverguje na I lokdlné stejnomérné k funkci F', jeZ je na I pri-
mitiond k f.

Diukaz. Nejprve ukdzeme, ze posloupnost F,(z), n = 1,2,..., je stejnomérné
Cauchyova vzhledem k = € J pro kazdy kompaktni interval J C I obsahujici a.
Skutecné, pokud m > n a x € J, pak podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté
mame nerovnost

IN

|F () = F ()] [(F = Fo)(@) = (B — Fu)(a)| + |[Fin(a) — Fr(a)]|

= |z —a)(fm = fa)O),

pro néjaké b lezici mezi x a a a tedy v J. Podle predpokladu 1 a kompaktnosti
J mame f,, = f na J a posledni absolutni hodnota je proto pro velké n stej-
nomérné maléd. Tedy pro kazdé € > 0 existuje ng € N, ze kdyz m > n > ng, pak
|F(2) — Fp(x)] < € pro kazdé = € J. Proto mdme funkci F: I - R, 7ze F,, = F
na J a tedy lokdlné F,, = F na I.

Nyni ukdZeme, Ze F je na I primitivni k f. Bud déno zyp € [ a J C I
bud kompaktni interval obsahujici zg ve svém relativnim vnitiku. Bud déno
e > 0. Protoze f, = f na J, muzeme vzit ng € N, ze kdyz m > n > ng, pak
|fm(x) — fn(z)] < € pro kazdé z € J. Vezmeme pevné n > ng, ze |fn(zo) —
f(x)| < e. Nebotf F/ = f, na I, miZeme vzit takovy interval K C J relativné
otevieny v J (dloha 1.1.15) a obsahujici xg, ze pro kazdé x € K, x # xo,
%ﬁ;(m — fu(zo)| < e. Bud ddno z € K, x # . Vezmeme pevné

F(z)—F(zo) _ Fm(2)—Fm(z0)
r—Io T—Xo

mame

m > n, ze ‘ ‘ < e. Pak pro dané = € K mame, diky
predchozim volbam, Lagrangeové vété o stfedni hodnoté a diky trojihelnikové

nerovnosti, ze

- f(fUO)‘ <
’ (Fi — Fy) (@) — (Fin — Fu)(w0)

r — X
+ [fn(@0) — f(20)]
<e+ ‘(fmffn)(y)|+€+€ <455

‘F(w) — Flzo) _ Fin(2) = Fin(zo)|
Tr — X T — X
n ‘Fn(x) — F(x0)

Tr — X

+ -

- fn(xO)

pro néjaké y lezic{ mezi z¢ a = a tedy v J. Proto F'(z¢) = f (o). O

Uloha 1.1.15. Co se mysli relationi otevienosti K v J?



Vétu pouzijeme k dukazu, Ze spojita funkce méa primitivni funkci. V. MA
I [5] jsme dok&zali, ze pro kazdou omezenou funkei f: [a,b] — R, a,b € R s
a < b, existuje funkce F': [a,b] — R, ze F(’i)(c) = f(c) plati v kazdém bodu
spojitosti ¢ € [a,b] funkce f. Slabsi verzi tohoto vysledku s f riemannovsky
integrovatelnou dokazeme ve vété 2.1.

Véta 1.1.16 (spojita funkce ma antiderivaci). Kdyz f: I — R je spojitd
funkce, pak md f na I primitivnd funkci.

Dikaz. Predpoklddejme nejprve, ze I = [a,b] je kompaktni. Pak je f dokonce
stejnomeérné spojitd (viz MA I [5]) a pro kazdé n € N existuje délen{ a = ag <
ap < --- < ap = b intervalu [a,b] (pro jednoduchost neznaéime zavislost na n),
ze ] 1
ai <@ <ai = |f(2) — flag)| < o |f(z) = flait1)] < o
pro kazdé i = 0,1,...,k—1. Necht f,: [a,b] — R je po édstech linearni a spojitd
funkce, jejiz graf je tvofen lomenou ¢arou se zlomy piresné v bodech (a4, f(a;)),
1=0,1,...,k Ovérime, ze f, a f spliuji predpoklady 1 a 2 véty 1.1.14. Podle
definice f,, pro « € [a;,a;41] ¢islo fy,(z) lezi neostie mezi f(a;) a f(ai+1), tudiz
|f(z) — fn(z)| < 2. Vidime, Ze dokonce f, =% f na [a,b] a 1 plati. Protoze pro
kazdé u, v, w € R je funkce (u/2)x? + vz + w primitivn{ na kazdém intervalu k
linearni funkci ux + v, ma podle tvrzeni 1.1.10 funkce f,, antiderivaci na celém
intervalu [a, b] a 2 plati. Podle véty 1.1.14 ma f na [a, b] primitivn{ funkeci.
Necht I je nekompaktni interval. Je jasné, Ze existuje takova posloupnost
(I,,) kompaktnich intervala, ze

o0
Lchc..cla |JL=1.
n=1
Pouzijeme uz dokazany vysledek a jako F), oznac¢ime funkci primitivni k f na
I,,. Podle ¢asti 1 a 2 tvrzeni 1.1.3 lze posuny funkci F), o konstanty dosahnout
toho, Ze pro kazdé dva indexy m < n se zuzeni F,, na I, rovnd F,,. Sjednoceni

F = [j F,
n=1

pak je funkce F': I — R. Ukazeme, ze F' je na I primitivni k f. Je-li ¢ € I vnitini
bod I, existuje n, ze ¢ je vnitin{ bod intervalu I,, a F'(c) = F)(c) = f(c). Je-li
c € I tieba levy krajni bod I, existuje n, ze c je levy krajni bod intervalu I,, a
zase F' (c) = (Fy)!.(c) = f(c). Podobné, je-li ¢ € I pravy krajni bod I. O

V MA I1[5] jsme dokézali vétu, ze funkce spojita na intervalu na ném nabyva
vsechny mezihodnoty (a zobrazuje ho tak zase na interval). Francouzsky mate-
matik Jean-Gaston Darbouz (1842-1917) (narodil se v Nimes, zabyval se dife-
rencidlni geometrii a analytickymi funkcemi, byl ¢lenem vice nez 100 védeckych
spolecnost{) dokazal, ze kazda funkce s primitivni funkei mé tuto vlastnost téz.
Vzhledem k predchozimu tvrzeni a vété jde o ostie Sirsi tiidu funkci, nez jsou
spojité funkce.



Véta 1.1.17 (J.-G. Darboux, ?). Md-li funkce f na intervalu I primitivn{
funkci, potom f nabyvd na I vSechny mezihodnoty.

Dikaz. Vezméme né&jakou mezihodnotu ¢: f(z1) < ¢ < f(x2) pro néjakd dve
¢isla 1 < @g z I. Nalezneme z* € (z1,22), ze f(z*) = c. (Pokud f(x1) >
¢ > f(z2), nésledujici argument se lehce upravi ndhradou minima maximem.)
Funkce

H(z) = F(z) —cx,

kde F' je na I primitivni k f, je na I spojita, dokonce tam ma vlastni derivaci
H'(x) = (F(x) —cx) = f(z) —c.

Podle véty z MA I [5] H nabyva na kompaktnim intervalu [z1, 23] minimum v
bodé z* € [21,22]. Protoze H{,(z1) = f(z1) — ¢ <0, je H klesajici v bodé 2,
a pro néjaké § > 0 mame z € (z1,21 +96) = H(z) < H(z1). Tudiz 2* # 2.
Obdobné z Héi)(l’g) > 0 plyne, 7ze x* # x5. Tedy x* € (21, 22) a podle kritéria
extrému z MA I [5] musi byt H'(z*) = f(2*) —c=0. Tedy f(z*) =c. 0

Dausledek 1.1.18 (funkce bez primitivni funkce). Funkce
sgn: R - R,

definovand jako sgn(z) = —1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(zx) = 1 pro z > 0,
nemd na R a ant na Zddném jiném intervalu s kladnou délkou obsahujicim 0
primitivni funkci.

Dikaz. Funkce sgn nabyva hodnotu 0 a také hodnotu —1 nebo 1, ale nikoli
hodnotu f% nebo % Podle Darbouxovy véty tedy na daném intervalu nema
primitivni funkci. o

Uloha 1.1.19. Dokaste primo, bez pouZiti Darbouzovy véty, Ze sgn(x) nemd na
(=1,1) primitioni funkci.

Vztah, ze funkce F je na intervalu I primitivni k funkci f se budeme zapi-
sovat jako

F=/f+c (na I), F=/f+c nebo i jen jako F:/f,

pro pripomenuti, ze kazdé posunuti F' o konstantu c je také primitivni funkci k f.
Symbolu [ f lze rozumét i tak, ze oznacuje mnozinu vech funkef primitivnich na
daném intervalu k f. V konkrétnich vyrazech pak [ f predstavuje libovolnou z
téchto funkci, pficemz pro ruzné primitivni funkce mame obecné ruzné konstanty
¢. K problému symbolu [ f—jeho vyznamu a zpusobtim operovéani s nim —se
vratime v oddilu 1.3.

Leibnizuv vzorec (fg) = f'g + f¢' pro derivaci sou¢inu vede pro primitivn{
funkce k nésledujicimu.
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Véta 1.1.20 (integrace per partes). Necht I je interval s kladnou délkou a
F.G f,g: I —R

jsou funkce, kde F je na I primitioni k f a G ke g. Potom primitivni funkce
k fG existuje, prdve kdyz exisuje k Fg. Ezistuji-li tyto primitivni funkce, plati

rovnost
/fG:FG—/Fg+c.

Ditkaz. Kdyz existuje [ fG, pak

(FG—/fG) — fG+Fg— fG=Fg.

Tedy FG — [ fG = [ Fg+ ¢, coz je ekvivalentni obména hotejs{ rovnice. Kdyz
existuje [ Fg, pak

(FG—/Fg) =fG+Fg—Fg=fG.

Tedy FG — [ Fg= [ fG + ¢, coz je ekvivalentni obména hofejs{ rovnice. O

Disledek 1.1.21 (per partes pro spojité funkce). I bud interval s klad-
nou délkou a

f,g: T —R
bud’te spojité funkce. Potom existuji primitioni funkce F = [ f, G = [g, [ Fyg

a[fGa
/fGZFG—/Fg+C.

Dikaz. Uvedené ¢tyti primitivni funkce existuji diky vété 1.1.16 a spojitosti
souc¢inu dvou spojitych funkci. Vzorec pak plati podle predchozi véty ¢i se hned
ovéri pfimym zderivovanim. m]

Vzorec pro integraci per partes piSeme asymetricky

/F’G:FG—/FG’,

a ne symetricky jako [ F'G + [ FG' = FG, z vypocetnich duvodi: primitivn{
funkci vlevo nezname a poéitame ji pomoci té vpravo.

Priklad 1.1.22. Nalezneme [logx.
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/logx:/(x)'logacp':p'xlogx—/x(logx)’:mlog:t—/lz:tlogx—x.

Pro kontrolu, (zlogz — x) = (zlogz)’ — 1 = logz + z/x — 1 = logz. Primi-
tivni funkce k log x hraje dulezitou roli v kombinatorice, lze pomoci ni odvodit
Stirlingovu formuli

n'n.
n! ~ 27m(7) , n— 00
e

— podrobné ji dokdzeme dvéma zpusoby v oddilu 2.6, a také v analytické teorii
Cisel. O

Piiklad 1.1.23. Nalezneme [ cos? z.

2 . _ RN PP - o
cos“x = (sinz) cosx "="sinxzcosx — [ sinz(cosz)
. . .92
= slnxcosx + [ sin~x.

Zd4 se, 7e jsme si moc nepomohli, ale zachrani nas identita sin? z = 1 — cos? .

Nahradime sin? z a méme rovnici
2 2N 2
cos“x =sinzcosx + [ (1 —cos®x) =sinzcosx+x — [ cos”z,

kterou snadno vyfesime pro f cos? x:

9 sinx cosx + x
s T =—— .

Uloha 1.1.24. Derivovdnim tento vysledek zkontrolugte.

Uloha 1.1.25. Spoctéte, na R, [ x?e”.

Obracenim vzorcu pro derivace elementarnich funkci dostaneme tabulku
zékladnich primitivnich funkci.

Tvrzeni 1.1.26 (tabulka primitivnich funkeci). Plati ndsledujici vzorce.

. a zot!
1. Proa € R\{~1} ax € (0,+00) je [x* = .
2. Proa€Z sa<—1aze(0,+00) neboxé(foo,())jefzo‘:’“;:;.
- « potl
8 Proa€Zsa>—-laxeRje [2%=27.

4. Pro x € (0,400) nebo x € (—o0,0) je [z~ = log |z].
5. Prox € R je [e” =e".
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6. Prox € R je [sinz = —cosz.

7. Proz € R je [cosxz =sinz.

8. Pro kazdé k€ Z ax e ((k— %)71’, (k+ %)ﬂ') je [1/cos?z = tanz = sin

cosx’

9. Pro kazdé k € Z a x € (km, (k+ 1)7) je [1/sin’ x = —cotx = — <L,

sin x

10. Proz € R je [1/(1+ x?) = arctanz.
11. Proz € (-1,1) je [1/v1 — 22 = arcsin .
Dikaz. Plyne obriacenim vzorcu pro derivovéni. a

Nezahrnuli jsme hyperbolické funkce, jako je sinha = w, ani dalsi
goniometrické funkce, napifklad sekans sec z = ——, oblibeny v USA. Vsimnéte

cosx’
si, ze formélni derivovani dava

(loga)' =+ = — = (log(~x))’.

Funkee log x a log(—x) se ale nelis{ jen posunem o konstantu, takze 1/z mé dvé
podstatné odlisné primitivni funkce??

Uloha 1.1.27. Jak je to mozné?

Uloha 1.1.28. Ovéite, e na wvedengch intervalech i [1/(1+ 2?) = —arccot x

a [1/V/1— 2% = —arccosz.

Obracenim pravidla pro derivaci souc¢inu jsme dostali vzorec pro integraci
per partes. Obracenim pravidla pro derivaci slozené funkce dostaneme vzorec
pro integraci substituci. Jeho dva tvary odpovidaji dvéma smérum c¢teni, od
znamého k neznamému, rovnosti

tedy rovnosti (f o) = (f op)¢'.

Véta 1.1.29 (integrace substituci). Nechf o < 8 a a < b jsou redind é&isla
a
o: (o, ) = (a, b) a f:(a,b) >R

jsou funkce, pricemz na (o, B) existuje vlastni ¢'.
1. Kdyz F = [ f na (a,b), potom [ f(¢)¢’ = F(p)+ ¢ na (o, B).

2. Kdyz navic
¢((a, B)) = (a, b) a ¢’ # 0 na (a, B)

a kdyz G = [ f()¢' na (. B), potom [ f = G(e""") +c na (a,b).
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Dikaz. 1. Plyne to derivovanim: na («, 3) je

Fp) = F'(p)¢ = fle)¢,

podle predpokladu o F' a podle derivace slozené funkce.

2. Pfedpoklady o funkci ¢ zarucuji, ze to je rostouci nebo klesajici bijekce z
(a, B) na (a,b). Skutecné, na (a, 8) musi byt ¢’ > 0 nebo ¢’ < 0, jinak by podle
véty 1.1.17 musela funkce ¢’ nabyt mezihodnotu 0. Podle vysledku ze ZS (MA
I[5]) tedy ¢ na (a, 3) roste nebo klesd. Je to tedy prostd funkce a ma inverzni
funkci

P (a,b) = (o, B)

kterou derivujeme podle vzorce pro derivaci inverzni funkce (MA I [5]). Podle
predpokladu o G, podle derivace slozené funce a derivace inverzni funkce dostavame,
7e G(p~1) je na (a,b) primitivni k f:
1
DY — G (oY L (DY = EONS (DY -
Gl ) =Gl ) - (o) = Flele e e ) - ey = /-
O

Stieltjesuv integral.
Priklad 1.1.30. Necht F(z) = [ f(z) na otevieném intervalu I a a,b € R s
a # 0. Potom [ f(ax +b) =7 a na jakém intervalu?

Pouzijeme prvnf substituéni pravidlo pro funkci p(z) = az+b a interval (o, 8) =
o= (I) = a=Y(I — b). Podle n&j na (a, ) mame

[sar+n = [560)=a™ [ 1006 = o™ Flaz+) +c.

Uloha 1.1.31. Co by se stalo pro a = 07

Priklad 1.1.32. Chceme spocitat primitivnd funkci k /1 — 2 na (—1,1).

Pfipomind nam posledni polozku v tvrzeni 1.1.26 a zkusime proto substituci
t = sinx, tedy funkci

T T
2 2

)%(—1, 1),

t=(x) =sinz: (

a druhé substituéni pravidlo. Jeho pfedpoklady jsou splnéné a f V1 —1t2 na-

jdeme, kdyz na intervalu (-3, 7) dokdzeme spocitat

G(x)=/V1—sin2m~(sinx)'z/\/cost-cosx:/008295.
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Podle piikladu 1.1.23 se tato primitivni funkce rovna

sinxcosx + x sinzyV1 —sin’z + 2

Glo) = 2 - 2

Po dosazeni x = ¢~ (t) = arcsint do G(x) mame, na (—1, 1),

sin(arcsin t) \/1 — sin’(arcsin t) 4 arcsin t

/mz +c

2

tv/1 —t2 4 arcsint N
c
2

Uloha 1.1.33. Zkontrolujte vysledek derivovdnim.

Narozdil od derivovéani, kdy kazdou vzorcem danou funkci lze snadno zderi-
vovat a vysledek je opét dan vzorcem, pro integrovani, tedy pocitani primitivnich
funkci, to neplati. Je spousta pfikladu spojitych funkei danych vzorcem, které
tak podle dusledku 1.1.16 maji primitivni funkce, ty se ale vzorcem vyjadfit ne-
daji. S francouzskym matematikem Josephem Liouvillem (1809-1882) (protoze
jeho otec byl kapitanem v Napoleonové arméadé, prvnich par let malého Jose-
pha vychovavali v rodiné stryce, v r. 1836 zalozil dulezity matematicky casopis
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, velmi zndmé jsou jeho vysledky
v teorii Gisel: existence transcendentnich realnych ¢isel, induktivni diukazy iden-
tit pro pocty vyjadfeni ¢isel soucty ¢tverct), ktery jako prvni nalezl kritéria
pro takové primitivn{ funkce, jsme se uz setkali v . MA I [5] v souvislosti s jeho
konstrukei transcendentnich ¢isel.

Véta 1.1.34 (J. Liouville, 1835). Necht f,g € R(z) jsou raciondlni funkce
(tedy podily polynoma, viz definice 1.2.1). Primitivnd funkci

/feg (nal),

kde I je interval neobsahujici Zadny koten jmenovateli raciondlnich funkci f a
g, lze vyjddrit vzorcem, prdvé kdyz ezistuje raciondlni funkce a € R(x), Ze

f=d +ag .
Vétu dokazeme v oddilu 1.4, kde také presné definujeme, co znamené ,,vyjadieni

vzorcem“. Hlavni vysledek predstavuje implikace =, opacnd implikace je trividlni
vzhledem k (ae?) = (a’ + ag’)ed. Véta tedy ikd, ze kromeé ziejmého vzorce

f=a’+ag’:>/feg=aeg
uz néjaké dalsi vzorce, méné ziejmé, neexistuji.
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Priklad 1.1.35. Liouvilleovou vétou ukdZeme, Ze primitivni funkce

/ew2 (na R)

se nedd vyjadrit vzorcem.
Zde mame f =1 a g = x2. Podle véty stacf dokazat, ze rovnice

1=a +2zxa
nem4 feSeni tvaru a = a(x) = %, kde p,q € R[z] s ¢ # 0 jsou nesoudélné
polynomy (nemaji spoleény koten). Zrejmé p # 0. Kdyz je ¢ konstantni, je
a = p polynom. Pak vlevo deg1 = 0, ale vpravo deg(a’ 4+ 2za) = 1+ dega > 1,
spor. Kdyz ¢ neni konstantni, vezmeme (podle véty 1.2.5!) n¢jaky jeho kotren
a € C s ndsobnost! m € N. Tedy ¢q(z) = (z — a)™r(x), kde r(a) # 0, a vime, ze
ipla) #0.Sa= % rovnici prepiSeme jako

0=—¢*+p'q—pqd +2zpq .

V polynomech —q?, p'q, —pq’ a 2xpq mé « jako kofen nasobnosti, po fadé, 2m,
>m, m—1a>m (pro a =0 je posledni ndsobnost rovnd m + 1). Minimum
z téchto nasobnosti je tak m — 1 a nabyva se jednoznacné, pro jediny ze Ctyt
polynomt, které se tak nemohou souétem zrusit a seéist na nulovy polynom
(iloha 1.1.36). Rovnice i ted nem4 feseni. O

Uloha 1.1.36. Jak se definuje nasobnost korene v nulovém polynomu? DokaZte,
Ze kdyZz polynomy aq,as,...,a; € Clx] a éislo a € C spliuji, Ze ndsobnosti
kotene a v a;(x) nabyvaji minimum pro jediny index i, pak a1 +ag+- - -+ay # 0.

1.2 Integrace racionalnich funkci

Integrace raciondlnich funkci se opird o Zdkladni vétu algebry (jiz iplné dokdzeme
v kapitole 4), komplexni i redlnou faktorizaci polynomu a rozklad raciondlni
funkce na parcidlni zlomky. [ achﬂ

Naopak racionalni funkce, podily realnych polynomu, predstavuji Sirokou a
¢asto pouzivanou tiidu funkci, jejichz primitivni funkce se vzdy vzorcem vyjadrit
daji. Tento oddil podrobné popisuje jejich integraci. Zac¢ina definici, ilohou a a
prikladem.

Definice 1.2.1 (raciondlni funkce R(z)). Funkce

fiR\X >R,
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kde X je koneénd mnoZina, se nazyvd raciondlni, kdyZ existuji redlnd cisla
ag, a1, -, Ak, bo, b1, ..., by s k1 € No, Ze pro kazdé x € R\ X je

k .
ag + a1z + - - + apzk i @it

o) = bo+ b+ bt Y bt

Mnohoclen Zé:o bzt je jmenovatel f(x) a mnohoclen Zf:o a;xt je citatel f(x).

Uloha 1.2.2. Dokazte, Ze trida raciondlnich funkci se shoduje s tridou funkct,
které vzniknou z konstantnich funkci f(x) = ¢, ¢ € R, a z identické funkce
f(z) = z opakovanym pouZitim aritmetickych operact séitdni, ndsobeni a délend,
Odtud tyto funkce maji jméno.

Piiklad 1.2.3. Spoctéme primitivnt funkci k raciondlni funkci af—il na libo-
volném intervalu I % —1,1.
Méme (s pomocf linearity a polozky 4 v tvrzeni 1.1.26)
x? 1 1/2 1/2
/w2—1 /<+x2—1> /<+x—1 x—l—l)
B /1 L 1 / 1 1 / 1
B 2) x2—-1 2) z+1
lo —1]—1lo +1
L loglo =1 ~loglo+ 1]
2
= z+log(\/|(x—1)/(x+1)])+c.
O

Dalsi priklady primitivnich funkci k racionalnim funkcim jsou polozky 2—
4 a 10 v tvrzeni 1.1.26. Ukazuje se, ze takto a podobné lze spocitat primitivni
funkci k libovolné raciondlni funkci. Pro dukaz nésledujici véty je klicovy rozklad
raciondlni funkce na soucet jednodussich raciondlnich funkei, takzvany rozklad
na parcidlni zlomky, jako je na prvnim fadku pfedchoziho vypoctu.

Véta 1.2.4 (integrace raciondlni funkce). Necht P(z) a Q(z) jsou poly-
nomy s redlnymi koeficienty, kde Q(z) neni nulovy, a I C R je interval neobsa-
hugict Zddny koren polynomu Q(x). Primitivni funkci

= P(x) na
P = [ o )

lze vZdy wvyjadrit pomoci raciondlnich funkci, logaritmu a arkustangent. Po-
drobnéji, na 1

/ ggg =a(x)+ Zuz log |ki(x)| + Z v; log( A (2)) + ZW arctan(u;(z))
i=1 i=1

i=1
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pro néjakou raciondlnd funkci a(x), néjakd éisla u,v,w € Ny a u;, v, w; € R,
néjaké monické linedrni, resp. kvadratické, mnohocleny k;(x), resp. \i(z), a
néjaké linedrni mnohodcleny p;(x) (vsechny samozrejmé s redlnymi koeficienty).
Ve zbytku oddilu vétu skoro tplné dokdzeme a popiSeme soucasné postup, jak
Ik gg; spocitat. ,,Skoro“ proto, ze se opteme o nasledujici Zdkladni vétu algebry,
kterou v uplnosti dokazeme az v kapitole 4 ve vété 4.2.1.

Véta 1.2.5 (ZVAlg, bez diukazu). Pro kazdy nekonstantni polynom P(zx) s
komplexnimi koeficienty, to jest pro P € Clz] s deg P > 1, existuje komplexnd
¢éislo a € C, Ze P(a) = 0.

Zacneme odvozenim rozkladu na parcidlni zlomky pro obecnou racionalni
funkci. Ten souvisi s nasledujici tilohou.
Piiklad 1.2.6. Dokdazeme, Ze kaZdou édastku n > 4 korun lze rozménit na dvou-
koruny a pétikoruny.
Maéme totiz rovnosti

1=(-2)-2+1-5 an=[n/2]-24+2 z€{0,1},

kde z je zbytek pii déleni ¢isla n dvéma. Hledand rozménéni jsou tedy, po
dosazeni pravé strany prvni rovnosti za 1 v ptripadu z = 1,

n=|n/2]-24+0-5 prosudéna n=(|n/2] —2)-2+1-5 proliché n.

Diky n > 4 je [n/2] —2 > 0 a médme skute¢né, realizovatelné rozménéni (a ne
néco jako 3 = (—1) -2+ 1-5 se zdpornym poétem dvoukorun). |

Prvni rovnost délenim ¢islem 2 - 5 prevedeme na

-2 1

1
55 5 2
Je to priklad rozkladu na parcidlni zlomky, ale v okruhu celych ¢isel Z. Pro
dukaz véty 1.2.4 budeme pracovat v okruhu R[z] = (R[z], +,-,0,1) polynomu s
redlnymi koeficienty. Rekneme, ze dva polynomy v ném jsou nesoudélné, po-
kud jejich spoletné délitele v okruhu R[z] jsou pouze konstantni polynomy.
Odvodime obdobu prvni hofej$i rovnosti, budeme k tomu ale potiebovat dalsi
(vedle vety 1.2.5) zdkladni vlastnost polynomu.

Uloha 1.2.7 (déleni polynomu se zbytkem). Necht F je komutativni téleso,
jako tieba F =R nebo F = C, a p,q € Flz] s ¢ # 0 jsou dva polynomy s koefi-
cienty v F. Pak existuji jednoznacné uréené polynomy r,s € Flx], Ze

p(z) = q(z)r(z) +s(z) a s=0 V degs < degq

— dokazte.
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Tvrzeni 1.2.8 (Bezoutova identita). Pro kaZdé dva nesoudélné polynomy
P,Q € Rlx] existuji polynomy a,b € Rx], Ze

a(x)P(z) + b(z)Q(x) = 1.
Dtikaz. Uvazime ideal
A={aP+bQ|a,becRz]}

a v ném nenulovy polynom p € A s nejmensim stupném. Podle tlohy 1.2.7
je kazdy polynom v A délitelny polynomem p beze zbytku, jinak by nenulovy
zbytek byl ve sporu s minimalitou degp. Tedy p déli P i @), oba polynomy
totiz patii do A. Podle predpokladu to ale znamend, Ze p je konstantni. Protoze
A je uzavieny na konstantni ndsobky, muzeme vzit p = 1 € A, coz dokazuje
uvedenou identitu. ]

Polynom je monicky, ma-li vedouci koeficient rovny 1. Monicky polynom je
automaticky nenulovy.

Tvrzeni 1.2.9 (komplexni faktorizace). Pro kazdy monicky komplexni po-
lynom Q v Clz] plati formdind identita

pro néjakd ¢isla k € Ng, m; € N a a; € C, pricemz cisla «; jsou vzdjemné
riuznd. Toto vyjddrend Q(x) je jednoznacné, kromé poradi ciniteli v soucinu, a
nazgvd se komplexni faktorizaci (polynomu Q).

Dikaz. Existenci faktorizace dokdzeme indukei podle stupné deg Q. Pro deg @ =
0 ji mdme s k = 0, Q(z) = 1. Necht deg@ > 0. Podle véty 1.2.5 vezmeme
a € C, ze Q(a) = 0. Pomoci tlohy 1.2.7 vydélime Q(z) polynomem x — « se
zbytkem, coz je konstanta. Protoze Q(a) = 0, je tato konstanta nulové a tedy
Q(z) = R(z)(z — o), kde R € CJz] je monicky a m4 stupen deg @ — 1. Poly-
nom R(z) méd komplexni faktorizaci podle indukéniho predpokladu, takze cely
souc¢in véetné (x — «) dédva komplexni faktorizaci pro Q(x). Jeji jednoznacnost
si ¢tenatka dokaze v tloze 1.2.10. O

Uloha 1.2.10. Dokazte jednoznacnost komplexnd faktorizace.

Tvrzeni 1.2.11 (redlnd faktorizace). Pro kazdy monicky redlny polynom Q
v R[z| plati formdlni identita

l
(@ — )™ [](@* + Biw +7:)™

=1 =1

IS
S

!
=

pro néjakd cisla k,l € Ng, m;,n; € N a oy, 8;,v: € R, pricemz ¢isla «; jsou
vzdjemné riznd, steiné tak dvojice (Bi,7i), a vidy B2 — 4v; < 0. Toto vyjddrent
Q(z) je jednoznacné, kromé poradi ¢initeli v obou soucinech, a nazyvd se redlnou
faktorizaci (polynomu Q).
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Dikaz. Necht
kl
Qz) = [J(@—ap)™
i=1
je komplexni faktorizace polynomu @Q(z) podle pfedchoziho tvrzeni. Aplikace
komplexniho sdruzeni x +— T, coz je automorfismus télesa C, na tuto identitu a
redlnost koeficientt polynomu Q(z) ddvaji sdruzenou identitu

k'

i=1

Vzhledem k jednoznacnosti komplexni faktorizace Q(z) to znamend, ze pro
kazdy index i € [k'] s of € C\R existuje (jednoznaéné urceny) index j € [k'],
ze j # i, a; = o a m; = mj. Clsla a; muzeme tedy uspoiddat tak, zZe
prvnich k z nich je redlnych, jsou to oy = of,...,, = «} s ndsobnostmi
mi1 = my,...,m, = my, a zbyvajicich k' — k neredlnych ¢isel o] se rozpada
_ kK —k % S s / _ / _ 7
na [ = 5~ komplexné sdruzen}lfch dVO_]l? Qg = akJ?Q’ Qi3 = ay, 4 atd. se
shodnymi nasobnostmi n; = My = My o, N2 = My g = My y atd. Kom-
plexnf faktorizace polynomu Q(x) tak prechdzi v

-
®

!

o
E
EN

Qz) = ((x — a;c+2i—1)(35 - 0‘;@+2i71))n"’
i=1 i=1
k l
= Jl@-a)™ [[G*+ Bz + 7)™
i=1 i=1
kde B; = =) 9;_1 — Qpyoi1 ERay; = a§6+2i_1a§c+2i_1 € R. Kvadratické po-

lynomy 22+ ;2+; jsou vzajemné rizné (jinak by dvé riizné komplexné sdruzené
dvojice ¢éfsel o splyvaly) a majf zdporné diskriminanty 3% — 4+; (protoze tyto
kvadratické polynomy nemaji redlné kofeny). Dostali jsme redlnou faktorizaci
polynomu Q(x). Jeji jednoznacnost plyne z jednoznacnosti vychozi komplexni
faktorizace. o

Uloha 1.2.12. Jak se faktorizuji obecné, ne nutné monické, nenulové komplexni
¢i redlné polynomy?

Véta 1.2.13 (rozklad na parcidlni zlomky). Pro kaZdé dva redlné polynomy
P,Q € Riz], kde Q(z) je monicky, plati formdlnd identita

P(Z‘) _ koo 0i L €T+ 0;
R D M e D O My e

i=1 j=1 i=1 j=1

kde p € Rz], k,l, m;,n;, a;, Bi, Vi jsou konstanty z redlné faktorizace polynomu
Q(z) a d;j, € 5,0 ; € R jsou dalsi konstanty.
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Diikaz. Jsou-li R,S € R[x] nesoudélné polynomy, podle tvrzeni 1.2.8 existuji
polynomy a,b € R[z], ze % = 5+ %. Podle tlohy 1.2.14 z nesoudélnosti
redlnych polynomu R a Si, a R a Sa, plyne nesoudélnost polynomu R a S;.55.
Opakovanym uzitim predchozi identity tak dostdvame jeji zobecnéni:

Ry, Ry, ..., Ry € R[z] po dvou nesoudélné = existuji a; € R[z], ze

1 B i a;(x)
Ri(z)Ro(2)... Ry(z) < Ri(z)
Vezmeme realnou faktorizaci

k

!
Q) = [[(@ = a)™ [ [ + Bix + 7)™ .

i=1 i=1

Patrné (dloha 1.2.15) je vsech jejich k 41 ¢initelt po dvou nesoudélnych. Podle
zobecnéné identity tak pro néjakych k+1 polynomu a;, b; v R[] mame identitu

P(z) <~ aix) : bi(z)
Qz) Z @ —a)™ ; (@ + By +yi)™

Pomoci m,; uziti dlohy 1.2.7 rozvineme a;(x) pro kazdé i € [k] do mocnin
dvojclenu x — «:

ai(z) = (z—a;)™qo(w)+ro(x)
ai(z) = (v—a)™q(@)+ (r—a)™ qx) +ri(z)
ai(z) = (v—a)"q@)+ (¢ —a)" a@) + -+ (2 — ) qm, (2)

kde polynomy ¢; a 7; jsou bud nulové nebo spliuji degr; < m; — j a (tedy),
pro j > 1, degg; = 0. Obdobné rozvineme

i

bilw) = D (a® + Bix + %)™ Vgy(a)

Jj=0

kde nynf pro j > 1 je polynom g¢; bud nulovy nebo ma degg; < 1. Nahradime-

li vyse v ggg = Zle ... polynomy a;(x) a b;(x) témito rozvoji, dostdvame
vyjadieni racionédlni funkce ggg uvedené ve znéni véty. a

Uloha 1.2.14. Dokaste, e kdy? je R € R[z] nesoudélny jak s S € Rlz] tak s
T € R[z], pak je R nesoudélny i se souc¢inem ST .

Uloha 1.2.15. Dokaste, e dva redlné polynomy jsou nesoudélné, prdavé kdyz
nemaji spolecny (komplexni) koren.
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Tteti ¢ast hotejsiho rozkladu na parcidlni zlomky posléze zredukujeme na
nasledujici primitivni funkci.

Tvrzeni 1.2.16 (zase per partes). Pron € N necht

1
Pak Fy(z) = arctanz a ddle

T

Funa(e) = (1= 1/20)F(0) + 5o

Takze obecné F,(x) = anarctanx + by, (z), kde a, € Q a b,(x) je raciondlni
funkce s celo¢iselnymi koeficienty.

Dikaz. Pocdteéni podminka rekurence je polozka 10 v tvrzeni 1.1.26. Daéle
integrujeme per partes:

i p.p. T 2na?
F = £ _
n(®) /(:E2+1)" (m2+1)”+/(x2+1)”+1
T 2 +1 1
= 2 19 -T2 9 S
@2+ 1) + n/ (22 1 1)+t n/ (22 1 1)n+1

x
= D +2nF,(x) — 2nF41(x) .

Po snadné upravé dostdvame uvedenou rekurenci. O

Uloha 1.2.17. Vypodcitejte explicitné ¢isla a,, a raciondlni funkce by, (x).

Dukaz. (Véty 1.2.4.) Po rozsifen{ zlomku gg;

predpoklddat, ze Q(x) je monicky. Raciondlni funkci % rozlozime na parcidlni
zlomky podle véty 1.2.13 a dostaneme

ggg :/ +§k3§j/ s +ZZ/%

vhodnou konstantou muzeme

i=1 j=1 =1 j=1
k m;
- +ZZ - 1+Z5z110g|5€—0@\+
i=1 j= 2 i=1
I n
+ZZGi,j(-T)a
i=1 j=1
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kde ¢ € R[z]. Zbyva spocitat primitivni funkce G; ;(z). Mdme

ex+ 0 € 2+ 1
[y = i) erarr 09 | Gy

@+ Byt elog(x? + B +7)

G=0+0-b) [

kde jsme prvni primitivni funkci spocitali pomoci prvniho substituéniho pravi-
dla ve vété 1.1.29 a polozek 2 a 4 v tvrzeni 1.1.26. Zbyva tak uz jen spocitat
primitivni funkci fm Oznacime n = /v — $2/4 (nezapomenme, Ze
v — B?/4 > 0) a pouzijeme subsituci y = y(z) = z/n + B/2n. Doplnime na
¢tverec a dostaneme

/ 1 _ 1 / 1/n
(2% + B +v)! n? =t ) ((@/n+ B/2n)* + 1)

L y(a)
1 | efn+ B/2m? + 1)
Sy - _ Fiy(a)

) W

(opét prvni substituéni pravidlo), s funkcemi Fj(y) v tvrzeni 1.2.16. Celkem
je kazdd G, ;(x) rovna raciondlni funkci plus linedrni kombinaci (s redlnymi
koeficienty) logaritmu z monického kvadratického trojclenu (ktery neméd redlné
koteny) a arkustangenty z linedrniho dvojélenu. To spolu s predeslymi ¢cleny

horejstho vyjddreni primitivn{ funkce [ gg;g dava vyraz ve znéni véty. O

Piiklad 1.2.18. Spocitime

/x41+1 (naR).

Protoze
1= (22 4+1)? - 222 = (2 + V2 +1)(2® — V22 + 1)

a (v2)? —4 < 0, je to redlna faktorizace polynomu z* + 1. Najdeme a,b, c,d v
R, ze

o ar +b cx +d
41 2242241 22—V2 41
Tato rovnice, v niz a, b, ¢, d bereme jako proménné, je ekvivalentni s

1 = (ax+b)(2® —V2zx+1)+ (cz +d) (2> +V2zx 4+ 1), tedys
1 = 2%a+c)+2%(—aV2+b+cevV2+d) +
+a2t(a—bvV2+c+dvV2)+2°(b+d) .
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Odtuda=—-c,b=1—d a

—(—eV24+(1—d)+cV2+4d =0= (—¢) — (1 —=d)V2 + c + dV2, tj.
W2 =-1,vV2= 2V2d.

Takze d = % =bc= —%, a= g a rozklad na parcialni zlomky je

1 1 z+2 _ r—2
i+l 22 \ 22420 +1 22— V2r+1)
Oznaéime si @ = £v/2, L = log(2? + axz + 1) a b= /1 — a2/4 = 1/\/2. Pak
/ z+a B 1/ 2z +a +/ a/2
24+ax+1  2) 22+ax+1 22 +ar+1

_ £+9/;
2 (x 4+ a/2)% + b2

_ L, / 1/b
2 2b (x/b+ a/2b)?
L
= 3 ?barctan(ac/b—i—a/%)
Celkem
1 1 (1 2 +V2x+1
- Ligg (ZHV2 41N | tan(v3r +1)
/a:4+1 2\/5(2 °g<x2—ﬁz+1) arctan(v2e +1)

— arctan(v2z — 1)) .

Uloha 1.2.19. Spocitejte
1
/x3 +1°

1.3 Vice o primitivnich funkcich

Presné ¢ funkci na intervalu md primitivni funkci a je to i pocet diferenco-
vatelngch funkci. Véta D. Preisse a M. Tartagliové o vzorové definovatelnosti
derivact.

Jednu z prvnich otdzek o primitivnich funkcich, jez méla byt probrana asi uz
v piedchozim oddilu a kterd se ptd na jejich pocet, zodpovime ted. Pfipomeiime
si, ze ¢ = |R| je symbol pro mohutnost kontinua, kardinalitu mnoziny redlnych
Cisel.
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Véta 1.3.1 (pocet derivaci a antiderivaci). Nechf I C R je interval s klad-
nou délkou a
Al)={f:1—-R|3g: I =>R: ¢ = f}

je mmozina téch funkci definovanych na I, které magi na I primitivni funkci.
Kazdd konstantni funkce z I do R lezi v A(I) a kazdd funkce v A(I) je limitou
posloupnosti spojityjch funkci. Proto

IA()| =c.

Tedy i
#{f: I - R| f md na I vlastni derivaci} = ¢ .

Dikaz. Kazdé konstantni funkce ma primitivni funkci a jejich mnozina jedno-
znacné odpovidd R, takze |A(I)| > ¢. Kdyz pfijememe druhé tvrzeni véty, mame
pro kazdou f € A(I) takovou posloupnost spojitych funkei (f,.), fn: I — R, ze
pro kazdé x € T je lim f,(z) = f(x). Spotetnd mnozina

My={(n,y,u,v) | neN,y€QnI,u,vEQ u< fuly) <v} CNxQ?
pak jednoznacné urcéuje f (dloha 1.3.2). Tedy
AU < [P(Nx Q%) =¢

a celkem |A(I)| = ¢ (tloha 1.3.3). Podle tvrzeni 1.1.3 ma kazdd f € A(I) pfesné
¢ primitivnich funkci, takze posledni mnozina ve znéni véty ma mohutnost také
¢-|A(I)| = c¢-c=c (dloha 1.3.4).

Zbyvé jesté dokdzat, ze kazdéd derivace f' € A(I) je bodovou limitou spo-
jitych funkei. To plyne z definice derivace v bodé a spojitosti diferencovatelné
funkce. Rozlisime t7i piipady podle pravého konce intervalu I: a) sup(I) = +o0,
b) b=sup(l) el ac) R>b=sup(l) ¢ I. Necht n € Naz € I.V a) klademe
fulz) = W, v b) stejné tak, ale nejprve funkci f(y) spojité rozsiiime

pro y > b linedrné se smérnici f7 (b) a v ¢) klademe

[+ b —o)/(n+1) - f(z)

fol@) = b—2)/(n+1)

Tyto funkce jsou definované na I a spojité a neni tézké vidét, ze pro kazdé x € T
je im fu (@) = iy (). 0

Uloha 1.3.2. Pro¢ My jednoznacné urcuje f?

Uloha 1.3.3. Co piesné znamenagi nerovnosti |A(I)| > ¢ a |A(I)| < ¢ a jak z
nich plyne rovnost |A(I)| = c?

Uloha 1.3.4. Ukazte, Ze pro kaZdou nekoneénou mnoZinu M plati |M x M| =
| M.
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V nasledujici definici a vété budeme pro struc¢nost ,,funkcemi* rozumét funkce
z R do R.

Definice 1.3.5 (vzorové uréené funkce). Rekneme, Ze mnoZina funkei F je
vzorové uréend, kdyz pro kaZdou funkci f mimo F existuje mnoZina E C R, Ze
pro kazdou g € F je f~U(E) # g~ Y(E). O funkci f vekneme, Ze vzorové patii do
F, kdyz pro kazdou mnozinu E C R existuje funkce g € F, e f~1(E) = g~ 1(E).

Pro vzorové uréenou mnozinu funkci F tedy dokazeme rozhodnout o nalezeni
funkce do F jen podle vzori V = {f~1(E) | E C R, f € F}: pro kazdou funkci
f plati, ze

fEF < VECR: ffYE)eV.

Uloha 1.3.6. Dokazte, Ze mnoZina vsech omezenyjch funkci neni vzorové urcend.

Uloha 1.3.7. Dokazte, e mnoZina viech darbouzovskych funkct (coz jsou funkce
nabyvajict viechny mezihodnoty) nent vzorové uréend.

Véta 1.3.8 (D. Preiss a M. Tartaglia, 1995). MnoZina A sklddajici se z
Sfunkci s primitiond funkci je vzorové urcend.

Plyne to z obecnéjsiho vysledku: spliiuje-li mnozina funkci F tri ndsledujict
podminky, je vzorové urcend.

1. Platt, ze |F| <.
2. Obraz kazdé nekonstantni funkce v F md kardinalitu c.

3. Obraz kazdé nekonstantni funkce f tvaru f = g — h, kde g,h € F, ma
kardinalitu c.

Dikaz. Ovérfme, ze A splituje podminky 1-3. Podle véty 1.3.1 je |A| = ¢ a
1 plati. Pokud funkce f € A neni konstantni, jeji obraz je podle véty 1.1.17
interval s kladnou délkou, jenz méa mohutnost ¢, a 2 plati. Z linearity derivovani
vyplyva g,h € A = g —h € A, takze plati i 3.

Zbyva tak vétu dokazat pro obecnou rodinu funkei F spliujici 1-3. V prvnim
kroku dokézeme prvni lemma. KdyzZ funkce g & F vzorové patii do F a h € F,
pak existuje funkce f € F a mnoZina S CR, Ze f #h, |S|<ca

z €R\ (¢71(S)Nf7H(9)) = g(z) = f(z) .

Pro dikaz prvniho lemmatu
V druhém kroku dokdzeme druhé lemma. Kdyz g je funkce, f,h € F jsou
nekonstantni funkce a mnoZiny U, T C R s mohutnostmi mensimi nez ¢ spliiuji

z € R\ (¢71(S)N f7H(S)) = g(2) = f(=)
z €R\ (g7 (T)Nh~H(T)) = g(x) = h(=) ,
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pak f = h.
Pro dikaz druhého lemmatu
Nyni uz muzeme dokézat, ze F je vzorové urcena.
O

Jednim z autoru véty je ¢esky matematik David Preiss (1947) (od r. 1990 pusobi
ve Velké Britanii, nejprve na University College London a pak na Univerzité ve
Warwicku.)

Uloha 1.3.9. Dokazte, Ze mnozina Ay, omezenyjch derivaci je vzorové urcend.

1.4 Liouvilleova véta

Diferencidlnd téleso. Identita pro logaritmickou derivaci. Algebraické a transcen-
dentni prvky. Adjunkce prvku. Exponencidla, logaritmus a antiderivace. Ele-

mentdrni rozsireni. Abstrakini Liouvilleova véta. Meromorfni funkce, tvori di-
ferencialni téleso.

Abychom pfesné fekli, co je vyjadieni funkce vzorcem, a abychom pfesné
dokézali vétu 1.1.34, vydame se cestou diferencidlni algebry.

Definice 1.4.1 (diferencidlni téleso a konstanty). Diferenciding téleso je
dvojice (F,"), kde F = (F,+,-,0r,1F) je téleso (viz MA I [5]) a (-): F — F,
x — 2’ je linedrni zobrazeni splriujici Leibnizovu identitu: pro kazdé dva prvky
z,y € F je

(z+y) =2"+y a (zy) =2y +ay.

Toto zobrazeni se nazgvd derivaci (na télese F) a proky x € F s ' = Op se
nazgvaji konstantami (diferencidlniho télesa F ).

Teélesem zde vzdy rozumime komutativni téleso s charakteristikou 0.

Uloha 1.4.2. (F, ") bud’ diferencidlni téleso. Pak 0y = Op. Pro kazdé n € Z a
kazdé nenulové a € F se (a™)' = nra™ . Ddle

Vi L /
a,beF,b;«éOF:><%> :abbifb.

Uloha 1.4.3. Konstanty v diferencidlnim télese tvori podtéleso.

Uloha 1.4.4 (identita pro logaritmickou derivaci). Je-li (F, ") diferencidlni

téleso a a1, as...,a, € F jsou nenulové pruky, potom
l noo_
(a1a2 cen CL.,L) - &
ai1as...an Z a;
=1

27



Na kazdém télese K mdme trivialni derivaci 2’ = O, jejiz konstanty zahrnuji
celé K.

Jsou-li K a L télesa s K C L, obrat rozsirend téles K C L znamend, ze
nejenom je K podmnozinou L, ale obé télesa maji i shodné neutralni prvky
a obé aritmetické operace v L se po zUzeni na K shoduji s operacemi v K.
Rekneme také, ze K je podtéleso télesa L

Uloha 1.4.5. Ukaste, e kdyz K C L a L C M jsou rozsireni téles, pak i
K C M je rozsirent téles.

Jsou-li K = (K, ') a L = (L, 9) diferencidln{ télesa a K C L je rozsifen{ téles, jde
o roz§irent diferencidlnich téles, pokud se navic derivace 0 po zizeni na K rovnd
derivaci’. Mluvime téz o diferencidinim podtélese. Tranzitivita v tiloze 1.4.5 plat{
i pro rozsiteni diferencidlnich téles.

Definice 1.4.6 (algebraické a transcendentni prvky). Nechf K C L je
rozsirent téles. Prvek a € L je algebraicky nad K, kdyz existuji prvky co, c1, ..., Cn
vK,neNyac, # 0k, Ze

co+cra+caa® + - +epa” =0, =0k .

Strucénéji napsdno, existuje nenulovy polynom p € K|x] s koeficienty v K, jehoZ
je a korenem. Neni-li prvek a € L nad K algebraicky, nazyvd se transcendentnim
nad K.

Definice 1.4.7 (adjunkce prvku). Nechf K C L je rozsiFend téles a t € L.
Definujeme dvé podmnoziny télesa L,

K[t]={pt) | p € K[z]} a K(t)={p(t)/q(t)|p, ¢ € K[z], q(t) # 0L} .

Proni mnoZina sestdvd z linedrnich kombinaci mocnin (s nezdporngmi expo-
nenty) proku t s koeficienty v K. Druhd se sklddd ze zlomku (podili) prvki v
Kt].

Uloha 1.4.8. Pro jakd t muzeme v predchozi definici K(t) posledni podminku
ekvivalentné prepsat jako: q(x) je nenulovy mnohoclen?

Uloha 1.4.9. Dokaste, e K(t) je nejmensi podtéleso télesa L, které obsahuje
mnoZinu K U {t}.

Piiklad 1.4.10. Libovolné téleso K rozsirime do diferencidlniho télesa (K (x), )
s prvkem x transcendentnim nad K a konstantami K.

Téleso K(x) = Z/~ je tvofeno tiidami ekvivalence relace ~ na mnoziné

Z ={p(x)/q(x) | p, g € K[x], ¢ # 0k }

zlomku (¢ili uspofddanych dvojic) p(z)/q(x) formélnich mnohoclentu p(x) =
ap+ay +---+apr®, a; € K, k € Ny a ay, # 0 (chdpanych jako [ = k + 1-tice
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(ag,ai,...,a;—1) € K', 1 € Ny, kde pro [ = 0 prazdna I-tice odpovid4 identicky
nulovému mnohoclenu) a relace ekvivalence ~ je ddna jako

p(x) r(x)

— ~ <~ p(x)s(x) —r(x)q(x) =0g

o~ = pa)s(e) ~ r(a(e)
(dloha 1.4.11). K (x) je vlastné formélné brané téleso raciondlnich ,funkci“ nad
K. Derivaci 1 K(z) — K(z) na ném definujeme tak, ze pozadujeme o/ = Og
prokazdé a € K a 2’ = 1x. Abstraktni definice derivace pak ddvé jednoznac¢nou
hodnotu r(x)’ pro kazdou r € K(x): pro p,q € K[z] je

p(z) = (ap + a1z + - - - + apz®) = a1 + apx + - + apat !

(=0k prok =0) a

(dloha 1.4.12). O

Uloha 1.4.11. Co presné znamend rovnost p(x)s(z) —r(x)q(z) = Ok v definici
~? Jak presné pocitame s formdlnimi polynomy?

Uloha 1.4.12. Ovérte, Ze vyse definované zobrazeni': K(z) — K(z) je deri-
vace na télese K(x).

Definice 1.4.13 (exp, log a antiderivace). Necht (F, ') je diferencidlni téleso
s prvky b,c € F. KdyZ plati vztah

b=c,
nazgvd se ¢ antiderivact proku b (a b pak je derivaci ¢). Kdyz plati vztah

¥=<
c

(¢ # OF), nazgvd se b logaritmem proku ¢, psino b = loge, a ¢ se nazgvd

exponencidlou b, psdno ¢ = €.

Exponencidla a logaritmus jsou v diferencidlni algebie zavedené abstraktné
pouze svymi diferencidlnimi vlastnostmi.

Definice 1.4.14 (elementarni rozsiteni). Rozsirend diferencidlnich téles
FcaG

se nazyvad elementdrnt, lze-li vétsi teleso ziskat z mensiho postupnym priddvdnim
algebraickych prvki, logaritmi a exponencidl. Existuje tedy takovd posloupnost
proki ai,asg, ... ,an, v G, n € Ny, Ze odpovidajici posloupnost téles

F():F, Fi:Fi,l(ai), 221, 2,...71’L,

konciv F, = G a pro kazdéi=1,2,...,n je prvek a; algebraicky nad F;_1 nebo
je logaritmem prvku z F;_1 nebo je exponencidlou prvku z F;_q.
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V elementarnim rozsiteni pak prvky v G bereme jako vyjadiené vzorcem z prvku
v F. Toto je tedy formalizace pojmu ,, vyjadiit vzorcem® v diferencialni algebre.

Ted uZ jsme s to pfesné uvést abstraktni zobecnéni Liouvilleovy véty 1.1.34
a pak jako jeho dusledek jeji pitimou abstraktni verzi.

Véta 1.4.15 (abstraktni obecna Liouvilleova véta). Nechf F C G je ele-
mentdrni roz§irent diferencidlnich téles, pricemz G md stejné konstanty jako F,
a prvek a € F md antiderivaci v G. Pak existuji konstanty by, ba, ..., by, n € Ny,
a prvky ci,¢a,...,cn,d v F, Ze

n /
_ G 1
a= g bZCi—Fd .
i=1

Dusledek 1.4.16 (abstraktni Liouvilleova véta). F' C G bud elementdrni
roz§irent diferencidlnich téles, pricemz G md stejné konstanty jako F, a pro f, g
v F prvek
fe?,
kde e9 € G je transcendentni nad F', méj antiderivaci v G. Pak existuje prvek
a€eF, ze
f=d +ag .

Dukazy posledni véty a jejiho dusledku, pro néz budeme potiebovat dalsi vysledky
z algebry, na (ne uplné kratky) c¢as odlozime, abychom se vratili k redlnym
funkcim. Ukédzeme, jak dusledek 1.4.16 davéa vétu 1.1.34 a ze ,vyjadieni vzor-
cem*® definované elementarnim diferenciadlnim rozsitenim zachycuje jeho intui-
tivni podobu pro realné funkce.

Budeme muset pracovat ne pouze s redlnymi funkcemi, ale obecnéji s funk-
cemi s komplexnimi hodnotami, typu

f+IN\X—>C,

kde I C R je otevieny neprazdny interval s vynatou diskrétni mnozinou X.
Mnozina X C [ je diskrétni v I, kdyz v I nemd hromadné body, pro kazdé
a € I existuje 6 > 0, ze prunik X N (a — d§,a + 0) je koneény. Derivaci takové
funkce rozumime obvyklou derivaci

FiINX = C, ) = lim LW/
y—e Y —
(funkce, které budeme uvazovat, budou mit derivaci vsude). Ze ZS vime, Ze
obvykla derivace vyhovuje abstraktni definici, je to linedrni zobrazeni spliujici
Leibnizovu identitu. Exponenciala nyni zachycuje goniometrické funkce,

sinz = (1/2i) (e —e™™) a cosz=(1/2) (" +e ™), z€R a i=V-1,

a pro pouzivani komplexnich ¢isel jsou i dalsi dobré algebraické duvody. Nyni
definujeme dostateéné Sirokou tiidu takovych funkci, v niz bude pohodlné se
pohybovat. Maji Laurentovy rozvoje (se stiedem a), rozvoje ::,; an(z—a)" s

an € C, k € Z a tedy s konetné mnoha mocninami se zapornymi exponenty.
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Definice 1.4.17 (meromorfni funkce). Pro dany otevieny neprdzdny inter-
val I C R a v ném diskrétni mnoZinu X C I tekneme, Ze funkce f je meromorfnd
na I (s vynatou X ), pokud

fINX—>C

a pro kazdé a € I existufi redlné § > 0, k € Z a koeficienty a,, € C, n € Z s
n >k, Ze pro kazdé x € (I\ X) N (a — 0,a + §) plati rovnost

f@) =3 anlz—a).

n,n>k
Meromorfni funkce f tedy je na celém I lokdlné souctem Laurentovijch rad. Jako
M(TI)

oznacime mnoZinu funkci f meromorfnich na I (pro nékterou vynatou a v I
diskrétni mnozinu X, zdvisejici na f).

Napifklad f(z) = 1: R\ {0} — R je meromorfnf na R (s vyitatou {0}). Pro
a = 0rozvoj f(z) = L = (z — 0)~! plati pro cely defini¢ni obor. Pro a # 0
mame rozvoje

fay=1=1 % =S ()a T (w — 0

r a l+al
+ n>0

platné pro |z — a| < |a|. Funce f(z) = e/*: R\ {0} — R je meromorfni na
(—00,0) ina (0,+o00 (s vyiatou X = @), ale nikoli na R (s vynatou X = {0}),
protoze f nemd Laurentuv rozvoj se stfedem a = 0. Funkce

log x

W: (0, +o0) \N - R

je meromorfni na (0, +00) (s vynatou X = N).

Ukédzeme, ze raciondlni funkce C(z) jsou meromorfni na R a ze M(I) je
diferencidlni téleso. Raciondlni funkce C(x) nyni narozdil od pifkladu 1.4.10
bereme ,neformélné“ jako funkce, podle definice 1.2.1, ale s a;,b; € C.

Tvrzeni 1.4.18 (o C(z)). Je C(x) C M(R). Raciondini funkce C(x) spolu s
obvyklymi operacemi a obvyklou derivact tvori diferencidlni téleso.

Dukaz. Necht f(x) = Zf:o a;xt/ Zli:o bix' s k,l € Ny, a;,b; € C a apb; #
Ok je raciondlni funkce. Jako X oznaéime (koneénou) mnozinu kofenu jejtho
jmenovatele. Ukdzeme, ze f(z) je meromorn{ na R (s vynatou X). Pro popis
rozvoje funkce f se stfedem v a € R rozlisime dva piipady podle nédlezeni a
do X.

Necht a € R\ X. Oba polynomy v f(z) rozvineme do mocnin dvojélenu z—a
a jejich koeficienty pak oznacime opét a; a b;. Pak ovSsem by # 0 a, oznac¢ime-li
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jako p(z) citatele a r(z) = (b1 /bo)(x — a) + - -+ + (b /bo)(x — a)',

o - Zipulz—a)

T Si bi(z — )t

p(x) 1

bo 1+ (b1/bo)(x—a)+ -+ (bi/bo)(z — a)
_ p(l‘) Z(—l)n’/‘(.ﬁ)n.

b
0 >0

Pro z blizko u a je |r(x)| < 1 a fada absolutné konverguje. Rozvinutim mocnin
r(z)™, vyndsobenim p(z)/by a prerovnanim pak dostdvdme pro f(z) rozvoj (do
mocninné fady) se stfedem a.

Necht a € X a a mé ve jmenovateli jako kofen nasobnost m € N, 1 < m < [.
Podobné jako v pfedeslém pripadu pfechodem k mocnindm dvojélenu = — a
méme, s p(z) jako difve a 7(x) = (byys1/bm)(x —a) + - -+ (by/by)(x — a)l=™

S g ai(a — a)l
flo) = &=t 0
) S o bi(z — a)

plx) 1
b (z —a)™ 1+ (bpa1/bm)(x —a)+ -+ (b /b)) (x — a)l=™

_ bmé@ S (1) ()"

a)m n>0

Pro z blizko u a je opét |r(x)| < 1 a fada absolutné konverguje. Rozvinutim
mocnin r(x)™, vyndsobenim p(x)/b,,(x —a)™ a pferovndnim pak dostdvame pro
f(z) Laurenttiv rozvoj se stfedem a.

Asi neni nutné explicitné vypisovat aritmetické operace, vuci nimz racionaln{
funkce C(x) tvoii téleso, a obvyklou derivaci’ jsme uz vyse uvedli. Podle vysledku
v ZS je (C(z), ") diferencidlni téleso. O

Uloha 1.4.19. Nebylo by mozné oba pripady predesiého dikazu sloudit v jeden?

Ted dokdZeme mnohem obecnéji, Ze kazdd mnoZina M (I) je pfirozenym
zpusobem diferencidlni téleso. Neni to zase tak pfimocary vysledek, jak nékteré
vyklady Liouvilleovy véty v literatufe sugeruji. Budeme potifebovat vétu o jed-
noznacnosti mocninnych fad, kterou jsme v MA I [5] dokézali a kterou ted
pripomeneme a zobecnime v néasledujicich dvou ulohéch.

Uloha 1.4.20. Necht § > 0 je redlné éislo, (bn) C (=9,6) je posloupnost nenu-
lovyjch cisel jdouci k 0, Tada
flz) = Z anz"

n>0

s an, € C konverguje (absolutné) na (—6,8) a f(b,) = 0 pro kazdé n. Dokazte,
ze pak a, =0 pro kaZdé n € Ny.
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Uloha 1.4.21. Necht § > 0 je redlné &islo, (b,) C (—6,0) je posloupnost nenu-
lovijch cisel jdouci k 0, Laurentova rada

flx) = Z anx”
n>k

sk €Z aay, € C konverguje (absolutné) na (—0,9) \ {0} a f(b,) =0 pro kazdé
n. Dokazte, Ze pak a, =0 pro kaZdé n € Z sn > k.

Disledek 1.4.22 (o nulové merom. funkci). Kdyz funkce f v M(I), kterd
mda vynatou mnoZinu X, spliuje

f(bn) =0

pro kazdé n € N pro néjakou posloupnost (b,) C I\ X slim b, =b € I, pak f
je identicky nulovd funkce.

Dukaz. Necht Y ={z € I\ X | f(z) =0} a
A={JCI|J\X CY aJ jeneprizdny otevieny interval} .

Ukazeme, ze I € A. Podle predpokladu a tloh 1.4.20 a 1.4.21 existuje § > 0,
ze (b—06,b+0) € A. Usporaddni (A, C) je neprazdné a spliuje predpoklady
Zornova lemmatu (tiloha 1.4.23). Necht J € A je maximdlni prvek. UkdZeme,
ze J =1. |

Uloha 1.4.23 (Zornovo lemma). Odvod’te z aziomu vyjbéru Zornovo lemmas:
Je-li (P, <) takové usporddant, kde pro kazdy tetézec Q C P (tj. a,b € Q = a <
bV b<a) existuje prvek r € P, Ze pro kazdé q € Q je q < r, potom existuje
prvek s € P, Ze pro Zddné t € P neni s < t, takZe s je mazximdlni prvek v P.

Véta 1.4.24 (o M(I)). Necht I C R je otevieny neprdzdny interval. MnoZina
M(I) funkci meromorfnich na I spolu s obvyklymi aritmetickymi, bodové defi-
novanymi, operacemi a obvyklou derivact tvori diferencialni téleso.

Diikaz. Konstantnf funkce 0 a 1 jsou trividlné v M (I). Dokédzeme, ze M (I) je
uzaviend na soucty, souciny a na derivaci. Necht f, g € M (I)—lze predpoklddat,
ze vynatd diskrétni{ mnozina X je spoletnd obéma funkcim (dloha 1.4.25), a € T
a f(r) =2, span(z—a)" ag(x) =73, <, bu(x —a)” jsou Laurentovy rozvoje
obou funkci, platné pro € (I \ X) N (a — d,a + 0). Pak

f@)+g@) = D (an+ba)@—a)",

n>min(k,l)

Z( 3 aibj)@_a)n

n>k+l Ni>k,j2>1 i+j=n

f(@)g(x)
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(v prvnf rovnici nedefinované a,, a b, bereme jako 0) a

flz)=Y (n+Dan(z —a)"

n>k—1

(pro k = 0 scitdme stéle pfes n > 0) jsou po fadé Laurentovy rozvoje souctové
funkce f + g, soucinové funkce fg a derivace f’, platné pro x € (I \ X) N (a —
0,a+ §) (tloha 1.4.26).

Zbyvéa dokézat, ze M(I) je uzaviend na podily. Necht f,g € M(I), kde
g # Oumery a f a g opét maji spoletnou vyiatou mnozinu X. Ukédzeme, Ze
f/g € M(I). K tomu je tieba ukdzat, ze mnozina

Z={xel\X|g(x)=0}
je diskrétni. Kdyby tomu tak nebylo, existuje posloupnost (b,) C I\ X, b, —
b eR, ze g(b,) =0 pro kazdé n € N. m]

Uloha 1.4.25. Pro¢ pro dvé funkce f,g € M(I) muZeme vzit spoleénou vynatou
mnoZinu X ?

Uloha 1.4.26. Dokazte, Ze hotejsi rozvoje pro soucet, soucin a derivaci plati
ve stejném oboru, jako pro puvodnd funkce.

Tvrzeni 1.4.27 (vnoteni dif. téles). I a J, J C I C R, bud’te dva neprdzdné
otevrené intervaly. Zobrazeni

F:M(I) = M(J), F(f)=fIJ,

které zuzuje funkci f na interval J, je vnorent diferencidlnich téles, injektivni ho-
momorfismus mezi diferenciglnimi télesy. Jeho prostrednictvim chdpeme M (I)
jako diferencidlni podtéleso télesa M(J) a M(I) C M(J) jako rozsireni dife-
rencidlnich téles.

Dikaz.

Véta 1.4.28 (elementarni rozsifovani M (I)). Nechf I C R je neprdzdny
otevreny interval.

1. Pro kazdou (n + 1)-tici funkci fo, f1,..., fa € M(I), n € N a fr # Op(ry,
existuje neprdzdny otevieny podinterval J C I a funkce f meromorfni na
J (s vyriatou X =), Ze v télese M (J) plati vztah

fot fif+ fof2 44 fuf™ = Ona) -
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2. Pro kaZdou nenulovou g € M(I) existuje neprdzdny otevieny podinterval
J C I a funkce f meromorfni na J (s vyniatou X = 0), Ze v diferencidlnim
telese M(J) plati vztah

/

f=logg, tojest f' = g
g

3. Pro kazdou g € M(I) existuje neprdzdny otevieny podinterval J C I a
funkce f meromorfni na J (s vyriatou X = 0), Ze v diferencidlnim télese
M(J) plati vztah

!

f=2e9 tojest g':?.

Dikaz.

1.5 Poznamky a dalsi dlohy

0ddil 1.1. Zminénym vysledkum J. Liouvillea o po¢tech vyjadieni ¢isel pomoci
souctu ¢tvercu se vénuje kniha [21] K. S. Williamse.
0ddil 1.3.
Véta 1.3.8 a jeji ditkaz jsou prevzaté z ¢lanku [13] D. Preisse a M. Tartagliové.
0Oddil 1.4.

Dalsi tdlohy

/ 2x
3-8

Uloha 1.5.1. Spocitejte
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Kapitola 2
Integraly

Riemanntv integrél

/ff[f@)[f@)m

funkce f: [a,b] = R, a,b € R s a < b, pres kompaktn{ interval, jehoz zdkladn{
vlastnosti uvddime v oddilu 2.1, je rigorézni definici plochy dtvaru U(a,b, f)
pod grafem funkce f. Nésledujici oddil 2.2 ho rozsifuje na libovolny, ne nutné
kompaktni, interval. Dokdzeme obecnou identitu, jejimz specidlnim piipadem je
napiiklad rovnost

/+°° (1 +sinz)e™® — (1 +sin(2z))e2* dr = log 2
0

T

V oddilu 2.3 rozsifime Riemannuv integrdl jinym smérem, na funkce nékolika

proménnych. Hlavnim vysledkem tu je verze Fubiniovy véty, kterd se zabyva

zménou poradi integraénich proménnych. Jesté jiné zobecnéni f(f f(z) dz uvadime
v oddilu 2.4: na f; f(z)dg(x) pro dvé funkce f,g: [a,b] — R, tak zvany Rie-

mannuv—Stieltjesuv integral. Pro néj rozdil mezi diskrétnimi soucty a integraly

mizi:

Uplné prvni byl ale v 17. stoleti Newtonuv integrédl, ktery spociva pouze v
inverznim derivovani. Je dulezity z praktického hlediska a probereme ho v
oddilu 2.5. Aplikacim intergralu vénujeme oddil 2.6. Uvadime v ném napiiklad
dva dukazy Stirlingovy formule

n! ~2mn (ﬁ)

e

pomoci integrali —iplné pro né staci ten Newtonuv. Posledni dva oddily 2.7 a
2.8 zavddéji dva dalsf integrily (a jesté o dalsich se zminime v oddilu 2.9), oba
daleko mocnéjsi nez Riemannuv, totiz Henstockuv-Kurzweiluv a Lebesgueuv.

36



2.1 Riemannuv integral

Délent intervalu, jeho norma a déleni s body. Ruzné jim prislusejici soucty. Dvé
definice Riemannova integrdlu. Neomezend funkce ho memd.

Zavedeme dva typy déleni intervalu a dva typy jim odpovidajicich souctu.
Délku intervalu oznac¢ujeme absolutni hodnotou.

Definice 2.1.1 (déleni intervalu a jeho norma). Pro k € N a a,b € R s
a < b nazveme (k + 1)-tici D = (ag, a1, . ..,ax) redlngch ¢éisel délenim intervalu
[a, b], pokud

a=aqyp<a1 <---<ap=»>b.

Budeme pouzivat znaceni I; = la;,a;11], ¢ = 0,1,...,k — 1. Normou délend
A(D) € (0,400) rozumime

AD) = gax Ml =, e (@i —aa),

mazimdlni délku podintervalu I;.

Definice 2.1.2 (dolni a horni soucet). Nechf a,b€ R sa <b, f: [a,b] > R

a D = (ag,ai,...,ax) je délent intervalu [a,b]. Cislim
k—1 k—1
s(f, D) = ; |1ilm; = ;(aiﬂ —a;) xlgf f(z) € RU{—o0}
“ k—1 k—1
S(f,D) = Z |1:| M; = Z(ai+1 — a;) Sg? f(z) € RU {+o0}
i=0 i=0 reli

fikdme dolnd a horni soucet (pro funkci f a déleni D). Tyto hodnoty jsou vidy
definované (dloha 2.1.3).

Uloha 2.1.3. Pro¢ jsou dolni a horni soucty vidy definované?

Definice 2.1.4 (déleni s body). Prok € Naa,b € R sa < b nazveme dvojici
(D, C) deélenim intervalu [a,b] s body, je-li

D = (ao, a1, - .-, ar)
délent intervalu [a,b] a
C = (CQ7 Cly -, Ck—l)
je k-tice redlnych c¢isel spliugici ¢; € I; = [a;,a;41] proi=0,1,... .k — 1.
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Definice 2.1.5 (riemannovsky soucet). Necht a,b € R sa <b, f: [a,b] —
R a (D,C), D = (ag,a1,...,ar) a C = (co,c1,...,¢k—1), je délend intervalu
[a,b] s body. Cislu

k

K
R(f, D, C) = |Llf(ci) =Y (a1 —ai) f(e;) €R
i=0

i=0
fikdme riemannovsky soucet (pro funkci f a délend s body (D, C)).

Soucty s(f, D), S(f,D) a R(f, D, C) jsou aproximace plochy U(a, b, f) plochami
stupriovitych dtvaru slozenych z obdélniku se zdkladnami I; a s vyskami rovnymi
po fadé infimu f na I;, supremu f na I;, a f(¢;) pro né&jaky vzorkovy bod ¢;
lezici v I;.

Nésledujici definici zavedl B. Riemann (pro trochu informaci o ném viz [5]).

Definice 2.1.6 (1. definice Riemannova integralu). Rekneme, Ze funkce
f:fa, ] >R

md na intervalu [a,b], a,b € R s a < b, Riemanniv integrdl I € R, pokud pro
kazdé e > 0 existuje 6 > 0, Ze pro kazdé deleni (D, C') intervalu [a,b] s body

AD)<dé=|I-R(f,D,C)|<e.

Pozaduje se tedy I € R, nevlastni hodnoty +o0o nejsou povoleny. Pokud takové

¢islo I existuje, piSeme
b b
1= [ f@ia=[ s

a fekneme, ze f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a,b]. TFidu vSech
riemannovsky integrovatelnych funkci oznac¢ime jako

R(a,b) :=={f | f je definovand a riemannovsky integrovatelnd na [a, b]} .

Prvni definici Riemannova integralu lze shrnout vzorcem

b
/f: lim R(f,D,C)cR.

A(D)—>0

Limitu zde chédpeme ve smyslu definice 2.1.6, jako symbol jsme definovali jen
limitu posloupnosti a limitu funkce v bodé.

Uloha 2.1.7. Dokazte, Ze pro neomezenou funkci f: [a,b] — R jeji integrdl
f: f podle definice 2.1.6 neexistuje.

Druhd (ekvivalentni) definice Riemannova integrélu pouziva dolni a horn{
integraly a nalezi J.-G. Darbouxovi.
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Definice 2.1.8 (dolni a horni integral). Pro funkci f: [a,b] = R, kde a <b
jsou redlnd ¢isla, jeji dolni integrdl na [a,b] definujeme jako

b b
/ f :/ f(z) dz = sup({s(f, D) | D je déleni [a, b]}) € R*

a hornt integrdl jako

) )
/ f:/ f(z) dz = inf({S(f, D) | D je délent [a, b]}) € R .
Tyto hodnoty jsou vidy definované.

Suprema a infima zde bereme z podmnozin R* = R U {—o0, +00}, tedy tfeba
inf({+00}) = +oo (ptiklad funkce f, kde toto nastava, bude za chvilku). Pfipomenme
si, je to jedna uloha v [5], Ze kazdd podmnozina R* m4 infimum i supremum.

Pozdéji dokazeme, ze vzdy o
b b
[r<[1.

Nastava-li rovnost a spole¢nad hodnota je konetna, dostavame jinou definici Ri-
emannova integralu.

Definice 2.1.9 (2. definice Riemannova integralu). Funkce f : [a,b] - R
md na intervalu [a,b], a,b € R s a < b, Riemanniv integrdl, pokud

/abf—/abfeR.

Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b] je pak tato spolecnd hodnota a

znacéime ho . ,
[ =] rwa.

Pozdéji dokazeme ekvivalenci obou definic, definuji tutéz tiidu riemannovsky
integrovatelnych funkei a ddvaji tutéz hodnotu Riemannova integralu, je-li de-
finovan.

R. integral jsme tak definovali, dokonce dvéma zpusoby, pro kompaktni po-
dintervaly redlné osy ruzné od ) a singletontt {a}. Pro tplnost ted definici
doplnime i o tyto piipady, oddil 2.2 pak rozsifuje R. integrédl na jakykoli realny
interval. Pro algebraické manipulace s integraly je uzitecné definovat symbol
f: fiproa>b.

Definice 2.1.10 (dodatek k definici R. [). Necht a,b € R sa < b jsou ¢isla
a f:]a,b] = R je funkce. Pro a = b definujeme f;f = [ f:=0. Pro prdzdnj
interval téz f(b f:=0 pro jakoukoli funkci f. Konecné klademe

[r=-[r.
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pokud posledni integrdl existuge.

Posledni definice fika, ze prohozeni integra¢nich mez{ zachycuje zména znaménka.
Vyuziva se to pii po¢itdni integralu substitucemi s klesajicimi funkcemi, napiiklad
kdyz proménnou z probihajici [0, 1] nahradime substituci 2 = 1 — y proménnou
y probihajici ty7 interval, ale v opaéném smyslu (viz tvrzeni 2.1).

Jak uz z tlohy 2.1.7 tusime, neomezené funkce R. integral nemaji.

Tvrzeni 2.1.11 (neomezené funkce nemaji integral). Kdyz funkce

fila, b = R
neni omezend, potom f;f nebo Ef nent konecny, a tak f & R(a,b).

Diikaz. Reknéme, ze f neni omezend shora. Pro néjakou posloupnost (a,) C
[a,b] pak lim f(a,) = +oo. Podle jedné véty ze ZS muzeme piedpoklddat, ze
lim a,, = ¢ € [a,b]. Pro libovolné déleni D intervalu [a, b] ale

k-1
S(f, D) =Y |LIM; = 400,

=0

protoze kazdy s¢itanec je koneény nebo 400, a alespon jeden z nich, ten s ¢ € I;
a ap, € I; pro nekoneéné mnoho n, je |I;|M; = |I;|(+00) = +o0. Tedy mnozina

hodnot hornich sou¢ta je {4+o00} a fjf = +o00. Podobné se dokdze, ze pro f

b
neomezenou zdola je [ f = —oo. O

Priklad 2.1.12. Uvedeme priklad funkce f: [0,1] — R, pro kterou

/Olf:/olfz—l-oo

(tedy f nemd Riemannuv integrdl, i kdyZ se dolni a horni integrdl rovnaji).
Staci vzit f(z) = :%2 pro x # 0 a f(0) = 0. Podle pfedeslého diukazu, protoze f

neni shora omezen4, fol f = +o0. Pro odhad dolniho integralu vezmeme déleni
D, = (0,5=,%, 1), n € N. Pak

YO n?
1 1 1 1 n
Dy)={(=—-0)- — )Pl = 1>
s(f Dn) (2n 0) 0+ (n Qn) " +< n) —2
To pro n — 400 jde téz do +00 a podle definice 2.1.8 se folf = +00. O

Definice 2.1.13 (zjemnéni déleni). Pro dvé déleni D C E intervalu [a,b],
kdy kazdy bod v D je i bodem v E, rekneme, Ze E zjemnuje D nebo Ze E je
zjemneéni D.
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Lemma 2.1.14 (o zjemnéni). KdyZ f: [a,b] = R a D a D’ jsou dvé délent
intervalu [a,b), pricemz D' zjemnuge D, pak

s(f, D') > s(f, D) a S(f,D") < S(f, D).

Diikaz. Uvdzime-li definici sum s(f, D) a S(f,D) a to, ze D’ vznikne z D
postupnym piiddvéanim bodu, vidime, Ze obé nerovnosti staéi dokazat v situaci,
kdy D= (ap=a <a; =b)aD = (a) =a < a} <al=0>). Podle definice infim
hodnot funkce f méme

= inf < inf =m; < inf =m] .
Mo aoglggal f(l') - aégnzlga’l f(l') Mo & 1Mo = a’lfuigaf‘, f(l') ™
Tedy
s(f, D') = (ay —ag)mg + (ay — ay)m} = (@) — ag)mo + (a3 — aj)mo
= (a3 —ap)mo = (b—a)mo = s(f, D) .

Nerovnost S(f, D') < S(f, D) se dokéze podobné. a

Dausledek 2.1.15 (s < S). Kdyz f: [a,b] = R a D, D’ jsou dvé délent [a, ],
pak
s(f, D) < S(f, D).

Diikaz. Nechf £ = DU D’ je spoleéné zjemnéni obou déleni. Podle piedeslého
lemmatu mame

s(f, D) <s(f, B) < S(f, E) <S(f,D') .
Prvni a posledni nerovnost plati podle lemmatu a prostfedni plyne hned z de-
finice horni a dolni sumy. a
Tvrzeni 2.1.16 ([ < [). Necht
fila, b)) = R

je funkce, m = inf,<.<p f(x), M = sup,<,<;, f(z) a D,D" jsou dvé déleni
intervalu [a,b]. Pak plati nerovnosti

b b
m(b—a)Ss(f,D)S/fs/fSS(f,D’)SM(b—a)-

Dukaz. Prvni a posledni nerovnost jsou specialni piipady lemmatu 2.1.14.
Druhd a predposledni nerovnost plynou hned z definice dolniho a horniho in-
tegralu jakozto suprema, respektive infima. Podle dusledku 2.1.15 je kazdy pr-
vek mnoziny dolnich sum, se supremem f; f, mensi nebo roven kazdému prvku
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mnoziny hornich sum, s infimem je f; f. Podle definice infima (nejvétsi dolni
mez) a suprema (nejmensi horni mez) odtud vyplyvé prostfedni nerovnost: pro

kazdé déleni D je s(f, D) dolni mezi druhé mnoziny, tedy s(f, D) < fabf, tedy
f:f je horni mez{ prvni mnoziny, tedy f:f < fabf |

Tvrzeni 2.1.17 (kritérium integrovatelnosti). Necht, pro redind éisla a <
b, f: [a,b] = R. Potom

feR(a,b) < Ve>03ID: 0<S(f, D)—s(f,D)<e.

Jingmi slovy, f md Riemanniv integrdl, prdvé kdyZ pro kaZdé € > 0 je pro
néjaké déleni D intervalu [a,b] odpovidajict horni suma o méné nez e vétsi nez
odpovidagici dolni suma.

Dikaz. Implikace =. Predpokldddme, ze f md na [a,b] Riemanniv integral,
tedy [°f = [°f = [°f € R. Necht je ddno ¢ > 0. Podle definice dolniho a
hornfho integralu existuji déleni £y a Fs, ze

s(f7E1)>/abf—;:/abf—; a S(f,E2)</ff+;:/abf+;

Podle lemmatu 2.1.14 tyto nerovnosti platii po ndhradé F a Es jejich spole¢nym
zjemnénim D = F; U F5. Sec¢tenim obou nerovnosti dostaneme

b € b €
str0)-sth. o)< [ rege (= [re5) =<
Implikace <. Predpoklddame platnost uvedené podminky s € a D. Pro dané

e > 0 vezmeme odpovidajici déleni D a podle definice dolniho a horniho in-
tegralu dostaneme

b b b b
[resuny<sepyves [ ety [1-[f<e.
Tato nerovnost plati pro kazdé ¢ > 0, a tak podle predchoziho tvrzeni mdme
fff = f:f € R (tloha 2.1.18). Tedy f m4 na [a,b] Riemannuv integral. |
Uloha 2.1.18. Pro¢ na konci predchoziho dikazu nemize nastat treba fabf =

fabf = +o0, jako v prikladu 2.1.12?

Priklad 2.1.19 (omezena funkce bez integralu). Funkci
f:00,1] =40, 1}, fla)=1 <= a€Q,

se 7ikd Dirichletova funkce. Nemd Riemanniv integrdl, i kdyz je omezend.
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Kazdy interval s kladnou délkou obsahuje body, kde ma f hodnotu 0 a body,
kde mé hodnotu 1. Proto s(f, D) =0 a S(f, D) = 1 pro kazdé déleni D a

/Olf:0</01f:1.

Piiklad 2.1.20. Spocitdme z druhé definice Riemannova integrdlu, Ze

1
1
/IQdLEZ*.
0 3

Pron =1,2,... vezmeme déleni D,, = (Q%,%,...,"T_l,l). Pak
"1 i1\
D)= (= =n 312422+ —1)?
S(f. D) ;_fn(n> 22 et (1))

a podobné

SRS

S(f, Dn)

n
1=

SN 2
(2) =n (17420 4 n?).
1

Tedy S(f,Dy) — s(f,Dn) = 2 — 0 pron — oo a f(z) = 22 md na [0,1]
Riemannuv integral podle tvrzeni 2.1.17. Podle tvrzeni 2.1.16 staci ukazat, ze

pro n — o< je
3

Sh ::12+22+~~+n2:%+0(n2).
Protoze 1 +2+---+n <n? z

n n

(n+1)3—13=Z((i+1)3—z‘3):Z(3z’2+3i+1)=35n+3i:z‘+n

i=1 i=1 i=1

opravdu mame, ze

3 32 9 n 3
W_Ziziﬂ)(nz).

S, =
3

=1

0O

Zde se ukéazala prednost Darbouxova pfistupu v definici 2.1.9 ve srovnani s
Riemannovym v definici 2.1.6, podle niz by se predchozi integral pocital dost
obtizné.
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Véta 2.1.21 (ekvivalence obou definic Riemannova integralu). Funkce
fila, )] 2 R, a, bR, a<b,

ma Riemanniv integrdl podle definice 2.1.6, pravé kdyzZ md md Riemannuv in-
tegrdl podle definice 2.1.9. Obé hodnoty se vidy rovnayji.

Diikaz. Necht fjf = I € R podle definice 2.1.6. To znamenad, ze pro kazdé
€ > 0 existuje déleni D = (a = ap < a1 < --- < a = b) intervalu [a, b], ze

k—1
I— Z || f(c:)

=0

<e,

pro jakékoli body ¢; € I;,i=0,1,...,k—1 (dokonce to plat{ pro kazdé déleni D
s dostatetné malou normou). Speciélné jsou vsechny hodnoty m; = inf,cy, f(x)
a M; = sup,¢;, f(x) koneéné. Pro dané € > 0 a takové D zvolime body ¢;, ¢; € I;
tak, ze

() a f(e) <mi+ i=0,1,....k—1.

_ e €
b— b—a’

s(f, D) = Zu|mz>2|u (i) —e/(b Zlflfcz

= (f,D7C)—5>I—25.
Podobné pomoci C" a R(f,D,C") plyne, ze S(f,D) < I + 2. Tedy, podle
tvrzenf 2.1.16, I — 2e < ['f < [*f < I 4 2¢. Platf to pro kazdé & > 0, tudiz

L:f :T;f =Ia f;f = I podle definice 2.1.9.

Necht nyni f:f = I € R podle definice 2.1.9. Podle tvrzeni 2.1.11 je f
omezend, |f(z)| < K pro kazdé x € [a,b] a ngjakou konstantu K > 0. Bud ddno
€ > 0. Podle tvrzeni 2.1.16 a 2.1.17 existuje déleni D = (a = ag < a1 < -+ <
a = b) intervalu [a, b], Ze

I—e<s(f,D)<S(f,D)<I+e¢.

Vezmeme tak malé § > 0, ze 30kK < ¢. Odhadneme R(f,D’,C) pro jakékoli
déleni D' = (& = a5 < a} < --- < a; = b) intervalu [a,b] s body C =
(coy.-yc—1) as A(D') < d.Prokazdé i =0,1,...,k — 1 vezmeme mnozinu

Xi={je{0,1,....1-1} | I} C I,}

ajakoY C {0,1,...,l—1} oznacime mnozinu zbylych indexi j, téch intervali I’
v délenf D', ze I} ¢ I; pro zadné i. Patrné (i) pro kazdé i je [I;| > > ., [ >
|I;] — 28 a (ii) |Y] < k (dloha 2.1.22). Tedy

R(f, D', C) > Z SO NLml 4+ 1 m) >Zmz > -

=0 jeX; JjeEY JjeX;
— koK > s(f, )—2k6K—k5K>I—26.
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Podobné (tiloha 2.1.23)

R(f,D',C) < S(f, D Z > |I’|M’+Z|]’|M’<ZM >+

=0 jeX; JEY JEX;
+ koK < S(f, )+2k5K+k§K<I+2€.

Plat{ to pro kazdé ¢ > 0, tudfz limypy 0 R(f,D,C) = I a [’ f = I podle
definice 2.1.6. O

Uloha 2.1.22. Dokazte nerovnosti (i) a (ii).

Uloha 2.1.23. Proc¢ plati nerovnosti 21 01 mi Y iex, ;1 = s(f, D) — 2k6K a
SE M e, 1] < S(f,D) + 2k3K 7

Z tvrzeni 2.1.11 a ptikladu 2.1.19 je vidét, ze neomezenost funkce i jeji
prilisna nespojitost vylucuji existenci integralu. Francouzsky matematik Henri
Lebesgue (1877-1941) (narodil se v Beauvais, v r. 1901 zavedl novy a hlavné
obecnéjsi typ integralu, posléze po ném nazvany, ktery znamenal prevrat v ma-
tematice, od r. 1921 az do smrti byl profesorem matematiky na College de
France), s nimz jsme se setkali v MA I [5] v jeho vété o seéndch a teénédch, na-
lez]l nutnou a postacujici podminku pro existenci Riemannova integralu omezené
funkce v zdvislosti na velikosti mnoziny bodi, kde je funkce nespojita: integral
existuje, pravé kdyz ma tato mnozina miru nula. Mnoziny s nulovou mirou jsme
definovali uz v MA I [5] pravé kvuli vété o setndch a teénach. Ted definici pro
¢tenarovo pohodli pfipomeneme.

Definice 2.1.24 (nulova mira). MnozZina M C R md (Lebesgueovu) miru
nula (nebo také md nulovou miru), kdyz pro kazdé ¢ > 0 existuji posloupnosti
(an), (bn) CR, Ze an < by, pro kazdé n € N,

> (bn—an)<ec a MC [j(an, by) .

n=1
Znamend to, Ze M lze pokryt systémy oteviengch intervali s libovolné malymi

celkovymi délkami.

Uloha 2.1.25. Ukazte, Ze kdyZ se v predchozi definici povoli libovolné (nebo
i jen nékteré jiné) typy intervali (ovsem s kladngmi délkami), popFipadé i je-
jich konecné posloupnosti, ddvd to stdle ekvivalentni definici mnozin s nulovou
mirou.

Tvrzeni 2.1.26 (vlastnosti mnozin miry 0). MnoZiny redlngch cisel s nu-
lovou mirou maji nasledujici vlastnosti.

1. KazZda nejvyse spocetnd mnozina md miru nula.
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2. Podmnozina mnoZiny s nulovou mirou md také miru nula.
3. Nejvyse spocetné sjednoceni mnozin miry nula md nulovou miru.

Dikaz. 1. Danou nejvyse spoc¢etnou mnozinu M C R sefadime do posloupnosti
(an) tak, ze M = {a,, | n € N}. Posloupnost intervalt

(an — 5/2"“, a, + 6/2”“), neN,

ma& obé vlastnosti pozadované definici 2.1.24.

2. Toto plyne trivialné z definice 2.1.24.

3. Danou nejvyse spocetnou mnozinu X C P(R) sefadime do posloupnosti
(4,) tak, ze X = {4,, | n € N}. Kazd4d A,, C R md miru nula, tedy pro dané
e > 0 a kazdé n € N existuje posloupnost intervaltl (am, n;bm.n), m € N, ze

i(bm,n - am,n) S % a An C G (am,na bm,n) .

m=1 m=1

Necht (an,by), n € N, je sefazeni do posloupnosti mnoziny intervali

{(am,m bm,n) | m,n e N} .

Nenf tézké vidét, ze intervaly (ay, b,) maji celkovou délku nejvyse ¢ a pokryvaji
sjednoceni |J;~ ; A,, (tiloha 2.1.27). 0

Uloha 2.1.27. Dokazte turzend zivéru dikazu, ze S (b, —an) < € a U, 4, C
U1 (@n; bn).

Napiiklad spocetnd mnozina
[07 1]QQ: (Cl7 C2, )

ma nulovou miru a lze ji pokryt posloupnosti dokonce wvzdjemné disjunkinich
otevienych intervalu (an,b,) C [0,1] s libovolné malou celkovou délkou < ¢ €
(0,1): néjakym intervalem I; = (a1,b1) C [0, 1] délky 5 pokryjeme &islo ¢, pak
vezmeme nejmensi no € N; Ze ¢,, ¢ I; a néjakym intervalem Iy = (ag,be) C
[0,1] délky < § a disjunktnim s I; pokryjeme ¢islo c,,, pak vezmeme nejmensi
n3 € N, ze ¢,,, ¢ I U I a néjakym intervalem I3 = (a3, b3) C [0,1] délky < £
a disjunktnim s I; U Iy pokryjeme &islo c,, a tak postupujeme dal. Je jasné, ze
po nekoneéné mnoha krocich tim vytvoiime posloupnost otevienych intervalu
(an,bn) C [0,1] s uvedenymi vlastnostmi, nicméné se jeji existence v jednom
ohledu vzpird (alespon autorové) predstavivosti.

Uloha 2.1.28. Pro¢ predchozi postup pokracuje nekonecné dlouho a pro kazdé
JjeN, j>1, existuje (nejmensi) nj €N, Zec,, ¢ LU, U---Ul; 17
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Predstavivosti se vzpira mnozina
o0
M= [07 1]\ U (ana bn)
n=1

mezer mezi intervaly. V kazdém kone¢ném kroku n € N je odpovidajici
M, =0, 1\ ((a1, b1) U-+-U (an, byn)) = [co, do] U -+ U [cn, dy]

tvofena n 4+ 1 uzavienymi intervaly [¢;, d;] s kladnymi délkami. Po ,pfechodu
do nekonec¢na“, kdy n probéhne celé N, dostaneme nekone¢nou ale stédle jen
spocetnou posloupnost intervalt

(Gn, bn), n=1,2, ...,
kterd je jednoduse sjednocenim vsech svych pocateénich tseku

(Cl1, bl), (CLQ, bz), ey (an, bn) y

ale co se stane s mnozinami mezer M,? ,Piejdou” v mnozinu M, kterad je

zédny interval s kladnou délkou (ten totiz obsahuje raciondlni ¢isla z [0, 1],
kterym se M vyhybd) a soucasné je nespocetnd. Kdyby M byla spocetnd
Dokazme tedy, ze intervaly s kladnymi délkami nemaji miru nula.

Tvrzeni 2.1.29 (zfejmé, ale ...). MnoZina
[a, b)) ={z €eR|a<z<b},
kde a < b jsou redlnd ¢isla, nemd miru nula.

Dikaz. Piedpokldddme, Ze pro néjakd redlnd ¢isla a1 < af, as < db, a tak dél
nastava
oo
[a, b] C (a1, a}) U (ag, ab)U... a (a; —a;) <b—a
i=1

a odvodime spor. Podle Heineho—Borelovy véty (kazdé pokryti kompaktni mnoziny
otevienymi intervaly mé koneéné podpokryti, viz [5]) muzeme piedpoklddat, ze
posloupnost intervalu (a;, a;) je koneénd, feknéme (a1, a}), (az,db), ..., (an,al,),

a ze (a;,a}) Na,b] # 0 pro kazdé i = 1,2,...,n. Vezmeme mnoziny

X={r1 <za<- - <ua}= (U{ai, a;} U{a, b}) N [a, b]

i=1

Xi={je{l,2,...;r} |z €la;,al]}, i=1,2,...,n,
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coz jsou neprazdné intervaly ¢isel z [r]. Oznaéime-li u; = min(X;) a v; =
max(X;), mdme

’U/L'fl

Ty; — Ty = Z (zj41 —xj) < a; —a; (tloha 2.1.30) .

J=uq

Dale
[T] :{17 2, ...,T}:Xl UXQU"'UXn

a dokonce pro kazdé j € [r — 1] existuje i € [n], ze {j,j + 1} C X;, tedy
u; < j <w; (tiloha 2.1.31). Proto (z, =bax; =a)

r—1 n v;—1 n
b—a:Z(xj_H —xzj) < Z Z(a:j_H —xj) §Z(a§—ai) <b—a,
j=1 i=1 j=uy i=1
coz je ten spor. O

Uloha 2.1.30. Pro¢ plati nerovnost x,, — Ty, < a; —a;?
Uloha 2.1.31. Proé pro kazdé j € [r — 1] existuje i € [n], Ze {j,j +1} C X ?
Véta 2.1.32 (H. Lebesgue, 1901). Funkce f: [a,b] = R md Riemanniv in-

tegrdl, pravé kdyz je omezend a mnoZina bodi intervalu [a,b], kde je nespojitd,
md miru nula.

Dtikaz.

Otazka posluchace. Fxistuje nespocetnd mmnoZzina redlniych cisel s nulovou
mirou?

Existuje. Klasickym piikladem je tzv. Cantorovo diskontinuum. Je to mnozina

n=1

— to, co zbude z intervalu [0,1] vyhodime-li prostfedni tfetinu (%, %), pak
prostiedni tfetinu z kazdé z obou zbylych krajnich tfetin, tj. pak vyhodime
(5.2)U (57 8), pak vyhodime z kazdé ze zbylych Etyiech devitin jeji prostrednf
tfetinu a tak déle do nekone¢na. Jinymi slovy

Xc = {a = Zjil al/SZ | a; € {0,2}}

— X¢ jsou prévé ta &isla z [0, 1], v jejichz rozvoji pii zdkladu 3 se vyskytuji
pouze cifry 0 a 2 (a nikde cifra 1). Naptiklad

1/3 =(0.02222...)5 € X¢ nebo 1/4 = (0.020202...)s € X¢ ,
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ale 5/8 = (0.121212...)3 € X¢. Z této korespondence s nekoneénymi posloup-
nostmi 0 a 2 je vidét, ze X¢ je nespocetnd. Neni ani tézké ukazat, ze ma nulovou
miru (cviceni).

Tvrzeni (monotonie = integrovatelnost). Je-li funkce f : [a,b] — R na
intervalu [a, b] nerostouct nebo neklesajici, potom md Riemanniv integrdl.

Dtuikaz. Necht f neklesa (pro nerostouci f se argumentuje podobné). Pro kazdy
podinterval [a, 3] C [a,b] pak mdme infl, g f = f(a) a SUp[q. g f = f(B). Bud
ddno £ > 0. Vezmeme libovolné déleni D = (ag, a1,...,ar—1) intervalu [a,b] s
AD) < € a mame

>
|
—_

S(f,D)—s(f,D) = (ai+1—ai)(sgpf—12ff)

ETIESR
[
- O

(ait1 —ai)(f(ait1) — fla:))

I
(]

<.
(=)

k—1

(f(az'+1) - f(ai))
(ar) = f(ao)) = e(f(b) = f(a)) .

IN
™
-
Il
=}

Il
™
—
~

Tuto mez lze zmensovanim e ucinit libovolné malou. Podle kritéria integrovatel-
nosti tedy f € R(a,b). (Kontroln{ otdzka: pro¢ v predeslém vypoctu nelze misto
< psdt <7?) m|

I spojitost postacuje pro integrovatelnost. Musime se vSak seznamit s jeji
silnéjsi podobou. Rekneme, ze funkce f : I — R, kde [ je interval, je stej-
nomérné spojitd (na I), pokud

Ve>036>0: z,a' €l, |[x—2'| <d=|f(x) - f(z')] <e.

Pozaduje se tedy silnéji, aby jedind mez § fungovala pro vSechny dvojice bodu
xz,2’' z I. V obycejné spojitosti muze § zdviset na poloze = a z’. Stejnomérna
spojitost implikuje trividlné spojitost, ale naopak to obecné neplati. Napiiklad
funkce

flz)=1/z: I=(0,1) = R

je na I spojita, ale ne stejnomérné spojité: f(1/(n+ 1)) — f(1/n) = 1, i kdyz
1/(n+1) —1/n — 0 pro n — oo. Na kompaktnim intervalu I, coz je interval
typu [a,b] s —0o < a < b < 400, vSak nastésti oba typy spojitosti splyvaji.

Tvrzeni (na kompaktu: spojitost = stejnomérnd spojitost). Je-li funkce
f: [a,b] = R na intervalu [a,b] spojitd, je na ném stejnomérné spojild.
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Diikaz. Pro spor piedpokldddme, ze f : [a,b] = R je spojitd v kazdém bodé
intervalu [a,b] (tedy jednostrané v krajnich bodech a a b), ale Ze neni na [a, ]
stejnomérné spojitd. Odvodime spor. Negace stejnomérné spojitosti znamens,
ze
Je>0V6>03r,2" €l: |z —2'| <& |f(z)— f(a')] > €.

Coz znamend, ze pro 6 = 1/n an = 1,2,... existuji body z,,z!, € [a,b], Ze
|xn — 2| < 1/n, ale |f(x,) — f(x),)| > e. Diky Bolzanové—Weierstrassové vété
ze ZS muzeme bez Gjmy na obecnosti predpoklddat, ze posloupnosti (x,) a (z),)
obé konverguji a (nevyhnutelné) k témuz bodu « z [a, b]. (Podle této véty exis-
tuje posloupnost pfir. ¢isel k1 < ky < ..., Ze (xk, ) konverguje. Opét podle této
véty existuje posloupnost prir. ¢isel I1 < lo < ..., Ze (x%l) konverguje. Po-
sloupnost (xy, ) zistdva konvergentni, protoze je podposloupnosti posloupnosti
(zk, ). Protoze |vg,, — ), | <1/k, <1/n—0,

lim zp, = lim gc§C =«.
n L
n— 00 n—o00 n

Abychom se vyhnuli vicendsobnym indexim, pieznacime xy, —jako x, a x;ﬂ
jako z!,.) Podle Heineho definice limity, spojitosti f v bodé « a aritmetiky limit
mame

0= f(a) ~ f(a) = lim f(z,) - lim f(«,) = lim(f(2,) — ()

Jsme ve sporu s tim, ze |f(x,) — f(x],)| > € pro kazdé n. O

Tvrzeni 2.1.33 (spojitost = integrovatelnost). Je-li funkce f: [a,b] — R
spojitd, potom md na intervalu [a,b] Riemanniv
indexRiemann, Bernhard integrdl.

Diikaz. Necht f je na [a, b] spojitd. Bud ddno € > 0. Podle predchoziho tvrzeni
vezmeme 6 > 0, ze |f(z) — f(x)'| < e plati, jakmile z, 2’ € [a, b] jsou blize nez
6. Tedy

sup f — inf f<e

(8] [ef]

plat{ pro kazdy podinterval [a, 8] C [a, ] délky mens{ nez § (proc?). Vezmeme
jakékoli déleni D = (aq, aq,...,ax—1) intervalu [a,b] s A(D) <  a mame

k—1

S(.D)=s(f:D) = } (a1 —a)(supf—inff)
5
< Z(ai+1 —a;)e
i=0

= elax —ag) =¢c(b—a).

Tuto mez lze zmenSovanim e ucinit libovolné malou. Podle kritéria integrova-
telnosti tedy f € R(a,b). O
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Tvrzeni 2.1.34 (mald nespojitost nevadi). Necht a < b jsou redlnd ¢isla a
funkee f: [a,b] = R je omezend a spojitd, s moznou vyjimkou konedéné mnoha
bodi.. Pak f € R(a,b).

Dukaz.

Ze monotonie i spojitost postacuji k integrovatelnosti jsme dokazali pFimo,
i kdyz oboji vyplyva hned jako dusledek z Lebesgueovy véty, coz si rozmyslete
jako cviceni. Zminime jeji dalsi dusledky.

Tvrzeni (spojitost(integrovatelnost)=integrovatelnost). Md-li funkce f :
[a,b] = [c,d] Riemanniv integrdl a g : [c,d] = R je na [e,d] spojitd, potom md
slozend funkce g(f) : [a,b] = R Riemanniv integrdl.

Dikaz. Protoze vnéjsi funkce g je omezend, jako spojita funkce na kompaktnim
intervalu, je i slozend funkce g(f) omezend. Je-li f spojitd v bodé « z [a,b], je
i slozend funkce g(f) spojitd v «, protoze g je spojitd v f(«a) a spojitost se
sklddanim zachovéava, jak jsme si dokdzali v ZS. Mnozina M bodu nespojitosti
funkce g(f) je tedy obsazena v mnoziné N bodu nespojitosti funkce f. Podle
predpokladu a L. véty ma N nulovou miru. Takze i M ma nulovou miru a podle
L. véty mé g(f) Riemannuv integral. ]

Protoz f € R(a,b) plyne napiiklad f2 € R(a,b) nebo |f| € R(a,b). Jako cviceni
si rozmyslete, pro¢ a jak z f,g € R(a,b) plyne, ze i
fg € R(a,b) a max(f,g) € R(a,b).

Nyni se podivime na linearitu R. integralu. Nejprve ukazeme linearitu f; f
jako funkce integrandu f, a pak jako funkce integrac¢nich mezi a a b.

Tvrzeni (linearita | v integrandu). Necht f,g € R(a,b) jsou dvé funkce
magict R. integrdl a o, B € R. Potom 1

b b b
af +Bg € R(a,b) a /(af+/3g>=a/ f+ﬁ/ g

Dukaz. Staci provérit tii specidlni pripady linedrnich kombinaci, totiz —f, a.f
sa>0a f+g, ostatni se z téchto jiz odvodi. Bud déno ¢ > 0. Podle kritéria
integrovatelnosti existuje déleni D intervalu [a, b], Ze

S(f,D)—s(f,D)<e& S(9,D)—s(g9,D) <e.
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(Jisté mame dvé takova déleni, D; pro f a Dy pro g. Pfechodem ke spoletnému
zjemnéni dosdhneme, ze D1 = Ds.) Podle definice infima a suprema mnoziny
redlnych &isel, pro libovolny podinterval I C [a, b] plati, Ze (pro a > 0)

inf(—f) = —sup f, infaf = ainf f, inf(f + g) > inf f +infg
I I I I I I I

a analogicky pro suprema (prohodime inf a sup a posledni nerovnost otoc¢ime).
Podle definice dolni, popf. horni, sumy jako linedrni kombinace (s > 0 koefici-
enty) infim, popf. suprem,

S(=f,D) = s(—f,D) = =s(f. D) — (=S(f, D)) = S(f, D) — s(f, D) <e,
S(af,D) — s(af,D) =aS(f,D) —as(f,D) < ae (a > 0)

S(f"’_gvD)_S(f"_gvD) < (S(f,D)+S(g,D))—(S(f,D)+S(g,D))
S(f,D)*S(f,D)‘FS(g,D)*S(g,D)
< 2.

Takze, podle kritéria integrovatelnosti, i — f, af, f+g € R(a,b). Navic, podle ne-
rovnosti mezi dolnimi a hornimi sumami a integrélem, f: fels(f,D),S(f,D)]

a totéz plati pro funkci g. Tedy f;(—f) lezi v intervalu

[s(—f, D), S(—f, D)] = [~S(f, D), ~s(f, D / f

a &fsla f:(—f) a— f: f se tak lisf o méné nez . Tedy f:(—f) =— f: f. Podobné

f; af lezi v intervalu
b
s(af, D). S(af. D)) = [as(£. D),aS(7. D)} 3 [ 1
o délce nejvyse ae, a tak f: af = ozf; f. Koneéné ff(f + g) lezi v intervalu
[5(/ +9. D), S(f +9.D)] C [s(F. D) + s(g. D), S(7. D) + (0. D / i+ /

o délce méné nez 2¢, a tak f;(erg) = f;er ffg. m]

Podle piedchoziho tvrzeni mnozina riemannovsky integrovatelnych funkei R(a, b)
tvori vektorovy prostor nad télesem R a f — f; f je linedrn{ zobrazen{ z R(a, b)

do R. Rikdme, ze R. integral je linedrni funkciondl. Piedchozi dikaz linearity
pomoci dolnich a hornich sum jsem na predndSce z ¢asovych duvodi neuvadél
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a odvolal jsem se na ekvivalenci obou definic R. integralu, kterou nebudeme
dokazovat.

Véta (ekvivalence obou definic R. [). Obé definice Riemannova integrdlu
jsou ekvivalentni: pro kaZdou funkci f : [a,b] — R

b b
)\(%I)n_)OR(f,D,C) existuje < /Gf:/(LfE]R

a obé hodnoty, pokud existuji, se rovnaji.

Jako cvicen{ si rozmyslete dikaz tvrzeni o linearité [ v integrandu pomoci prvnf
definice R. integrélu.
Pfejdeme k linearité [ jako funkce integra¢nich mezi. Nejprve mirné rozsiifme

deﬁnicifff:
/aaf:O a /abf:/baf pro a>b.

Pro f: [a,b] — R a podinterval I C [a,b] oznacime ziGZeni funkce f na I v
nasledujicim tvrzeni pro jednoduchost opét jako f.

Tvrzeni 2.1.35 (linearita | v integraénich mezich). Necht f: [a,b] - R
je funkce a ¢ € (a,b). Potom

f€R(a,b) <= feR(a,c)& feR(cbh)

a, jsou-li tyto integrdly definované,

LU—AF+LU.

Dukaz. Jako f1 : [a,¢] = R a fa: [c,b] — R oznacime zizeni funce f na
uvedeny podinterval. Necht f € R(a,b). Pro dané € > 0 podle kritéria inte-
grovatelnosti mame déleni D intervalu [a,b], Zze S(f, D) — s(f, D) < e. Muzeme
piedpoklddat (pfechodem ke zjemnénfi), ze ¢ € D. Bod ¢ déli D na déleni D’ in-
tervalu [a, c] a déleni D" intervalu [c, b]. Protoze S(f, D) = S(f1,D")+S(f2, D")
a S(va) = s(flle) + s(f27DH)7 Z

e > S(f,D) —s(f,D) = (S(f1,D') = s(f1,D")) + (S(fa, D") = 5(f2, D))

plyne, diky nezépornosti rozdilu horni a dolnf sumy, zeie > S(f1, D")—s(f1, D’)
ae > S(fy,D") — s(fa,D"). (Obecné samoziejmé z v > « + [ neplyne, Ze
v > a avy > B.) Tedy, podle kritéria integrovatelnosti, fi € R(a,c) a fo €

R(c,b). Méme [ f1 € [s(f1,D'),S(fr,D)], [ fo € [s(fa, D), S(f2, D")] &
f:f € [s(f, D), S(f,D)], z éehoz plyne, ze [ f1 + fcb foa fff se lisf o méné
nez e. Tedy [7 fi + fcb fo= f: f.
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Necht f1 € R(a,c) a fo € R(c,b). Pro dané £ > 0 podle kritéria inte-
grovatelnosti mdme déleni D’ intervalu [a,c] a déleni D" intervalu [c,b], Ze
S(f1,D") —s(f1,D") <ea S(fe,D") — s(f2,D") < e. Settenim dostaneme

2e > S(flvD/) _S(flvD/) +S(f23DH) _S(f27D//) = S(faD) —S(f,D) )

kde D je délenf intervalu [a, b] vzniklé spojenim D’ a D”. Tedy, podle kritéria
integrovatelnosti, i f € R(a,b). O

Dusledek ([ pfes cyklus je 0). Necht a,b,c € R, d = min(a,b,c), e =
max(a,b,c) a f € R(d,e). Potom ndsledujici tri integrdly existuji a

/abf+/bcf+/caf—0.

Diikaz. Nechf napiiklad d = a < e = c. Podle pfedchoziho tvrzeni mame

/abf+/bcf=/:f-

Cely soucet pak je [ f+ [ f = [ f— [ f = 0. Ostatnf moznosti jsou podobné.
O

Véta (1. zdkladni véta analyzy). Necht f € R(a,b) a funkce F : [a,b] = R
je definovdna predpisem
xT
Fa)= [ .

Potom (i) F je na [a,b] spojitd a (ii) v kaZdém bodé spojitosti xg € [a,b] funkce
[ existuje vlastni F'(zg) a F'(x0) = f(xo) (plati to jednostranné, pokud xo = a
nebo xo = b).

Diikaz. Nechtf ¢ > 0 je horni mez pro hodnoty |f(x)|, a < x < b (f je integro-
vatelnd a tedy omezend). Pro kazdé dva body x, g € [a,b] mdme

Lﬂ@—mehﬂ[ff—L%ﬂ=’L?wSm—mk7

podle definice F', linearity f v integra¢nich mezich a odhadu f horni sumou pro
déleni (zg,x) € (z,x0) intervilku s krajnimi body z a z¢. Pro £ — xo mame
F(z) = F(xo) a F je v 2o spojita.

Necht zo € [a,b] je bod spojitosti f. Pro dané ¢ > 0 mdme & > 0, Ze
f(zo) —e < f(z) < f(zo) + ¢, jakmile |z — zg| < §. Pro 0 < x — xp < § tedy

Jod _ F(a)~ Fla)

r — X r — X

flxo) —e < < flwo) +¢€,



podle trividlntho odhadu f;o f dolnf a horni sumou pro déleni (xg, z). Pro —§ <
x — xg < 0 plati tytéz nerovnosti (v citateli i jmenovateli zlomku se zméni
zmaménko). Pro x — xg, & # o, tak mame LO=F@) _y £y Eili F/(x)

r—Io

f(zo). E

Vyfiidime rest z 1. pfednasky.

Dusledek (spojita funkce ma primitivni funkci). Je-li f: [a,0] = R na
[a,b] spojitd, potom md na [a,b] primitivnd funkci F.

Diukaz. Sta¢i pouzit predchozi vétu a polozit F'(x) = f; I a

Véta 2.1.36 (druhd Zikladni véta analyzy). Pokud a,b € R sa <b, [ je
v R(a,b) a F: [a,b] = R je na [a,b] primitivni k f, pak

/abf:F(b)—F(a).

Diikaz. Nechf D = (ag, ay, ..., ax) je libovolné délen{ intervalu [a, b]. PouZijeme-
li na kazdy interval I; = [a;, a;+1] a funkci F' Lagrangeovu vétu o stfedni hod-
noté, dostaneme vztah

k—1 k—1
F(b) — F(a) =Y (Flai1) — F(a:)) = > f(bi)(ais1 — as) |
=0 =0

pro néjaké mezibody a; < b; < a;y1 (nebot F'(b;) = f(b;)). Tedy (nebot
infr, f < f(bi) <supy, f)

Odtud a 7z integrovatelnosti f ihned plyne, ze F(b) — F(a) = f: f. O

Pro funkci F : [a,b] — R se rozdil jejich hodnot v krajnich bodech ¢asto znaci
jako
F|b:= F(b) — F(a) .

Ptedchozi vysledky shrneme.
Disledek ([ pomoci primitivni funkce). Je-li f : [a,b] = R na [a,b]

spojitd, potom f € R(a,b), f md na [a,b] primitivni funkci F a pro tuto i
vSechny ostatni primitivni funkce je

b
/szmzﬂm—ﬂm.

a
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Newtonuv integral. Stalet{ pfedtim, nez pfisel Riemann (po jistych po-
kusech Cauchyho) s presnou definic{ integralu, pocitali matematici integraly bez
zabran ptimo z primitivnich funkei tzv. Newtonovym integrdlem. Pfipomeneme
ho a porovname s integrdlem Riemannovym.!

Necht f : (a,b) — R, f md na (a,b) primitivn{ funkci F' a ta ma v
krajnich bodech vlastni jednostranné limity F(a™) = lim,_,,+ F(z) a F(b™) =
lim,_,,- F(z). Newtonuv integrdl funkce f na (a,b) pak definujeme jako

b
(V) / f=F(b) - F(a*).

Protoze ruzné primitivni funkce k f se 1isi jen posunem o konstantu, nezavisi
tento rozdil na volbé F' a definice je korektni. Mnozinu funkci newtonovsky
integrovatelnych na (a, b) oznacime jako N (a,b). Jako C(a, b) oznacime mnozinu
funkef spojitych na [a, b].

Tvrzeni (porovnani Newtonova a Riemannova [). Mdme
C(a,b) C N(a,b) N R(a,b) .

Pokud f € N(a,b) NR(a,b), pak

(N)/abf=(R)/abf-

Mnozina N (a,b)\R(a,b) i R(a,b)\N(a,b) je neprdzdnd: existuji funkce, které
magi Newtoniv integrdl, ale ne Riemanniv, i naopak.

Dikaz. Je-li f na [a,b] spojitd, je (jak jsme pomoci stejnomérné spojitosti
dokazali) f € R(a,b) a (podle 1. ZVA) F(z) = [7 f je na [a,b] primitivni k f.
Méme F(at) = F(a) =0a F(b~) = F(b) = [ f, takze i f € N(a,b).

Necht f € N(a,b) N R(a,b). Protoze f € N(a,b), md na (a,b) primitivni
funkci F' a existuji jednostranné vlastni limity F(a™) a F(b™). Protoze f €
R(a,b), je prokazdé 6 >01i f € R(a+ 6,b—0) a podle 2. ZVA mame

-6
(R) ’ fF=F(b—06)—Fla+d).
a+d

Pro 6 — 0T jde levd strana k (R) f; f (f je na [a, b] omezend, takze integraly f
pres [a,a+0] a [b—4,b] jdou k 0) a pravd strana jde k F'(b~)—F(at) = (N) f; I

Funkce f(z) = z=Y/2: (0,1] — R, f(0) = 2013, ma na (0,1) Newtontv
integral: F(z) = 22'/? je tam k nf primitivni, F(0T) = 0 a F(17) = 2, takze
(N) fol f = 2. Tato funkce ale neni na [0, 1] omezend, a proto f & R(0, 1). Funkce

3 1Zjemctm o historii a dalsi druhy integrdld doporuc¢ujeme knihu S. Schwabik a P.
Sarmanovd, Malg pruvodce historii integrdlu, Prometheus, 1996.
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znaménka sgn(z) je na [—1, 1] neklesajici a tedy mé na [—1, 1] Riemantv integral.
Na (—1,1) ale nemé Newtonuv integral — jak jsme ukdzali v 1. pfednésce, nem4
na (—1,1) primitivn{ funkci. O

K zavéreénym piikladim poznamenejme, Ze nicméné
td
. x
lim (R

s (R) |2 =

¢ili ttvar vymezeny grafem y = 1/4/x a intervalem (0,1] m4 plochu 2, a ze i
kdyZz nemuzeme spocitat

2

)

1

(R)/ sgn(z) dzx
-1

okamzité pifmo pomoci 2. ZVA (protoze primitivn{ funkce na daném intervalu

neexistuje), po rozkladu [—1,1] = [—1,0] U [0,1] uz muZeme pocitat pomoci

primitivnich funkei:

(R) /1 sgn(r) de = (R) /0 sgn(z) dz + (R) /01 sgn(x) dx

-1 -1

(R)/O(—l)dm-i-(R)/Olldx

-1
= (—2)|% +zlo=(-1)+1
= 0
(ve vypoctu jsme zménili hodnotu funkce sgn(z) v = = 0, ale to nemd na inte-
grovatelnost a hodnotu integralu zadny vliv).
V dalsim uz budeme integrélem opét rozumét vyhradné Riemanntv integral
a misto (R) [ psat pouze [. Dvé metody vypoctu primitivni funkce, per partes

a substitucni, se diky 2. ZVA odrazeji i ve vypoctech R. integralu.

Tvrzeni (integrace per partes). Necht f,g: [a,b] — R maji na [a,b] spojité

derivace f' a g'. Potom
b b
[ 9 =sdi- [ 1.
a a

Dukaz. Cviceni. O

Tvrzeni (integrace substituci). Necht ¢ : [a, 8] — [a,b] a f: [a,b] = R
jsou dvé funkce, pricemz @ md na |, 8] spojitou ¢’ a p(a) = a, p(B) = b nebo
p(a) =b, p(B) =a.
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1. Je-li f spojitd na [a,b], pak

/.f :/k?f: t%fn%o

fb f:_f;f'

2. Je-li p na [a, f] rostouct nebo klesajici a f € R(a,b), plati opét predchozi
rovnost integrali.

Dikaz. 1. Funkce f je na [a,b] spojitd a mé tam tedy primitivni funkei F'.
Derivace slozené funkce déva na [, 5] rovnost F(p) = f(p)¢'. Takze F(p) je
na [o, 8] primitivn{ k f(¢)¢’. Funkee f(@)¢’ je na [a, ] spojitd (je soutinem
spojitych funkci), takze f(p)¢’ € R(«, ). Dvojim uzitim 2. ZVA (v prvni a
tfeti rovnosti) mdme

B)
/f Al = FI2 =/;)f.

2. Ponechame z ¢asovych duvodu bez dukazu. ]

Aplikace integralu. Odhadneme tzv. harmonickd ¢isla Hy,
1 1 1
H,=1+-+=-+4+--+—.
ottt

Pro funkci f(z) = 1/z : (0,+00) — (0,400) a déleni D = (1,2,...,n + 1)
intervalu [1,n 4 1] zFejmé mame

n 1 n
=N'1-— =H,1—-1a S(f,D 1-

Protoze s(f,D) < 1n+1 1/ = log(n + 1) < S(f,D), pro n > 2 dostdvdme
odhad

logln+ 1)< H, <1+logn.
Cviceni: dokazte, ze pro n > 2 nikdy H,, neni celé ¢islo.
Tvrzeni 2.1.37 (soucet jako integrdl). Nechf a,b € Z, a < b, jsou celd ¢isla

a f: [a,b] = R je monoténni funkce. Pak existuje ¢islo 0 € [0, 1], Ze plat{ rovnost
(neZ)

5= /f+9 ~ f(a)).

a<n<b
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Dukaz. Pruni dikaz. Predpokladame, ze funkce f neklesd, pro nerostouci f je
dikaz podobny (tloha 2.1.38). Pro déleni D = (a,a + 1,...,b) intervalu [a, ]
na jednotkové intervalky mame nerovnosti

b—1
S(£.D) =3 f(n) = S+ f(a) - f(b) < /f<5f, S fn
n=a n=a+1

Tedy S < fff <S+1-(f(b)— f(a)) a vzhledem k f(b) — f(a) > 0 je rovnost
dokazana

Druhy dikaz. Opét predpokladame, ze funkce f neklesd, pro nerostouci f je
dukaz opét podobny (tloha 2.1.39). Mame tedy dokdzat nerovnosti

0< f(n)—/ f<fb) = fla).
a<n<b @

Jsou takzvané aditivni, kdyz je dokdzeme jen pro a = i a b = i + 1, plyne
seCtenim platnost pro obecné a, b:

b—1 i1
Z(0< St / féf(i+1)—f(i))
i=a i<n<it1
skutecné dava diky tvrzeni 2.1.35 presné dokazované nerovnosti. ]

Uloha 2.1.38. Prizpusobte pruoni dukaz nerostouct funkci f.

Uloha 2.1.39. Prizpisobte druhy dikaz nerostouct funkci f.

Rafinovanéjsim poéitanim s integraly lze odvodit? pfesnou asymptotiku fak-
torialu, tzv. Stirlingovu formuli

nn
nl ~ 27m(—) , n— 00 .
e

Podobné lze odhadovat i nekonecné fady a jejich soucty, ale k tomu jsou
tFeba integraly pfes nekonecéné intervaly. Pro a € R a f : [a,+00) — R, kde
f € R(a,b) pro kazdé b > a, polozime

+oo
= 1
/a b—igloo/ f ’

pokud tato limita existuje (povolime i nevlastni{ hodnotu limity).

Tvrzeni (integrdlni kritérium konvergence). Necht a je celé &islo a funkce
f: [a,+00) = R je na [a,+00) nezdpornd a nerostouci. Pak

+o0o
Zf a)+ fla+1)+ fla+2) + - < +oo <:>/ f<+oo.

20dvozeni se najde tteba v mém textu Kombinatorické poéitdni na
http://kam.mff.cuni.cz/ klazar/kpoc99.ps
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Rada tedy konverquje, pravé kdyz konverguje odpovidajici integrdl.

Dukaz. Posloupnost ¢dste¢nych souctu fady je neklesajici a jeji limita tedy
existuje a je vlastn{ nebo +o0o. Diky monotonii f je f € R(a,b) pro kazdé
redlné b > a. Diky nezapornosti f je [ f > [V f, jakmile b > b. Podobné

tedy limp—, 400 fab f existuje a je vlastni nebo 4o00. Pro celé ¢islo b > a vezmeme
déleni D = (a,a+ 1,a+2,...,b) intervalu [a, b]. Mdme nerovnosti

b b b—1
S f6) = s(f, D) < / F< 8D =Y £6).
i=a+1 @ i=a
7Z nich je jasné, ze omezenost posloupnosti ¢dstecnych souctu rady implikuje
omezenost hodnot integrala f; f pro kazdé redlné b > a a naopak. Obé limity
jsou tedy soucasné vlastni nebo soucasné +oo. m]

V prvnim prikladu na aplikaci tohoto kritéria rozhodneme o konvergenci fady

(oo}
1

Z — s>0.
n=1 n

Pro s #1 je

—+oo

=(1—s)" lim 2'™*—1),

r—r+00

+o0 dx JL,lfs
/1 s 1-—s

coz se rovna +o0o pro 0 < s < la (s —1)7! pro s > 1 (proc?). Pro s =1 je

1

+o0 d
@ _ logz|+ = lim logz = +oc0.
1
1 x T——+00

Podle integralniho kritéria tedy fada konverguje, pravé kdyz s > 1. V druhém
piikladu rozhodneme o konvergenci fady

=1

Z2nlogn '

Zde

“+o00
/ T loglogz|3°° = lim loglogz — loglog2 = +o0 .
9 xzlogx x——+00

Podle integralniho kritéria tedy fada diverguje. Cviceni: rozhodnéte o konver-
genci fady ), <, 1/n(logn)®, s > 1.

Integrélem jsme faktoridl n! odhadli a nyni ukazeme, opét s pomoci integralu,
jak lze n! rozsitit pii zachovéni rekurence n! = n- (n — 1)! na funkci definovanou
na celém intervalu [1, +00).?

3Nésledujici klasickd integralni definice funguje na vétiim intervalu z € (0,+o0), ale pro
jednoduchost (pro z < 1 je nutné integrél i u dolni integraéni{ meze 0 definovat limitou) se
omezujeme na mens{ interval z € [1, +00).
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Tvrzeni (funkce Gamma). Funkce
+oo
I(z) := / t*te7tdt: [1,4+00) = (0,400)
0

spliiuje na intervalu [1,4+00) funkciondlni rovnici
Iz +1)=al(x).

MdmeT'(1) =1 a T'(n) = (n— 1)! pro celd éisla n > 2.

Dukaz. Ukazme, ze I'(z) je korektné definovand. Pro kazdé pevné x > 1 je
integrand nezaporna spojita funkce (pro x = 1 a t = 0 klademe 0° = 1). Protoze
limy_, 4 o0 t*te~4/? = 0 (exponencidla porazi polynom), pro kazdé t € [0, +o0)
mame nerovnost

txfleft _ tmfleft/2 . 67t/2 < Ceft/2 ,

kde ¢ > 0 je konstanta z&visejici jen na z. Integraly pres konec¢né intervaly [0, ]
jsou tedy definované, pro b — +oo neklesaji a maji vlastni limitu:

b b
/ t* et dt < / ce P =c(1—e?)2)dt < c.
0 0

Hodnota I'(x) je tak korektné definovand pro kazdé = > 1. Pro = 1 méme

“+oo
ra) = /O etdt=(—e HI*=0-(-1)=1.

Funkcionalni rovnici odvodime integraci per partes:

+o0 too
MNxz+1) = / tretdt =t (—e )T — / ot* L (—e™h) dt
0 0
+oo
= O—O—i—x/ t* et dt
0
= zl'(x).
Hodnoty I'(n) z nf plynou indukef. a

Jesteé tii pozndmky k funkei I'(z). Zaprvé, samotné rozsifeni faktoridlu vyresenim
rekurence f(z+1) = zf(x) néjakou funkei f : [1,4+00) — R neni nic zdzraéného
a dé se udélat jednodusSe i bez integralu. Vezmeme si funkci f definovanou na
[1,2) jako f(1) =1 a jinak tuplné libovolné, napiiklad jako f(x) = 1, a na cely
interval [1,400) ji protdhneme pravé pomoci vztahu f(z + 1) = zf(x). Pro
f = 1na [1,2) tak dostaneme f(z) = 2 — 1 na [2,3), f(z) = (x — 1)(z — 2)
na [3,4) a tak dél. Tato funkce splituje na [1,+00) rovnici f(z + 1) = zf(z) a
f(1) =1, takze i f(n) = (n — 1)!. Dokonce je na defini¢nim intervalu spojit4.
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Jeji graf vsak nevypada moc hezky, protoze v bodech 2,3,4,... mé ,Spicky“
— f v nich nemd derivaci (m4 ruzné jednostranné derivace). Pokud navic po
f(z) chceme, aby na [1,400) méla prvni derivaci, popiipadé i dalsi derivace,
tak tato jednoduchd konstrukce nestaci. Pak se musime obratit ke I'(z), o niz
se d4 ukdzat, ze na [1,+00) ma derivace vSech fadu. Zadruhé, bylo by hezci
mit rozsifeni faktoridlu spliujici piimo vztah f(n) = nl. Z tohoto hlediska je
hotejsi definice funkce I'(z) trochu nesikovnd. Vznikla vSak historicky, stejné
jako nédzev funkcee, a jiz je zavedend (a nelze s tim nic udélat). Zatteti, jaké jsou
néjaké dalsi hodnoty I'(z), kromé bodu = = 1,2,3,...7 D4 se tieba spocitat, ze

r'(3/2) = g =0.8862... .

Funkce I'(x) spliiuje fadu dalsich zajimavych vztahua a identit.

Jako zavérecnou aplikaci integrdlu pripomeneme vzorce pro plochu, délku
kiivky a objem rotacéniho télesa. Plochu rovinného tutvaru U(a,b, f) (jsou to
body (x,y) v roviné spliujici a < x <ba 0 <y < f(z)) pod grafem funkce f
jsme viceméné definovali jako ff f.

Pro funkci f : [a,b] - R muazeme délku jejitho grafu G = {(z, f(z)) €
R? | a < 2 < b} jakozto oblouku ktivky definovat jako limitu délek lomenych éar
L spojujicich konce G a s body zlomu na G, kdyz délka nejdelsi tsecky v L jde k
0. Kdyz je f peknd funkce, napiiklad f’ je spojitd, tato limita existuje a muzeme
ji spocitat R. integralem. Usecka v L spojujici body (z, f(2)) a (z+A, f(z+A))
ma& podle Pythagorovy véty délku

VA2 + (fle+A) - f(x))? = A\/1+ (W) ’

a hodnota zlomku je podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté rovna f/(«)
v néjakém mezibodé «a (lezicim mezi & a = + A). Délka lomené ¢dry L tak je
vlastné pifimo Riemannova suma pro jisté déleni intervalu [a, b] s body a funkei

1+ (f'(t))2. Dostavdme nasledujici vzorec.
Tvrzeni (délka oblouku k¥ivky). Necht f: [a,b] — R md na [a,b] spojitou
derivaci f' (takZe \/1+ (f")? € R(a,b)). Pak

b
délka({(z, f(z)) eR? |a <z < b}) = / L+ (f'(2)* dt .

Pro podmnozinu M C R? trojrozmérného prostoru mizeme jeji objem defi-
novat jako limitu, pro n — oo, souctu objemit 1/n? krychlicek K v mnoziné

(K =[2, et [b bl (e etl) g ) ce Z& K C M} .

n’ n n’ n n’

Je-li M hezké, tato limita existuje a muzeme ji spocitat integralem. Uvedeme
si jeden specidlni pripad.
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Tvrzeni (objem rotaéniho télesa). Necht f € R(a,b) a f > 0 na [a,b]. Pro
objem rotacniho télesa

V={(z,y,2) €R’ |a <z <b& /y>+ 22 < f(z)}

vzniklého rotaci (v R3) rovinného titvaru U(a,b, f) pod grafem funkce f kolem
osy x plati vztah

b
objem(V) = 77/ f(t)*dt .

Vzorec se dostane roziezdnim V rovinami kolmymi na osu x na platky tloustky
A > 0 a sec¢tenim jejich objemu. Objem platku mezi rovinami kolmymi v bodech
(x,0,0) a (z+A,0,0) je priblizné 7 f (x)2 A, nebot to je zhruba vélec s (kruhovou)
podstavou o poloméru f(z) a vyskou A.

Cviceni: pomoci prvniho vzorce spoctéte délku obvodu kruznice a pomoci
druhého objem koule.

2.2 Riemannuv integral pro obecny interval

Rozsireni R. integrdlu na obecny interval. R. integrdl pres obecny interval jako
limita R. integrdlu pres kompakini podintervaly. Dva tvary Frullaniho integradli.
Jejich priklady.

Limitn{ pfechod rozsiti Riemannuv integral funkei f: [a,b] — R na kom-
paktnich intervalech na funkce definované na jakémkoli intervalu.

Definice 2.2.1 ([ na nekompaktnim intervalu). Necht I C R je nekom-
paktni interval o f: I — R je funkce. Rekneme, Ze f md na I Riemanniv
integrdl [, f € R a piSeme f € R(I), kdyz (i) f € R(a,b) = R([a,b]) pro kazdd
dvé ¢isla a,b eI sa <b a (i) pro kazdé € > 0 existuji dvé éisla ¢isla a,b € I s
a < b tak, Ze pro kazdd dvé c¢isla c,d €I sc<a<b<d je

fo- [

Je-li I’ ,interval® vznikly vymeénou mezi skute¢ného nekompaktniho intervalu
I, napiiklad I = (—1,400) a I’ = (400, —1), klademe stejné jako pro integrély
na kompaktnich intervalech
== [1.
I I

pokud posledni integrdl existuje. Misto znaceni [ ;[ budeme spiSe pouzivat

<eg.

. PR L oopb . . y
hutnéjsi, ovsem méné presné, znaceni fa f mezemi a a b intervalu I. Tteba

misto oo
/ f budeme psat / f
(0, +00) 0
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a nebude ndm vadit, ze odtud neni jasné, jestli integracni interval je (0, +00)
nebo [0, +00).

Uloha 2.2.2. Necht a € R a funkce f: [a,+00) — R je r. integrovatelnd na
kazdém kompaktnim podintervalu intervalu [a,+00). Dokazte, Ze vlastni

b “+o0
li =
b—igloo /a f /a f ’

je-li jedna strana definovand.

Podobné 1ze vyjadiit kazdy R. integral funkce definované na nekompaktnim in-
tervalu jako limitu R. integralu jejich zizeni na vhodné kompaktni podintervaly:

Uloha 2.2.3. Nechf I C R je nekompaktni interval, funkce f: 1 — R je r.
integrovatelnd na kazdém jeho kompaktnim podintervalu a (I,) = ([an,by]) je

takovd posloupnost kompaktnich podintervald intervalu I, 2e Iy C Is C ... a
U,~, I, = I. Dokazte, e pak vlastni

by,
hm/ f:/f,
n—oo [, I

Véta 2.2.4 (prvni tvar Frullaniho integralia). Necht

je-li jedna strana definovand.

f:(0, +0) = R,

pro kazdd dvé ¢isla a,b € (0,+00) s a < b je f € R(a,b), a, B € (0,400) a
existugi vlastni limity

F(0) = lim f(x) a f(+oo) = lim_f(x).

r—+00

Pak ndsledugici integrdl existuje a

T flax) — x
/0 w — log(a/ﬁ) . (f(+OO) - f(O)) :

Dukaz. Zdménou « a § muzeme dosdhnout, ze o > S > 0 (dloha 2.2.5). Pak
si oznacime A = log(a/B) > 0 a pro pravou stranu dokazované identity méame
vyjadieni

Atx B

A(f(+00) = f(0)) = lim f(e*) = lim fle™).

A—+oo A B—4o00 B_2\

Tato rovnost plyne ze zachovani riemannovské integrovatelosti pii skladani funkei
(tvrzeni ?7), z monotonie integrali (tvrzeni ??) a z existence limit f(0) a
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f(4+00). Substitucemi e* = t a e = t rozdil integralt napiSeme podle tvr-
zeni 77 jako

ah/B ad/p
lim @— lim / &
s

h—+oo Jp, t §—0+ t

(h=e? aé=1/eP). To se podle tvrzeni ?? rovna

. ah/B £ h 1@ ah/B f(t) ah/B (t)
h—>+<l>lor,%—>0+ (/5 T B /5 T a /5 T * /a&/ﬁ T
ah/pB h
o fQ M@
N h—>+1<>1<>r,I}S—>OJr </m;/5 t /5 t ) '

Dalsi substituce t = ax a t = Bz uz podle tvrzeni 7?7 davaji nas integral, levou
stranu dokazované identity:

. ME flax) [P f(B)
h~>+lolor,ri5—)0+ <‘/5/B T B A//@ T

. MO flax) — f(Bx) [T faz) — f(B2)
= lim /5 a7 SN _/0 LA JAPT

h—+00,5—=0% /53 T T

Piisné vzato, limitu funkce dvou proménnych h a ¢ jsme v MA I nedefinovali
a neprobirali a posledni rovnost pfesné neodpovidé tloze 2.2.3 a neplyne z ni.
To se ale snadno spravi, kdyz h a § vylozime jako posloupnosti h = h(n) =n a
0=0(n)=1/npron e N. O

Uloha 2.2.5. Jak presné funguje argument se zaménou o a 57

2.3 Vicerozmeérny Riemannuv integral a Fubini-
ova véta

Bozxy, jejich objemy a déleni. Zobecnéni obou definic Riemannova integrdlu.

Zobecnime Riemanntuv integral pro funkce vice proménnych a dokdzeme vétu
popisujici redukci na jednorozmérné integraly a chovani pfi zménach poradi
integra¢nich proménnych. Jako aplikaci pak v tvrzeni 2.3.6 odvodime Gaussuv

integral
+o0 R
/ e " de =1,

— 00
ktery se ndm bude hodit v druhém odvozeni Stirlingovy formule v oddilu 2.6.
Zacneme ale definici obdoby intervalu [a, b] ve vice rozmérech.
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Definice 2.3.1 (Box, jeho objem a podbox). Boz, presnéji n-rozmérng box
I C R™, je kartézskyj soucin intervalu

I = [a1, bl} X [CLQ, bg] X X [CLTL, bn] s

kde a; < b; jsou redlnd cisla. Objem |I| boxu I je kladné redlné cislo

n

17 = T (b — i) -

i=1
Pokud a; < c¢; <d; <b; proi=1,2,...,n, nazveme box

J = [Cla dl] X [027 d2] X X [Cna dn]
podboxzem boxu I.

Napiiklad v roviné R? je box I uzavieny obdélnik, jehoz strany maji kladné
délky a jsou rovnobézné se souradnymi osami . Objem I je roven plosnému
obsahu. Podbox J je kazdy dalsi takovy uzavieny obdélnik obsazeny v Im.

Definice 2.3.2 (déleni boxu s body a jeho norma). Déleni D boxu I C
R™ na podboxy je mnoZina boxi

D = {[Cila C{H_l] X [0227 C%Q-H] XX [ ‘n7 4n+1] ‘O Sjl < kiv 1 Slgn},

n

kde a; = ¢ < ¢} < --- < Pl < = b; jsou nejakd delend intervali [a;, by,
i1=1,2,...,n. Norma déleni
AD) = max (T =)

1<i<n, 0<j<k;

je mazimdlni délka hrany podbozu. Déleni D boxu I s body ¢ je dvojice (D, (),
kde D je déleni boxu I a (: D — R™ je zobrazeni splnugici ((J) € J pro kazdy
podbox J.

Zobecnime ted obé definice Riemannova integralu.

Definice 2.3.3 (zobecnénd 1. definice). Necht I C R" je box, (D, () je jeho
délend s body a f: I — R je funkce. Riemannovsky soucet (pro funkci f a déleni
s body (D,¢)) je ted definovdn jako

S(f, D, Q) =Y 1] F(L(T) -

JeD

Integrdl funkce f pres box I je vlastni limita

= li S(f, D, (),
/If (D7C)71)I\r(lD)—>0 f 2

existuje-li: fl f € R je takové ¢islo, Ze

Veds >0V (D, () )\(D)<6:‘/If—5(f,D,§)‘<g.
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Definice 2.3.4 (zobecnéna 2. definice). Necht D je déleni bozu I a f: I —
R je funkce. Pak, jako drive, definujeme pro kazZdy podboxr J tohoto déleni
veliciny m(J) = infyey f(x), M(J) = sup,ec; f(x) a dolni, resp. horni, soucet

s(f, D)= > |J|-m(J), resp. S(f,D)="Y_|J|-M(J).

JeD JeD

Dolni, resp. horni, integrdl je

/f =sup({s(f, D) | D je déleni I}),
JI
resp. o
/f =inf({S(f, D) | D je déleni I}) .
I

Opét jako v jedné dimenzi plati, Ze pro kazdd dvé déleni D, E bozu I je

—OOSS(f,D)S/IfS/IfSS(ﬁE)SJrOO-

Integrdl funkce f pres box I pak definujeme jako redlné cislo

J1=[1=[rer,

kdyz se dolni a horni integrdl rovnaji spolecéné konecné hodnoté.

Plati: f m4 [ podle Riemannovy definice <= f mé [ podle Darbouxovy
definice, a v piipadé existence integralu se obé hodnoty rovnaji. Mnozinu funkci
riemannovsky integrovatelnych pfes box I ozna¢ime jako

R(I) ={f | f md Riemannuv integral pres I} .

Lebesgueova véta. Rekneme, 7e mnozina £ C R™ m4 (n-rozmérnou Le-
besgueovu) miru 0, kdyz pro kazdé € > 0 existuje takovd posloupnost boxi
117127... A H@n, ze

i|In|<e a EFC GIn.
n=1 n=1

Véta (Lebesgueova). Necht I C R" je boxz a f: I — R je na ném definovand
fukce. Pak f € R(I) < f jena I omezend a mnoZina jejich bodi nespojitosti
md miru 0.

Napiiklad kazdd omezend funkce f : I — R nespojitd pouze ve spo¢etné mnoha

bodech md Riemannuv | 1 [+ Z Lebesgueovy véty a definice integrdlu dostdvame
(dokazte si to jako tlohu 1):
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Dusledek. Kdyz f : I — R je funkce, jez je na boxu I C R™ nezdpornd a
fl f =0, potom f =0 nal aZ na mnozZinu bodi s mirou 0.

Fubiniova véta. (Pfesnégji, véta Fubiniova typu.) Umoziiuje pievést vypocet
vicerozmérného integralu na posloupnost oby¢ejnych jednorozmérnych integralu.
Necht X CR™ Y CR" a Z = X x Y C R™™ je m-rozmérny, n-rozmérny a
(m + n)-rozmérny box.

Véta (Fubiniova). Necht f: Z = X xY — R, f € R(Z). Pak vsechny ti

integrdly
|5 /}((/Yﬂz,y)dy) iz a /Y</Xf<x,y>dz> dy

ezxistuji a rovnaji se.

Vysvétlime znacenf a smysl véty. Integrél |, , [ existuje podle pfedpokladu o f.
Definujeme funkci

F: X >R, F(z /f;z:ydy7

pokud pro néjaké x = o € X tento integrdl neexistuje, definujeme F (z0)
jako libovolnou hodnotu z intervalu [, f(xo,y) dy, [y f(xo,y) dy]. Podobnym
zpusobem definujeme funkci o

G:Y >R, Gy /f,y

Fubiniova véta fika, ze F € R(X), G e R(Y) a [, f = [y F = [, G. Z dikazu
téz vyplyne (tiloha 6), ze mnozina bodu xg € X s f(zo,y) € R(Y) mé miru 0,
a podobné v y-ové soufadnici.

Diikaz. Dokdzeme, ze F € R(X) a [, f = [ F, pro funkei G je dikaz podobny.
Kazdé déleni D boxu Z je 77soucmem“ Dy x Doy déleni Dy boxu X a déleni Do
boxu Y, to jest kazdy box J € D je sou¢inem J = Jy X Jo pro J1 € Dy, Jy € Ds.
Bud déno ¢ > 0. Pak existuje déleni D boxu Z, ze s(f, D) > [, f —e. Vezmeme
déleni Dy a Do, ze D,,=“D; x Dy. Pak podle vlastnosti infima plati, ze

—|J1\ /2]
s(f,D) = D || inf f(z) = <7l Loint_ flo,y)
JeD JebD
(pro¢? — tdloha 2) < Z [J1] - aci£§1 ( Z |2 1nf f(z,y) )
J1€D1 J2€D>

=s(f(2,),D2)< [y f(z,y) dy<F(x)

> Al inf F(z)=s(F,Dy).

zeJ;
Ji1€D1

IN
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Takze s(F,D1) > [, f —e. Analogicky se dokdze, ze pro dané ¢ > 0 existuje
déleni D} boxu X, ze S(F,D}) < [, f+¢e. Proe = 0 to podle Darbouxovy
definice integrdlu znamend, ze F € R(X) a [ F = [, f. O

Piiklad 2.3.5. Necht f(x,y,2) = zsin(x +y) a box I C R3 je ddn nerovnostmi
0<z<m |y <35 a0<z< 1. Spocitdme

/f:/zsin(:v+y) .
I I
Podle Fubiniovy véty,

///I Sy /o1 (/_://22 (/ow zsin(z + ) dx) dy) dz
/01 (/_://22(_“05(”3 +9)lz=0) dy) dz
[ ([ 2ecosnar) i

1 1
/ (2zsinyly__ /) dz = / 4z dz
0 0

= 2.
O
Tvrzeni 2.3.6 (Gaussuv [). Plat{ identita
+o0 5
/ e " de =1,
Dikaz.
0O

Integral pfes mnozinu E C R". Integral rozsifime z box na obecnéjsi
mnoziny. Zavedeme i objem mnoziny. Mnozina F C R" je pripustnd, kdyz je
omezend a jeji hranice OF (coz jsou ty body x € R™, ze kazdé okoli & protina
jak E tak R™\ F) md miru 0. Napiiklad krychle, oteviend ¢i uzaviend koule jsou
piipustné mnoziny, kdezto QN [0, 1]™ neni pfipustnd mnozina. Objem omezené
mnoziny E C R” je integrédl (kdyz existuje)

vol(E) i= / XE

kde I C R™ je box obsahujici E a yg je charakteristickd funkce mnoziny F
(takze xg(z) =1 proz € E a xg(z) = 0 pro € I\E). D4 se dokdzat:
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Tvrzeni. E C R™ md objem <= F je pripustnd.

Necht E C R™ je omezend. Integrdl funkce f : E — R pres E definujeme

jako
[r=]7.

kde I C R" je box obsahujici E a f je rozsiteni f:

= flx) ... z€FE
f(x):{o( . zel\E.

Tato definice (jakoz i definice objemu) je korektni: tloha 7.

fIlohy
1. Dokazte dusledek Lebesgueovy véty.
2. Pro¢ plati ta nerovnost v dukazu Fubiniovy véty?
3. Necht I C R" je box a D je jeho déleni. Dokazte, ze [I| =Y ;. |J].

4. Necht I C R™ je box a [ = Ule J; je sjednoceni box1, které maji dis-
junktn{ vnitiky. Dokazte, ze |I| = Zle [J:].

5. Necht f: I — R je neomezend funkce definovand na boxu v R™. Co se
stane v Riemannové definici integrélu? Jak vypadaji [,f a [, f?

6. Zduvodnéte, pro¢ ve Fubiniové vété mnozina
{zo € X | [ f(z0,y) dy neexistuje}
mé miru nula.

7. Zduvodnéte, pro¢ objem vol(E) a integral [, f pro mnozinu E C R"
nezdvisejf na volbé boxu I obsahujictho FE (kdyz existuji).

8. Dokazte, ze pro kazdy box I C R" je |I| = vol(I).
2.4 Riemannuv-Stieltjestv integral

Véta 2.4.1 (substituce v R.—S. integralu). Necht a,b € R, a < b, f €
R(a,b) md
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2.5 Newtonuv integral (N) [

Definice Newtonova integrdlu a jeho existence. Hakeova véta. Srovndni (N) [ a
(R) f Linearita a aditivita, monotonie, integrace per partes a substitucni pra-
vidlo. Fubiniova véta pro obdéiniky. Fubiniova véta pro kvadrant.

Prednosti (N) [ je jednoduché algebraické definice a vérné zachyceni po¢itani
s integraly. Vybudujeme zde jeho teorii, abychom ji v oddilu 2.6 mohli pouzit k
odvozeni Stirlingovy asymptotické formule pro n!, k ¢emuz plné dostacuje. Po
definici ho porovname s Riemannovym integralem. Pak odvodime jeho zakladni
vlastnosti, jez kulminuji Fubiniovou vétou 2.5.8 pro Newtonuv integral pies
prvni kvadrant.

Definice 2.5.1 (Newtonuv [). Necht a,b € R* s a < b jsou redlnd ¢isla nebo

+oo. Funkce f: (a,b) — R md na intervalu (a,b) Newtoniv integrdl (N) f; 1
pokud md f na (a,b) primitivnd funkci F a existuji vlastni limity

F(a™):=1lim F(z) €ER a F(b7):= liLIiF(x)ER.

r—a

Jeho hodnotu pak definujeme jako

b
(V) / f=F(b) - F(a®)

(N)/baf:—(N)/abf-

Pokud primitivni funkce k f neexistuje (coz podle véty 1.1.17 nastane vzdy,
kdyz f nenabyvé vSechny mezihodnoty) nebo neexistuje ¢i je nekoneénd jedna

z limit F(a%) a F(b™), nenf (N) fab f definovan.

a klademe také

Tvrzeni 2.5.2 (existence (N) [). Nechf a,b € R sa <b a f:[a,b] - R je
spojitd funkce. Pak
b
™) [ 1

Dikaz. Podle dusledku 1.1.16 m4 f na intervalu [a, b], tedy i na (a, b), primitivn{
funkei F. Ta je podle tvrzeni 1.1.6 na [a, b] spojitd, takze jeji limity v a i v b se
rovnaji jejim funkénim hodnotdm a (N) [ f existuje. O

existuje

Tvrzeni 2.5.3 (Hakeova véta). Necht a,b € R*, a < b, a f: (a,b) — R je
funkce. Je-li ve formuli

) [ 1= [ s
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jedna strana definovand a konecénd, plati totéz pro druhou a obé se rouvnaji.
Analogické tvrzend plati i pro limitu s ¢ — a™T.

Diikaz. Je-li levd strana formule definovand a koneén4, rovné se F(b~)— F(a™),
kde F je na (a,b) primitivni k f. Pro kazdé ¢ € (a,b) pak pro (zizené) funkce
f and F existuje (N) [7f a rovnd se F(c™) — F(a*) = F(c) — F(a™) diky
spojitosti F' v ¢. Limitni pfechod ¢ — b~ pak ukazuje, ze i prava strana formule
se rovna F(b™) — F(a™).

Je-li pravd strana formule definovand a konecnd, pro kazdé ¢ € (a, b) existuje
funkce F, primitivni na (a,c) k (zizeni) f, (N) [ f = Fe(c™) — F.(a™) a tento
vyraz ma vlastni limitu pro ¢ — b~. Ze zdkladni vlastnosti primitivnich funkci
(druhd edst tvrzeni 1.1.3) plyne, ze muzeme vzit primitivni funkce F. tak, zZe
spliuji F.(a™) = 0, a Ze kazdé dvé takové funkce se shoduji na priniku svych
defini¢nich oboru. Pak korektné definovana funkce

F:UFC

c€(a,b)
je na (a,b) primitivn{ k f. Tedy
lim (N)/ f = lim (F.(¢c7)—F.(a"))= lim F.(c) -0
c—b— a c—b— c—b—

b
= lim F(c)—OzF(b_)—F(a+)=(N)/ f

c—b—
a levd strana formule se rovnd pravé (v tomto vypoctu postup od zndmych
veli¢in k nezndmym jde zleva doprava). Nicméné viz jesté tlohu 2.5.4. O
Uloha 2.5.4. Pro¢ presné plati treti rovnost v predeslém vypoctu?

Nyni porovname Newtonuv integral s Riemannovym, ktery odlisime znacenim

(R) f; f. Necht N(a,b) (resp. R(a,b)) jsou funkce newtonovsky (resp. rieman-
novsky) integrovatelné na daném intervalu a C(a,b) jsou funkce na daném in-
tervalu spojité. Jeho pfesny typ, zda jde o [a,b], (a,b), [a,+00) a podobné, je
nutno odvodit z kontextu.

Véta 2.5.5 (srovndani (N) [ a (R) [). Necht a,b € R* s a < b. Riemanniv a
Newtoniv integrdl pres zadany interval maji ndsledujici vzdjemné vztahy.

1. Pro a,b € R maji funkce spojité na intervalu [a,b] oba integrdly, takze

C(a, b) C R(a, b)NN(a, b) .

2. Jejich hodnoty vychdzeji stejné, pro kaZdy pripustny interval dany prvky
a,b (viz dikaz) plati:

b b
fen(a,b)mN(a,b);»(R)/ f:(N)/ f
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8. Oba integrdly jsou vzdjemné neporovnatelné. Pro kazZdy pripustny interval
dany proky a,b (viz dukaz) existuji funkce, které maji jeden, ale ne druhy,

R(a, b))\ N(a, b) #0 i N(a, b) \ R(a, b) #0 .

Diikaz. 1. Pro kompaktn{ interval [a,b] jsme ndlezeni C(a, b) C N(a, b) uz
dokézali v tvrzeni 2.5.2. Nélezeni C(a, b) C R(a, b) je dokdzané v tvrzeni 2.1.33.

2. Nejprve probereme intervaly tvaru [a,b], kde a,b € R s a < b, a [a,b) =
[a,+0), kde a € R. Necht f € R(a,b) NN (a,b). Pak mdme funkci F primitivn{
na (a,b) k f a

(N)/abf

F(b~) - F(a")

C
li li F(c)— F(d)) =1 li R
Jip Jim ()~ F(@) = Jip Jim (8) [

= m [r=m [ s

V prvni rovnosti jsme pouzili definici (V) [, ve druhé definice vyrazi F(a®t) a
F(b7), ve tFet{ druhou Zdkladn{ vétu analyzy (véta 2.1.36) a ve ¢tvrté a paté
Hakeovu vétu pro (R) [ (tvrzenf ?7?). Pro intervaly tvaru (—oo,b], b € R, je
argument velmi podobny. Uvedeme ho jesté, ted uz struéné bez zduvodnéni
(tiloha 2.5.6), pro interval (—oo, +00). Necht f € R(—o0,+00) NN (—00,+00).
Pak

“+oo
(V) / f = F(too™) - F(—oo™)

— 00

c—+00 d——o00 c—+00 d——00

- CETM(R)/_;fZ(R)/_T:f.

3. Necht ¢ € [a, b] lez{ uvnitt intervalu [a,b] a f: [a,b] — R je definovana jako
f(z) =0pro xz # ca f(c) = 1. Pak zfejmé f € R(a,b), ale f podle véty 1.1.17
nemd na [a, b] primitivn{ funkci a f & N (a,b).

Necht a,b € R a uvazme funkci f: [a,b] — R definovanou jako f(a) =0 a

= lim lim (F(¢)—F(d))= lim lim (R) /dcf

1
flz) = pro = >a.
T —a

Pak F(z) = 2y/z — a je na (a, b) primitivn{ k f a vidime, ze f € N'(a,b). Ovsem
f € R(a,b), protoze f neni omezend (tvrzeni 2.1.11). m]

Uloha 2.5.6. Zdivodnéte jednotlivé kroky hotejsitho vypoctu dokazujictho rov-
nost hodnot Newtonova a Riemannova integrdlu pres R.
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Tvrzeni 2.5.7 (linearita a aditivita). Pro a,b € R* s a < b predpoklddejme,
e integrdly (N) f(f f and (N) ffg existuji. Pak plati ndsledugici.

1. Pro kazdé o, 8 € R md funkce h = af + Bg Newtoniv integrdl pres (a,b)

a <N>lbha~<N>/abf+5-<N>/abg.

2. Pro kazdé c € (a,b) integrdly (N) [T f a (N) fcb f existuji a

(N)/abfz(N)/achr(N)/cbf-

Dikaz. 1. Kdyz F' a G jsou na (a,b) primitivni po fadé k f a g, pak aF + G
je na (a, b) primitivn{ k af + 8g. Pak pouzijeme linearitu funkén{ limity v a™ a
vb.

2. Je-li F na (a,b) primitivn{ k f, je (pfesnéji, jeji zizen{) primitivn{ k
(zizené) f také na (a,c) a na (c,b). Integraly (N) [T f a (N) fcbf existuji,
protoze

lim F(z)= lim F(z)=F(c)

z—ct T—c
diky spojitosti F' v ¢. Rovnéz F(b~) — F(a™) = (F(b™) — F(c")) + (F(¢™) —
F(a™)), coz ddva uvedenou rovnost. O

Véta 2.5.8 (Fubiniova pro kvadrant). Necht ¢ > 0 je konstanta a
f=f(z,y): [0, +00) x [0, +00) = R
je takovd spojitd funkce, Ze
|f(z, y)| < cmax(z, y) =,

kdykoli max(x,y) > 1. Pak ndsledujici dva iterované Newtonovy integrdly exis-
tuji a rovnaji se:

@ [0 [ rwna) =0 [ (o0 [ s an) an.

Diakaz. Pro y,b > 0 definujeme I(y,b) = (N) fob f(z,y) dz, tento integral exis-
tuje diky Dusledku ?7. Ukdzeme, Ze druhy iterovany Newtonuv integral existuje.
For any fixed y > 0 and any V' > b > 1,

|I<y,b/>—f<y,b>=|<N> [ i) [ @i <a
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(part 2 of Proposition ??, Proposition ??, and the assumption) and the integral

b—+o00

“+oo
I(y) == (N) / f(z, y)dzr = lim I(y, b)

(Proposition ?7?) exists by the Cauchy condition for limits of functions at +oo.
In the rest of the proof we mostly omit references to the applied properties of
the (N) [ from Section 2, the reader will easily identify them. It follows that
I:]0,4+00) — R is continuous: for fixed y,3’ > 0 with small enough |y — ¢/,
for bounded = > 0 the quantity |f(x,y) — f(x,y’)| is as small as we need by
uniform continuity of f on compact sets, and for the remaining = the quantity
|f(x,y) — f(z,y")] goes rapidly to 0 as * — +oo by the assumption. Thus

(N) fob I(y) exists for any b > 0 by Corollary ??. For y > 1 we have the bound

Yy +oo
()| < (V) / ey~ dz + (V) / o de < 20y~
0 y

+ooI

To show the existence of (N) [,

b— 4oo:if ¥ >b>1 then

(y) we again check the Cauchy condition for

v v
‘(N)/ I(y)‘ < (N)/ 2cy % < 2cb™t =0, b— 400 .
b b
Thus the second iterated Newton integral exists. So does the first one, by the
symmetric argument with exchanged x and y.

To prove the equality, we approximate the second iterated Newton integral
A by the integral

b b
A=) | ((N) | raw dx> dy, b> 1

The tail of the inner integral in A is

“+oo “+o0
[I(y) — 1(b,y)| = (N)/b [z, y)dx S(N)/b cx 3dr < b2

Thus

b “+o00 b
A—Ap) = | / I(y) + (V) /b I(y) — (V) / 100, y)dy‘

IN

™ [ ) - 10, 9)) dy\ " |<N> / i dy|

b +oo
< (N)/ cb™ 2 dy + (N)/ 2cy~?dy = 3cb™ .
0 b

For the first iterated Newton integral B and

b b
B(b) == (N) / <<N> / £, ) dy> dz, b> 1,

(6]



we get by the symmetric argument with exchanged x and y the same bound
|B — B(b)| < 3cb~!. By Theorem ??, B(b) = A(b) for every b > 0. Sending b to
+00 we get B = A, the two iterated Newton integrals are equal. m]

2.6 Aplikace integralt

Abeliv souctovyj vzorec. Dva dukazy Stirlingovy formule.
Pro posloupnost (a,) = (a1, as,...) C R zavedeme funkci

A=A(x): [0, +00) = R, A(z) = Zan ,

n<x

jiz se nékdy Fikd sumatorni (souctovd) funkce posloupnosti (a,). Podle defi-
nice mé na intervalu [0, 1) konstantni hodnotu 0, na intervalu [1,2) konstantn{
hodnotu aj, na intervalu [2, 3) konstantni hodnotu a; + as, a tak d4l.

Véta 2.6.1 (Abeliuv souétovy vzorec). Nechl f: [0, +00) — R je spojité
diferencovatelnd funkce a (a,) C R je posloupnost. Pak pro kaZdé rediné x > 0
plati rovnost

S anf0) = A@)f )~ () [ 400 = A@)f@) - [ a7 ).

n<z

Dikaz. Podle predpokladu je integrand A(t)f'(t) funkce, jez je na intervalu
[0,2] omezend a nespojitd nejvyse v celych ¢islech. Jeji Riemannuv integral
existuje podle véty ?7?7. Rovnost dokazeme aditivnim rozkladem integralu podle
tvrzeni ??. Necht m = |z] € Ny. Pak

m

-1 41

A F (¢
;;L () (1)
m)) -

M@ﬂm—/3WVﬁw-
= Alx)flx) — A(m)(f(x) — £

m—1

= D Am)(f(n+1) = f(n)
=0

mmﬂm—AZWVﬁ>

= S (Am) — A —1)f(n) = > anf(n) .
n=1

n<x

V prvnim kroku jsme pouzili tvrzeni ??. Ve druhém konstantnost A(¢) na inter-
valech [m, z] a [n,n+ 1), tvrzeni 7?7 a vétu ??. TTeti je zalozeny na vlastnostech
scitani a ndsobeni. O
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Véta 2.6.2 (Stirlingova formule). Pron € N a jdouci do oo mdme asympto-
tiku

s n\m n!
nl=|1i=(1+0(1 27m(7) , tojest lim ———5 =1,
g (1+0(1)v c jest  lim S (2)

pricemZ m = 3.14159 ... a e = 2.71828... jsou vSeobecné zndmé konstanty.

S vyraznou pomoci integralu vétu dvéma zpusoby dokédzeme.
Prvni dikaz vyuziva nésledujici vyjadieni faktoridlu integralem.

Tvrzeni 2.6.3 (1. vyjaddieni n! integrdlem). Existuje konstanta ¢ € R, Ze
pro (viechna) n € N je

n+%
log(n!) :/ logz +c+0O(1/n) .

2
Duikaz. Nejprve dokazeme, ze pro m € N je
m+%
/ logz = logm 4+ O(m™?) .
m—j
Necht m > 2. Integral se rovna

m+%

[zlog z —x]m_% = (m+1/2)log(m+1/2) — (m+1/2) —
— (m—1/2)log(m —1/2) + (m — 1/2)

= mlog (M) + (1/2)log(m? —1/4) — 1

= logm+ mlog (1+ (m— %)_1> + 3log (1 — ;15

) 1.

Posledni tfi s¢itance dohromady skuteéné davaji, diky rozvoji log(l + z) =
r—22/2+ 0(2?) pro |z| < % (viz Taylorovy fady v MA I [5]),
m m
m—1/2  2(m—1/2)2
2m(m —1/2) —m — 2(m — 1/2)?

- 2(m — 1/2)2 +Om™)

+0(m™2)+0(m™?) -1

_ 2(m_1/1 2/2)2 L O(m™?) = 0(m™?).

Diky linearité integrdlu vzhledem k integra¢nim mezim

n n m+%
log(n!) = Z logm = Z (/ logz + O(m_2)>
m=1 m—%

m=1

n+% n
-2
/1 logx—i-mZ::lO(m ).

2
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A jsme hotovi, podle tdlohy 2.6.4
Y om?)=> 0m2)~ Y O(m?) =c+0(1/n)
m=1 m=1 m=n+1

pro néjaké ¢ € R. a

Uloha 2.6.4. Ovérte, e Fada S, O(m™2) konveguje a Ze jeji n-ty zbytek je
Fddu O(1/n).

Tedy, opét diky rozvoji log(1 + z) = = + O(a?) pro |z| < 3,

Nl

n+%
log(n!) = A logz+c+0(1/n):[xlog;:vfa:y”r
= (n+1/2
(n+1/2
(n+1/2
(n+1/2

+c+0(1/n)

M

log(n+1/2) —n+co+ O(1/n)

(logn +1log(1+1/2n)) —n+co + O(1/n)

logn —n+1/2+0(1/n)+ O(1/n) +¢o + O(1/n)
logn —n+c¢ +0(1/n),

—_ — — —

kde jsme cestou v ¢; posbirali ruzné konstantni piispévky. Odlogaritmovani s
pomoci ulohy 2.6.5 dava

nn+1/2

e 0 = (14 01 /m) eavr (1)

n! = exp(log(n!)) = on

kde co = e* > 0 (protoze exponencidla ma jen kladné hodnoty).

Uloha 2.6.5. Dokazte, ze pro |A| <1 je e® =1+ O(A).

Véta 2.6.2 tak uz je napul dokdzana, zbyva ovsem odvodit rovnost
co=V2r.

Zbyvajici druhéd polovina prvniho dukazu je moznd jeSté zajimavéjsi nez
prvni, nebot v ni integraly vystupuji celkem pifekvapivym zpiisobem.

Tvrzeni 2.6.6 (Wallisav [). Pron € Ny oznacime

/2
W, = /0 (cosz)™ (>0).

Pak Wy =7/2, Wi =1,

-1 Wi —
W, = n Whn_oo pron>2a lim !
n

n—oo
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Ditkaz. Wy = [[/*1 = 7/2, Wy = [sina]}/* = sin(r/2) — sin0 = 1, W, jsme

viceméné spocitali v piikladu 1.1.23 a pro n > 2 za pomoci integrace per partes
a rovnosti sin® = 1 — cos? = spo¢itdme

/2

0o T

/2
W, = /0 (sinz)’(cosz)" ' = [(sinz)(cos )" ]

/2
+ (n— 1)/0 (sinz)?(cosz)" 2
= 0-0+(n—-—1W,_2—(n—-1W,

a mame uvedenou rekurenci. Pro n € Ny a = € [0,7/2] patrné 0 < cos”x <
cos" 1z, piicemz pro x # 0,7/2 plati dokonce ostré nerovnosti. Tedy W,, <

W1 < Wp_9 apron — oo

W1 W2 n

1< A < W, zn_1—>1,apr0t0i VIT;:_)L
O
Rekurenci pro W,, snadno vyfesime a pro n € N dostaneme
(2n—-1)(2n—-13)...1 2n)! =«
Wa, = Wy = - =
2 2m(2n—2)...2 ° (2?2 2
a
2n(2n—2)...2 (2nn!)?
Waon+1 = 1= 75— -
2n+1)(2n—-1)...3 (2n+1)!

Pro n — oo vyuzijeme limitu v poslednim tvrzeni a jiz dokdzanou asymptotiku
n! ~ coy/n(n/e)™ a spocitdme

Wan (2n+1)(2n)1? =

1 [ad = P
Wan+1 (2”71')4 2
2n-c3-2n- (2n/e)* w 2w
2in . ct.n2. (nfe)in 2 3
Odtud ¢y = V27 a prvni dikaz véty 2.6.2 je dokoncen. a

Pro druhy dikaz véty 2.6.2 pouzijeme jiné vyjadieni faktoridlu integrélem.
Dalsi dvé takova vyjadreni jsou uvedena v poznamkéch v oddilu 2.9.

Tvrzeni 2.6.7 (2. vyjaddieni n! integrdlem). Pro kazdé n € Ny se

—+oo
n! = / e " .
0
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Diikaz. Uvedeny integral oznaéime jako I,,. Pak Iy = [—e %] =0— (1) = 1
a pro n > 0 spoéitdme per partes (tvrzenf ?77)

+o0 400
I, = / (_e—x)/mn _ [_e—zxn]g-oo + ’I’L/ e—xmn—l —0-04nl, ;.
0 0
Indukce dava I,, = n!l. O

Maximum integrandu je v x = n. Substituci x = n(1+y) ho posuneme do y = 0
a pro n! tak dostaneme jesté lepsi integralni vyjadient

+oo oo
nl — / e T da = e—nnn+1/ (B_y(l + y))n dy .
0 1

Lehce se vid{ (tloha 2.6.8), Ze nezdporna funkce e ¥(1 4 y) na [—1, 0] roste z 0
do 1 a na [0,+00) klesd z 1 do 0. Asymptotiku tohoto integralu pro n — oo
najdeme rozkladem integracniho intervalu na dva okraje a prostiedek [—4, ],
pricemz § > 0 a vhodné jde k 0 s n — oo, a ddle pomoci rozvoje

e V(14y) = e vHosty) = v/ 200 Byt /Ad =0 /20073y A
V(14 00Y), Il <172
(viz uloha 2.6.5).

Uloha 2.6.8. Ovéite uvedené intervaly monotonie funkce e ¥(1 +y).

Tvrzeni 2.6.9 (Laplaceova metoda). Necht 6: N — (0,1) je posloupnost
jdouci k0 s n — oo alespori tak rychle, ze nd® = nd(n)3 — 0. Nechf ddle

+o0

n= [Ty = [T ey me [ e

—1 —0o0

+o0 R
J4:/ Giny /2.
é

/m (e¥(1+y)" = (1+0nd*) (J3—2Js) + J1 + J .

-1

Potom pron € N je

Dukaz. Rozkladu [—1,+00) = [—1, —0] U [d, +00) U [—4, §] odpovidaji scitance
J1, Jo a sCitanec

é é ) n
/ (1 +y)" / e (14 0(P)
—5 -6
5
(1+O(n63))/ e=™*/2 ({iloha 2.6.10)

-6
(1 + O(n(53)) (J3 — 2J4) .
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Uloha 2.6.10. Pro¢ plati, Ze

5 5
/ e 2 (14 0(y%)" dy = (1+0(no?)) / e 2 dy ?
=5 =4

2.7 Henstockuv—Kurzweiltiv integral
2.8 Lebesguetnv integral

2.9 Poznamky a dalsi dlohy

0Oddil 2.3. Tento oddil jsem sepsal podle 11. kapitoly knihy [22] V. A. Zoricha.
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Kapitola 3

Diferencialni pocet funkci
vice proménnych

Cilem této kapitoly je zobecnit nutnou podminku pro nabyvani extrému funk-
cemi jedné redlné proménné na funkce nékolika redlnych proménnych. Oddil 3.1
zobecniuje operaci derivace a v navazujicim oddilu 3.2 uvedeme a dokazeme
nutné podminky pro to, aby funkce vice proménnych méla v daném bodé lokélni
extrém.

3.1 Diferencial a parcialni derivace

R™ jako vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, normou a vzddlenosti. Koule
a otevrrené mmnoziny.

Necht m € N. Nejprve si zopakujeme, jaké struktury linedrni algebry a topo-
logie nese m-rozmérny euklidovsky prostor R™, slozeny ze vSech uspotadanych
m-tic x = (x1, T2, ..., Ty) redlnych ¢isel x;. Predné jde o m-rozmérny vektorovy
prostor nad télesem skaldrid R. Podrobnéji to znamend néasledujici.

1. Vzhledem k bindrni operaci x + y séitdni vektori,
(@1, T2, s T) + (Y1, Y20 -, Ym) = (@1 H Y1, T2+ Y2, -, T+ Ym)

—prvni + definujeme, ta dalsi oznac¢uji dané séitani v R, tvori (R™,+)
komutativni grupu (dloha 3.1.1).

2. Pro kazdé o € R je na R™ déna unarni operace ax skaldrniho ndsobent
(vektoru x € R™ skaldrem o € R)

ar = a(zr, Ta, ..., Ty) = (QT1, AT, ..., ALy, .

Tyto operace spliuji pro kazdé o, 8 € Ra x,y € R™ pozadavky (tiloha 3.1.2)
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alz+y) = (ax) + (Br) = ax + fx a
(a+ B)x = az + pz.

Uloha 3.1.1. Dokaste, ze (R™, +) je komutativni grupa.

Uloha 3.1.2. Popiste operace vyskytujici se v pozadaveich (a)-(d) a dokazte
tyto rovnice.

Uloha 3.1.3. Dokaste dalsi dvé viastnosti skaldrniho ndsobent:
(—-)z=-z a 02=0.

Zde —1,0 € R, —x je aditivnd inverz proku x v grupé (R™,+) a 0 je neutrdlni
prvek grupy (R™,+). Uved'te vidy dva dikazy: jeden z definice konkrétniho
skaldrni ndsobend na R™ vyse a druhy odvozenim z poZadavki (a)-(d).

Dulezitou funkci dvou proménnych definovanou na vektorovém prostoru R™
predstavuje skaldrni soucin vektori

() R XR™ 5 R, (2, y) = 2191 + Zaya + - + T -
Ten ma pro kazdé o, 5 € R a x,y,z € R™ tyto vlastnosti:
1. (z,x) > 0 a rovnost nastdvd pravé a jen pro z = 0,
2. (z,y) = (y,7) a
3. {ax + Py, z) = afx, z) + By, 2).
Uloha 3.1.4. Dokaste tyto tii vlastnosti skaldrniho soucinu vektoru v R™,

Skalarnim soucinem méiime thel mezi vektory v R™, ale také pomoci néj
méfime jejich velikosti a vzdélenosti mezi nimi. Definujeme (euklidovskou) normu
jako zobrazeni

-1 R™ = R, ||lzll = /{2, 2) = al + a5+ +a, .
Vlastnosti normy (a € R, z,y € R™):
L. [jz]| >0alz|]| =0 < z=0=(0,0,...,0),
2. |laz| = laf - =] a

3. plati trojihelnikova nerovnost ||z + y|| < [|z|| + ||ly||-

Uloha 3.1.5. Dokaste tyto ti1 vlastnosti normy vektoru v R™,
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Z normy uz lehce odvodime (euklidovskou) vzddlenost
d: R™ xR™ =+ R

mezi dvéma body ¢i vektory x,y € R™:

d(z, y) = |z —yll = V(@1 = 92)2 + (22 = 92)? + - + (@ — ym)? -
Vlastnosti vzdélenosti (z,y,z € R™):
1. d(z,y) > 0ad(z,y) =0 < z =y,
2. d(z,y) =d(y,z) a
3. plati trojihelnikovd nerovnost d(z,y) < d(zx, z) + d(z, y).
Uloha 3.1.6. Dokaste tyto tri vlastnosti vzddlenosti mezi body v R™.

Zobecnime z R na R™ ¢-okoli bodu a oteviené mnoziny (viz MA I [5]).

Definice 3.1.7 (koule, oteviend mnozina a okoli). Pro s € R™ a kladné
r € R (otevrenou) kouli (vR™, se stredem s a polomérem r) rozumime mnoZinu

B(s,r)={z e R™ |d(s, z) = ||z —s|]| < r} .

Mnozina M C R™ je otevirend, pokud pro kaZdy jeji bod a € M existuje polomér
r >0, Ze B(a,r) C M. Proa € R™ a U C R™ o mnoziné U tekneme, Ze je
okolim bodu a, kdyZ a € U a U je otevrend.

Uloha 3.1.8. Ovéite, ze prom =1 je B(a,d) = U(a,8) a e oteviené mnoziny
v R = R jsou tytéz jako ty definované v MA T [5].

Uloha 3.1.9. Dokazte, Ze kazdd koule v R™ je oteviend mnozina.

Uloha 3.1.10. Dokazte, Ze otevirené mnoziny v R™ maji ndsledugici vlastnosti.
1. Mnoziny O a R™ jsou oteviené.
2. Jsou-li A, B C R™ oteviené, je i prunik AN B oteviend mnoZina.

8. Je-li Ay CR™, i € I, systém oteviengch mnoZin, je i sjednocent | J;c; A
otevrend mmnozina.

Budeme pracovat s funkcemi
f:M—=R, f=f(x1, 22, ...\ Tm) ,

definovanymi na podmnozindch M C R™, které budou vétsinou oteviené, nebo
obecnéji se zobrazenimi

f: M%Rna MCRma f:(f17 f2a ) fn)7
kde f; = fi(x1, 29, ..., Zm) jsou souradnicové funkce. Nez zacneme s derivacemi,

zobecnime spojitost funkce z jedné na vice proménnych.
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Definice 3.1.11 (spojitost funkci a zobrazeni). Je-li U C R™ okol{ bodu
a, nazveme funkci f: U — R spojitou v a, kdyz

Ve>030>0: |lz—a| <d=|f(x)— fla)] <€.

Stejné se definuje spojitost zobrazend f : U — R"™, jen absolutni hodnota | f(x)—
f(a)] (coz je norma vR') se nahradi normou || f(z)— f(a)| v R™. Funkci f: U —
R ¢ zobrazeni f: U — R™ nazveme spojitymi (na U ), jsou-li spojité v kazdém
bodu otevrené mnoziny U,

Definice 3.1.12 (smérova derivace). Necht f: U — R je funkce definovand
na okoli U C R™ bodu a. Jeji smérovou derivaci v a ve sméru v € R™\{0}

rozumime limitu .
D, f(a) := lim M ,
t—0 t

existuje-li.

Predstavme si U jako oblast v tfirozmérném prostoru, v niz funkce f mét{
teplotu a kterou prolétava néjakd ¢dstice. Smérovd derivace D, f(a) pak uddva
okamzitou zménu teploty ¢astice ve chvili, kdy se naléza v bodu a a ma vektor
rychlosti v.

Nasleduje dulezitéd definice parcidlni derivace funkce nékolika proménnych —
celd fyzika je zaloZena na rovnicich pro parcidlni derivace ruznych funkei.

Definice 3.1.13 (parcidlni derivace). Necht f: U — R je funkce definovand
na okoli U C R™ bodu a. Jeji parcidlni derivace v bodé a podle proménné
x; je smeérovd derivace D, f(a) pro i-ty vektor kanonické bdze e;, tedy e; =
(0,0,...,0,1,0,0,...,0) md na i-tém misté 1 a jinde nuly. Znaci se jako

of
81:1-

(a) .
Explicitné napsano,

of (a) = lim flar, ..., ai—1, a; + hy @i, ..., am) — flag, az, ..., anp) '
63?1‘ h—0 h

Uloha 3.1.14. Ovérte, ze prom =1 a funkci f = f(x1) jedné proménné je
of

/
3x1 - f (.'1,'1) :
Definice 3.1.15 (gradient funkce). Nechtf f: U — R je funkce definovand
na okoli U C R™ bodu a, kterd md v a parcidlni derivaci podle kaZdé z m
promeénnych. Vektor jejich hodnot nazgvime gradientem funkce f v a. Znacime
ho jako



Zobecnime linedrn{ aproximaci f(a + h) = f(a) 4+ f'(a)h + o(h) funkce f(x)
jedné proménné na zobrazeni s n souradnicovymi funkcemi o m proménnych.

Definice 3.1.16 (diferencidl). Necht f: U — R" je zobrazeni definované na
okolif U C R™ bodu a. Rekneme, Ze f md v a diferencidl nebo Ze f je v a
diferencovatelné, kdyz existuje takové linedrni zobrazeni L: R™ — R", Ze

f @t ) = fa) — L))

=0
Ih][ =0 (| Al

—pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze kdyz h € R™ spliiuje a + h € U a
0 < ||| <6, pak ||f(a+ h) — f(a) — L(h)|| < e||h||. Diferencidlem zobrazeni f
v a pak rozumime linedrni zobrazeni L a jeho hodnotu ve vektoru h € R™ pak
znacime

Df(a)(h) = L(h) .

Norma ve jmenovateli predchoziho zlomku se bere v R™ a norma v citateli v
R™. Smérova a parcialni derivace jsou pouhd ¢isla, kdezto diferencial je objekt
vy$§siho fadu, linearni zobrazeni.

Uloha 3.1.17. Co je diferencidl v bodé a € R pro funkci jedné proménné f(x)?

Smeérova derivace, parcidlni derivace a diferencidl funkce f v bodu a dévaji
lokélni aproximace f pobliz a linedrni funkci:

f(a+tv) = f(a)+va(a)'t+O(t)vt_>0a
fla+te;) = f(a)—i—i‘:f'(a)-t—&—o(t)7 t—0,
fla+h) = f(a)+Df(a)(h) + o[|A]), [[All =0

V prvnich dvou vztazich je t realné ¢islo jdouci k nule a aproximace plati pouze
pro argumenty funkce na piimce jdouci bodem a ve sméru v, resp. ve sméru i-té
soufadnicové osy. Ve tfetim vztahu h probiha body R™ a aproximace plati pro
vSechny argumenty funkce v okoli bodu a. Diferencovatelnost funkce ¢i zobrazeni
je silngjsi vlastnost nez existence smérovych nebo parcidlnich derivaci, z nichz
neplyne ani spojitost v daném bodé.

Priklad 3.1.18. UvaZme funkci
f:f(‘r7y): RQ - R

definovanou jako f(x,y) = 1 pokud xy =0 a f(x,y) = 0 jinde. Jak je to s jejimi
parcidlnimi derivacemi a spojitosti v 0 = (0,0)?

Protoze ma f libovolné blizko u pocatku hodnoty 0 i hodnoty 1, neni tam
spojitd. Ma ale v po¢atku obé parcialni derivace, podle z i podle y, a obé rovné
0. Funkce je totiz na souradnicovych osach konstantné rovna 1. O
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Priklad 3.1.19. Spocitejme parcidlni derivace funkce
f=flz, vy, 2) =2%ysin(yz) + zlogz: R* - R.

Proménné ruzné od té, podle které parcidlné derivujeme, bereme jako konstanty.
Vystacéime proto s pravidly a postupy pro derivovani funkei jediné proménné.
Pro nasi funkci tak méme

of 2 .

o = 3z ysin(yz) + log z ,

% = 23(sin(yz) + zy cos(yz)) a
of 39

5, = Ty cosyz)+a/z.

Uloha 3.1.20. Dokaste ndsledugici tvrzend.
Tvrzeni 3.1.21 (vlastnosti diferencidlu). Necht

f:(f17f27"‘7fn):U_>Rn

je zobrazent definované na okoli U C R™ bodu a. Pak plati ndsledujici.
1. Kdyz diferencidl zobrazeni f v a existuje, je uréeny jednoznacné.

2. Zobrazeni f je diferencovatelné v a, prdavé kdyz jeho kaZdd souradnicovd
funkce f; je diferencovatelnd v a.

3. Kdyz je zobrazeni f diferencovatelné v a, potom je f v a spojité.

Tvrzeni 3.1.22 (diferencidl = 0). KdyZ je funkce f : U - R, U C R™ je
okoli bodu a, diferencovatelnd v a, pak md v a véechny parcidlni derivace a jejich
hodnoty diferencidl uréugji:

DI@®) = 5@ b+ (@) hat e+ 2 () b
— (Vf(a), B)

— hodnota diferencidlu funkce f v h se dostane jako skaldrni soucin vektoru h
a gradientu f v a. Funkce f pak md v a téZ vSechny smérové derivace a plati
vztah

D, f(a) =Df(a)(v) .
Dikaz. Z linearity diferencidlu L = D f(a) mame

L(h) = L(hlel + hoeg + -+ - + hmem) = L(el)h1 + -+ L(em)hm ,
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kde e; je i-ty vektor kanonické baze. Diky aproximaci f(a+te;) = f(a)+ L(te;)+
o(||te;||) pro t — 0, plynouci z diferencovatelnosti f v a, mame

Of () = iy f@Tte) = @) Llte) + oflltedl)
Ox; t—0 t P ;

_ i ) Fo(t) _ _o(]t])

- %ﬂf—L(ei)Jr}g%T

= L(el) ’

a tak L(e;) = aa—f(a). To dava vyjadieni diferencidlu parcidlnimi derivacemi.

i

Necht v € R™ je nenulovy vektor. Opét
+ - L +
fla+tv) — f(a) i (tv) + o(||tv]])

Dy, f(a) = }5% t 50 t
tL tl - t| -
g P 0l ol ol o)
t—0 t t—0 t

— L(t) = Df(a)(v) -

O

Jak znamo, dané linedrni zobrazeni L: R™ — R"™ je popsano matici rozméru
n X m a hodnota L(h) se dostane maticovym nésobenim:

L(h)l l171 ZLQ ll,m h1
L(h), loy loo ... lom hy
L(h) = : = 7 . .
L(h)n A A .

pro néjaké koeficienty I; ; € R. Je-1i L diferencidl f v a, ma podle tvrzeni 3.1.22
tato matice v i-tém fadku gradient souradnicové funkce f; v bodé a:

_Of;
llv] - axj (a) .

Dusledek 3.1.23 (Jacobiho matice). Necht U C R™ je okoli bodu a, na
némsz je definované zobrazeni

f:U—>R",
které je diferencovatelné v a. Diferencidl zobrazeni f v a, kde f md souradnicové
funkce f = (f1, f2y.-., fn), je pak ddn takzvanou Jacobiho matici zobrazend f v
bodé a:
0 o] 2]
L) $8(a) ... F1(a)
lé) 9 0,
() _| o o . o
Iz ij=1 .
O fn Ofn Ofn
8r(a) S2(a) ... 22(a)
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Je-li Jacobiho matice ¢tvercovd, jeji determinant se nazyva jakobidn.

Véta 3.1.24 (0 = diferencial). Necht U C R™ je okoli bodu a € R™. Md-li
funkce f: U — R na U vSechny parcidlni derivace a ty jsou v bodé a spojité, pak
je f v bodé a diferencovatelnd.

Dikaz. Omezime se na piipad m = 2 dvou proménnych z,y a bod a =
0 = (0,0), pro vice proménnych se postupuje podobné (iiloha 3.1.25). Rovnéz
mizeme piedpoklddat, ze U C R? je koule (tedy otevieny kruh) se stfedem v
pocétku. Necht h = (hy,hs) € U a b’ = (hy,0). Pifrustek f(h) — f(0) napiseme
pomoci piirustku ve smérech obou souradnicovych os:

f(h) = £(0) = (f(h) = f(h)) + (f(h') = f(0)) .

Useéky h'h a Oh' obé lezi v U, funkce f je na nich definovana a na prvni dsecce
zavisi pouze na proménné y a na druhé jen na x. Pro obé tusecky a funkci f
pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté (pro funkce jedné proménné),
viz MA I [5]:

of of

f(h) — £(0) = OnTy(Q)‘hz‘F%(Cl)'hl,

kde (s (resp. (1) je néjaky vnitini bod tsecky h'h (resp. 0h'). Body (1 a (o lezd
v kouli B(0, ||h|]). Diky spojitosti obou parcidlnich derivaci v poc¢atku mame

Tw=To+a@ a P =FOo+i0.

kde a(h) i B(h) je o(1) pro h — 0 (tj. pro kazdé ¢ > 0 mame § > 0, Ze
Ih]] < 0 = |a(h)] <e-1=c¢ atotéz pro B(h)). Tedy

F(1) = 10 = 520 ha+ L 0) - + alcaha + (G

Z trojuhelnikové nerovnosti a nerovnosti 0 < ||C1|, |C2]| < ||R| & k1], |h2] < ||A|
plyne, ze kdyz ||h|| < J, tak

l(C2)ha + B(C1)ha| < |a(C2)] - 1Rl + [B(C1)] - |l < 2¢e]A]] .

Tedy a(C2)ha+B(¢1)h1 = o(||h]]) pro h — 0. Podle definice diferencidlu je funkce
f diferencovatelna v pocatku. o

Uloha 3.1.25. Rozmyslete si, jak se predchozi véta dokdZe pro obecnou funkci
s vice nez dvéma promeénnymi.

Zobecnime Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté na funkce vice proménnych.

Tvrzeni 3.1.26 (Lagrange pro funkce vice proménnych). Necht u = ab
je usecka s koncovymi body a # b, jez lezi v oteviené mnoziné U C R™, a

f:U—=R
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je funkce, jez je spojita v kazdém bodé u a md v kaZdém vnitrnim bodé u dife-
rencidl. Pak pro néjaky vnitini bod ( usecky w plati, Ze

f(0) = fla) =Df(O)(b—a)

—rozdil hodnot funkce f na koncich isecky u se rovnd hodnoté diferencidlu
funkce f pro néjaky vnitrni bod ( usecky u na smérovém vektoru usecky u.

Dikaz. Uvéazime funkci

Fit)=fla+tb—a)):[0,1] - R.
Ta je patrné spojita na [0, 1] a jeji derivace v bodé t € (0,1) je
F(t+h)—F(t)

PO = fm =
_ gy Llat )b —a) — flat (b a))
h—0
_ oy 2f (et —a)(h(b—a)) + o(||2(b ~ a)|))

h—0 h
= Df(a+tlb—a))b—a).

Klasickéd Lagrangeova véta o stiedn{ hodnoté pak pro F(t) a interval [0, 1] pFesné
ddvase (=a+t(b—a), 0 <t <1, co se tvrdi. O

Rekneme, ze dva (ruzné) body a,b € M C R™ lze spojit v M lomenou carou,
existuje-li takova posloupnost usecek s1,ss2,...,5, C M, Ze a je konec s1, b je
konec s,, a lezi pouze v usecce sy, b pouze v s, a pro kazdé i =1,2,...,n—1
je s; N s;4+1 spolecny konec obou tsecek.

Uloha 3.1.27. Dokazte, Ze a,b € M lze spojit v M lomenou carou, prdivé kdyz
existuje (spojité) po édstech linedrni zobrazeni f: [0,1] — R™, jehoZ obraz je
obsazeny v M, f(0) =a a f(1) =b.

Uloha 3.1.28. Ukazte, Ze kdyz priddme poZadavek, aby s; N's; = O pro kazdé
1<4,5 <nsli—j| >2, dostaneme ekvivalentni definici spojovdni bodi lomenou
carou v rdmci moziny.

Definice 3.1.29 (souvislost otevienych mnozin). Otevienou mnozinu

M CcR™

nazveme souvislou, kdyz lze kaZdé dva body v M spojit v M lomenou carou.
Tato definice se tykd jen otevienych mnozin, pro obecnou mnozinu M C R™ se
souvislost definuje jinak.

Uloha 3.1.30. Dokazte, Ze kazdd koule v R™ je souvisla mnozina, stejné jako

R™\ ({1 U---ULy), kde £; jsou primky. Dokazte, e mnozina B\ R, kde B C R3
je koule a R je rovina ji protinajici, neni souvisld.
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Disledek 3.1.31 (0 =0 = f = const). Md-li funkce m proménngch
f:U—=R

v kaZdém bodé oteviené a souvislé mnoziny U C R™ nulovy diferencidl, je na
U konstantni. Totéz plati, mad-li f v kazZdém bodé U kaZdou parcidlni derivaci
nulovou.

Diikaz. Nechf U C R™ je oteviend a souvisld mnozina a funkce f: U — R
méa na U nulovy diferencidl. Vezmeme dva libovolné body a,b € U a spojime
je lomenou ¢arou pomoci tsecek sq, sa, ..., s, lezicich v U. Pro kazdou z nich
s; = a;b; mame podle predchoziho tvrzeni a predpokladu o f, ze

flai) = f(bi)) =Df(C)(a; —b;) =0 a f(a;) = f(bs)

(¢ je néjaky vnitini bod s;). Hodnoty funkce f na koncich vsech tsecek s; se
rovnaji a tedy f(a) = f(b).

Ma-li funkce f v kazdém bodé U nulovou kazdou parcidlni derivaci, je f
podle véty 3.1.24 v kazdém bodé U diferencovatelnd a (podle vyjadieni dife-
rencidlu pomoci parcidlnich derivaci) jeji diferenciél je vzdy nulovy, ¢imz jsme
v piredchozi situaci. O

Podivame se na aritmetiku parcidlnich derivaci a diferenciali.
Uloha 3.1.32. Dokaste ndsledugici aritmetické vzorce pro parcidini derivace.
Tvrzeni 3.1.33. Necht jsou funkce

f=fx, ..., zm),g=9g(x1, ..., Tw): U =R

definované na okoli U C R™ bodu a € U a maji v bodé a parcidlni derivaci podle

proménné x;. Pak (o, 8 € R a misto % piseme strucénéji 0;f)

di(af +Bg)(a) = ad;if(a)+ Bdig(a)
9i(fg)(a) = g(a)0;f(a)+ f(a)dig(a)
8:(f/9)(a) 9(a)0; f (CZ(;)J; (a)dig(a)

Tvrzeni 3.1.34 (poéitani s diferencidly). UvaZme bod a jeho okoli, R™ D
U >3a, a funkce f,g: U — R, obé diferencovatelné v a.

(pokud g(a) #0) .

1. Kdyz o, B € R, pak i funkce af + Bg je v a diferencovatelnd a
D(af + Bg)(a) = aDf(a) + fDg(a) .
2. Soucinovd funkce fg je téZ diferencovatelnd v a a

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) .
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3. Kdyz g(a) # 0, je i podilovd funkce f/g diferencovatelnd v a a
1
D /9)@) = o5z (@DS(@) = F@Dg(@))

Vsimnéme si, Ze vysledny diferencidl je vidy linedrni kombinace diferencidli
funkei f ag.

Dukaz. Tyto vzorce plynou z tvrzeni 3.1.33 a 3.1.22 a z véty 3.1.24. O
Uloha 3.1.35. Dokazte, Ze vzorec pro diferencidl linedrni kombinace v édsti 1
plati obecnéji i pro zobrazend f,g: U — R™.

Zobecnime vzorec pro derivaci slozené funkce pro slozené zobrazeni. V nasledujici
vété zapisujeme sklddani funkci a zobrazeni v poradi zprava doleva podle poradi

aplikace: (g o f)(z) = g(f(x)).
Véta 3.1.36 (diferencidl slozeného zobrazeni). Nechf
f:U—=V, g: VR

jsou dvé zobrazent, definovand na okolicha € U C R™ a b= f(a) € V C R".
Je-li f diferencovatelné v a a g diferencovatelné v b, je sloZené zobrazeni

gof=g(f): U—R"

diferencovatelné v a a jeho diferencidl se rovnd sloZeniné diferencidlu zobrazeni
fag:
D(g o f)(a) = Dg(b) o Df(a) .

Nez se pustime do dukazu, pfipomeneme vyznam symbolia o(h) a O(h) a v
lemmatu uvedeme jejich jednoduché vlastnosti, které v dikazu vyuzijeme.

Pro zobrazeni z: U — R", kde U C R™ je okoli po¢atku 0, budeme pro
x — 0 pséat struéné z(z) = o(x) misto ||z(z)|| = o(||z|]) a z(z) = O(z) misto
llz(x)]| = O(||z||). Piipomenme si, ze znaceni z(x) = o(z) je zkratka pro

Ve>036>0: |z|]| <d = |z(x)| <ellz]
(specidlné z(0) = 0) a z(x) = O(z) je zkratka pro
Je>036>0: ||z <d=|z(x)| <l

0).

(specialné z(0)
Lemma 3.1.37. Nechf
21,20: U =R, w:U—V av:V—RF

jsou zobrazent, kde U C R™ a' V' C R" jsou okoli pocédtkiu souradnic. V ndsledugicich
turzenich x — 0.
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1. KdyZ je z1 linedrnd zobrazent, potom z1(x) = O(x).

2. Kdyz z1(z) = o(x) a z2(x) = o(x), potom z1(z) + z2(x) = o(x).

3. Kdyz z1(z) = o(x) a z2(x) = O(z), potom z1(x) + z2(z) = O(x).

4. Pokud u(x) = o(z) av=0(z), pak v(u(z)) = o(z).

5. Pokud u(z) = O(x) a v(z) = o(z), pak v(u(x)) = o(x).
Diikaz. Ctensika si dikazy muze rozmyslet jako cviceni, ale my je taky uve-
deme.

1. Necht je z; dané maticf A = (a;;) € R™™ a ¢ = max; ; |a; ;|. Pak pro
kazdé x € R™ je

|21 (2)]] <m max |z1(x);| < mnc max |z;| < mnc||z| .
1<i<n 1<i<m

2. Pokud pro dané € > 0 je ||z1(x)|| < e€llz|| i ||z2(x)] < €]|z|| na n&jaké kouli
B(0,r) v R™, pak podle trojihelnikové nerovnosti na nf je i
[21(2) + 22(2)|| < [[21(@)]| + [[22(2)]| < 2e]|] -
3. Pokud ||z1(2z)|| < ¢||lz|| a ||z2(z)|| < c||z]|, kde €, ¢ > 0 jsou konstanty, na
né&jaké kouli B(0,7) v R™, pak podle trojiihelnikové nerovnosti na nf je i
21(2) + 22(2)|| <[22 (@) + [|22(2) ]| < (e + )| -

4. Necht |[v(z)| < ¢||z||, s konstantou ¢ > 0, na né&jaké kouli B
Pro dané € > 0 zvolime tak malé § > 0, Ze €6/c < r a na B(0,
lu(z)|| < (e/¢)||lx]|- Na této kouli pak mame

[o(u(@))l < ellulx)]| < c(e/c)llz] = el -

5. Necht [|u(z)| < c||lz||, s konstantou ¢ > 0, na néjaké kouli B(0,r) v
R™. Pro dané € > 0 zvolime tak malé § > 0, Ze § < r a na B(0,cd) v R" je
|lv(z)]| < (e/c)|z||. Na B(0,5) v R™ pak mame

lo(u(@))I| < (e/e)[[u(@)]] < (e/c)ellz]| = el|] -

(0,7) v R™.
d) v R™ je

O

Dukaz véty 3.1.36. V okoli pocitku soufadnic mame podle predpokladu di-
ferencovatelnosti aproximace

g(b+h) = g(b) +Dg(b)(h) +~(h) a fla+h)= f(a)+Df(a)(h)+ B(h),
kde v(h) = o(h) v R™ a 8(h) = o(h) v R™. Oznacime si f(a+h) = f(a)+A(h) =
b+ A(h) s A(h) =Df(a)(h) + B(h). Pak

(gofla+h)—(go [f)a 9(fla+h)) —g(f(a))

) ) —
(diferencovatelnost f va) = (b + A(h)) —g(b)
) )

)

(diferencovatelnost g v o) = Dg(b)(A(h)) +v(A(h))
(linearita Dg) = Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(5(h)) +v(A(h))
= (Dg(b) e Df(a))(h) + a(h),
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kde

a(h) = Dg(b)(B(h)) +v(A(h)) = Dg(b)(B(h)) + v(Df(a)(h) + B(h)) -

Zbyva ukézat, ze pro h — 0 je a(h) = o(h). Prvni s¢itanec ve vyjadfen a(h) je
o(h) podle ¢ésti 1 a 4 lemmatu (linedrn{, tedy O, zobrazeni slozené s o dvé o)
a druhy je rovnéz o(h) podle ¢&sti 1, 3 a 5 (o zobrazenf slozené se souc¢tem O a
o0 je o slozené s O a tedy o). Celkem «(h) = o(h) podle ¢ésti 2. Takze g o f md
v a diferenciél rovny linedrnimu zobrazeni Dg(b) o D f(a). O

Za situace popsané v pfedchozi vété je Jacobiho matice slozeného zobrazeni
h =go f v bodé a rovna sou¢inu Jacobiho matice zobrazeni g v bodé b = f(a)
a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a:

6h k,m agz )k,n <6f2 ) ,m
= b
<537]( ))i,j—1 (8xj( ) i,j=1 65’33( 2 i,j=1
k,m
agz af7
(Z ({91’7« 8.’Ej (G)) — ’
i,j=

Specidlné pro k = 1, kdy funkce h = h(z1,x2,...,2y,) 0 m proménnych je
slozeninou

h:g(fh an ) fn)

funkce g = g(x1, z2, ..., zy,) o n proménnych s n funkcemi f; = fi(x1,22,...,2Zm),
dostavame retizkové pravidlo pro parcidlni derivaci slozené funkce:
oh - of;
Ox; (a) = Z 8QJJ 3@ (a)
J=
= (Vy(f(a)), 0if(a)),

kde i = 1527"'7m7 f:(f17f27"'afn) a’alf: (6if178if27"'a8ifn)'

Priklad 3.1.38 (Einsteinova sumacni konvence). Ve fyzikdlnich textech je
mozné se casto setkat se zjednodusenym znaceni souctu, které zavedl A. Finstein
v r. 1916. Pokud se indexovd proménnd objevuje v néjakém célenu dvakrdt a nent
jinak definovand ¢i omezend, implikuje s¢itdni podle vSech svych hodnot.

Napiiklad tetizkové pravidlo se pak napiSe strucénéji jako

oh B @ ﬁf]
protoze index j se opakuje. O

Zobecnime pojem tecny ke grafu funkce jedné proménné na (nad)rovinu
tecnou ke grafu funkce vice proménnych. Pro jednoduchost znaceni se omezime
jen na pfipad funkce dvou proménnych a te¢né roviny.
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Tvrzeni 3.1.39 (existence teéné roviny). Predpokldidejme, 7e U C R? je
okoli bodu (x¢,yo) a Ze funkce

f:U—=>R

je v bodé (xzo,yo) diferencovatelnd. Potom mezi vsemi afinnimi funkcemi dvou
proménnych L(z,y) = a + Bx + vy spliugicimi L(xo,yo) = f(xo,y0) je prdvé
jedna, jez pro (x,y) — (zo,yo) vyhovuje aprozimaci

flz,y) =Lz, y) +o (\/(x —x0)* + (y — yo>2) :

Je to afinni funkce

T(x,y) = f(wo, yo) + %(330, Yo) - ( — x0) + %(3307 Yo) - (¥ — %o) -

Dikaz. Podle pfedpokladu pro a = (xg,y0) a h = (z — o,y — yo) — (0,0)
méme aproximaci f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+o(h). Podle definice diferencialu
a tvrzeni 3.1.22 ma afinni funkce

T(z,y) = [fla)+Df(a)(h)
0 0
— Flao, ) + 50, 0) - o =) + 5 20, 30) (0= 30)
pozadovanou aproximaéni vlastnost. Necht L(z,y) = a+ Bz +yy = f(xo,v0) +
r(z —xo) + s(y — yo) s L(zo,y0) = f(x0,yo0) je afinni funkce ruzna od T'(z,y).

To znamend, ze r # 0, f(a) nebo s # 9, f(a). Necht nastdvd druhd moznost
s # 0y f(a), argument pro prvnf je podobny. Pak pro y — yo je

|f(zo, y) — L(zo, y)| = |L(zo, y) — T'(z0, y)| — | f(zo, y) — T'(z0, y)|
= |s=9yf(a)l- |y — yol + o(y — yo)
# o(y— o)
— L(z,y) neaproximuje f(x,y) pozadovanym zpusobem. o

Definice 3.1.40 (teéna rovina). V situaci predchoziho tvrzeni nazveme graf
afinni funkce T(x,y), mnoZinu

{(z,y, T(z, y)) | (z,y) eR*} CR?,

teénou rovinou ke grafu

{(z,y, f(x,9) | (x,y) €U} CR®

funkce f(x,y) v bodé (xo,yo)-
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Necht (z9,70) € U C R?, kde U je oteviend mnozina v roviné, a f : U — R
je funkce. Jeji graf

Gf:{(x,y,z) ER?) | (:E,y) € U,Z:f(l',y)}

je plocha v tifrozmérném euklidovském prostoru. Na G lezi bod (xo, o, 20),
kde 29 = f(z0,%0). Necht je funkce f v bodé (zg,yo) diferencovatelnd. To
plyne z existence a jednoznacnosti diferencidlu, protoze ziejmé T'(x,y) = zo +
Df(zo,y0)(x — z0,y — yo). Graf funkce T'(z,y)

Gr = {(UC,%Z) € R? | (x’y) S RQ’Z = T(xvy)}

se nazyva tecénou rovinou ke grafu funkce f v bodé (xo,yo, 20)-
Rovnici te¢né roviny z = T'(z,y) prepiseme ve tvaru

g%:(xmyo) “(z —@0) + %(50073/0) “(y — o) — (2 — 20)

I I
o o

neboli (V, (z — zo,y — Yo, 2 — 20))

kde V € R? je vektor

V= (gi(i’?o»yo)a gz(a?o,yo%—l) -

Ozna¢ime-li X = (z,y, z) a Xo = (z0, Yo, 20), muzeme tecnou rovinu G zapsat
i jako

Gr={X e R | (V, X — X,) =0} .
Tvoii ji tedy pravé ty body, jejichz smérové vektory k bodu Xy jsou kolmé na
V. Vektor V' se nazyva normdlovym vektorem ke grafu funkce f v bodé Xg.

Definice 3.1.41 (parcidlni derivace k-tého Fadu). Na neprdzdné oteviené
mnoziné U C R™ bud’ ddna funkce

f=f(z1, 29, ..., 2m): U—>R

a bud’ ddno slovo u = iyis...ig, k € N, nad abecedou [m] = {1,2,...,m}. Pro
jeho pocdtecni useky v = i1ia...15, 0 < j < k, definujeme ndsledovné indukci
podle j funkce f,: U — R.

1. Proj=0, kdy v =0, klademe f, = fp = f.

2. Kdyz 0 < j <k, fu pro w = t1i2...1;_1 je definovand a na U existuje
jeji parcidlni derivace
0 0
fu , pak klademe f, = Ju .
8xi. 8xij

J

Pokud f,, neni definovand nebo pokud je definovand, ale jeji parcidlni de-
rivace podle x;; neexistuje na celé U, neni funkce f, definovand.
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Je-li vyslednd funkce f, definovand, nazveme ji parcidlni derivaci funkce f k-
tého radu podle proménnych x;,, iy, . .., Ti, a oznacime ji jako

ok f

8xikaxi,€71 e 81‘1‘1

Slovo u, ¢tené zleva doprava, uvadi proménné v tom poradi, jak se podle nich
parcidlné derivuje. V indexech ve jmenovateli posledniho zlomku se u objevi
zapsané obraceneé.

Parcialni derivace vyssich fada. Pokud ma funkce f: U — R definovand
na okoli U C R™ bodu a v kazdém bodé U parcialni derivaci F' = 0;f a tato
funkce F': U — R mé v bodé a parcidlni derivaci 0, F (a) = 9;0; f(a), fekneme,
ze f ma v bodé a parcidini derivaci druhého Tddu podle proménnyjch x; a x; a
jeji hodnotu znacime

0 f
a) .
8$J‘al‘i
Podobné definujeme parcidlni derivace vyssich fadt: mé-li f = f(x1,22,...,Tm)
v kazdém bodé x € U parcidlni derivaci (iy,142,...,ik—1,7 € {1,2,...,m})
akflf

F= (z)

6$ik718Iik72 N al‘il

a F' mé v bodé a € U parcidlni derivaci 0;F(a), fekneme, ze f mé v bodé a

parcidlni derivaci k-tého *ddu podle proménniyjch ;. , ..., 2, _,,%; a jeji hodnotu
znacime

o f

8xj8xik_l N aaﬁil

(a) .

Na potfadi proménnych pfi parcidlnim derivovani obecné zdlezi: jako cviceni
dokazte, ze funkce f: R?Z — R,

2.2
fag)={ ZFwA poat byt Ao
’ 0 proz?2+142=0,
ma v pocatku obé smiSené parcialni derivace druhého fddu s ruznymi hodnotami

0% f
0xdy

0% f
oyor

(0,0)=1 a

(0,0)=-1.

Pti spojitych parcidlnich derivacich vSak na potfadi proménnych nezalezi.
Tvrzeni (obvykle 9,0, f = 0,0, f). Necht funkce f: U — R md na okoli
U C R™ bodu a parcidlni derivace druhého rvddu 0;0;f a 0;0;f, i # j, a ty jsou

v a spojité. Pak
@&f(a) = 81(9]‘]“(0,) .
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Dukaz. Necht m = 2 a a = 0 = (0,0), obecny pifpad je velmi podobny.
Diky spojitosti obou parcidlnich derivaci v po¢dtku staci nalézt pro kazdé (dosti
malé) h > 0 ve &tverci [0,h]? dva body o a 7, v nichz 9,0, f(c) = 8,0, f(7).
Pro h — 07 pak totiz 0,7 — 0 a limitni pfechod a spojitost obou parcidlnich
derivaci v 0 dévaji, ze 9,0, f(0) = 8,0, f(0).

Vrcholy ¢tverce oznacéime a = (0,0), b = (0,h), ¢ = (h,0), d = (h,h) a
uvézime &islo f(d) — f(b) — f(¢) + f(a). Lze ho dvéma zpusoby napsat jako
rozdil rozdilu:

fd) = fb) = fle) + fla) = (f(d) = f(b)) = (f(c) = f(a)) = ©(h) = ¥(0)

kde
P(t) = f(h,t) = f(0,t) a o(t) = f(t,h) — [(t,0).
Méme ' (t) = 0y f(h,t) — 0y f(0,t) a ¢'(t) = 0, f(t,h) — O, f(t,0). Lagrangeova
véta o stiedni hodnoté dava dveé vyjadieni
f(d) = f(0) = fle) + fla) = '(to)h = (0yf(h,to) — 0y f(0,%0))h
¢/(3(])h = (azf(SOa h) - azf(SOvO))h )

kde 0 < sg,ty < h jsou mezibody. Pouzijeme ji jesté jednou na rozdily parcialnich
derivaci f a mdme

f(d) = f(b) = f(c) + f(a) = 8,0, f(s1,t0)h® = 80y f (s0, t1)h°, s1,t1 € (0,h) .

Body o = (s1,t0) a 7 = (so,t1) lezi ve ¢tverci [0,h]? a méme 8,0, f (o)
0,0, f(T) (protoze obé hodnoty se rovnaji témuz &islu (f(d) — f(b) — f(c)
f(a))/n?).

o+ |

Rovnost hodnot obou derivaci 1ze dokézat i za slabsich predpokladi: existuje-li
070y f v okoli bodu a a je v ném spojitd, potom existuje 0,0, f(a) a 9,0, f(a) =
0.0y f(a).

Pro otevienou mnozinu U C R™ oznaéfme symbolem C*(U) mnozinu funkci
f+ U — R, jejichz vSechny parcidlni derivace do fddu k véetné jsou na U
definované a spojité.

Disledek. Pro kazdou funkci f = f(x1,%2,...,2m) 2 C¥(U) hodnoty jejich
parcidlnich derivaci aZ do Tddu k nezdvisi na potadi proménniyjich—prol < k a
a € U plati
o' f
3:52-18:52-1_1 e 83:1-1

o f

(a) = (a),

('“)leamjl_l e 81']‘1
jakmile se posloupnosti (i1,...,4) a (j1,...,751) lis{ jen potadim élend.

Dikaz. Kdyz je posloupnost v = (j1,...,4;) pouze permutaci posloupnosti

u = (i1,...,%), dokdZeme u proménit ve v prohazovédnim dvojic ¢lent v wu,
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dokonce staci prohazovat sousedni ¢leny: v u nalezneme ¢len j; a nechame ho
,propadnout® az doli na prvni misto, pak nechdme propadnout na druhé misto
j2 atd. Rovnost hodnot parcidlnich derivaci tak plyne z predchoziho tvrzeni. O

V ptipadé spojitych parcidlnich derivaci tak zalezi jen na multimnoziné proménnych,
podle kterych se derivuje, ale ne na jejich poradi. Misto 0,0, piSeme struc¢néji
0z% apod. Napiiklad, pro f z C5(U) na U mdme

> f B ’f o
Oy 0x Oy Oy 0z Oy 0x 0z dy  Ox 0z Oy3 0z Oy3 Oz

Dulezitym néstrojem pii studiu funkci je Tayloruv polynom, jenz nyni zo-
becnime pro vice proménnych. Na piikladu vysvétlime, jak rozumét pouzitému
symbolickému zapisu mocniny diferencidlniho operatoru. Nechf f = f(x,y, 2)
je funkce z C3(U) a a € R3, a, B € R jsou konstanty. Napiiklad zépisem

(ady + £0.)" f(a)
se rozumi

(07(3y)* + 307 B(0y)*0: + 320, (0:)* + 5°(9:)°) f (a)

P 2'f f 2
= 0@+ 30250 @)+ 308 @)+ B 0)

Y3
Podobné pro jiné mocniny.
Véta (zobecnéni Taylorova polynomu). Nechf U C R™ je okoli bodu a a

f: U = R je funkce z C*(U). Potom pro kazdy bod h = (hi,ha,... hy), Ze
a+h € U, mdme Tayloriv rozvoj

n

1 .
i=0
1 ai1+i2+---+imf iy s p
= 2 ilis! . im! Oz 02 ... Oxly (@) PRI+ eh)

- Za J@hi+ Y 00,00, f(a)hih; +

1<i<j<m
1 m
52 xl h2 (h)7

kde e(h) je chybovd funkce spliiujici pro h — 0 odhad e(h) = o(||h||™), tj
lim, ge(h)/||R||" = 0. V prunim vjrazu mocninu chdpeme symbolicky (ve vyse
popsaném smyslu) a ve druhém, kde jsme ji rozvinuli podle multinomické véty,
v sumé séitame pres vsechny m-tice nezdporngch celych cisel i1,i2,...,%m Se
souctem nejvyse n. Ve tretim vyrazu jsme wvedli zacdtek rozvoje pro hodnoty
1=0,1a?2.

99



3.2 Extrémy funkci vice proménnych

Vzpomenme si na klasickou postacujici podminku pro existenci lokélniho extrému
funkce f(x) jedné proménné v bodé a € R: z jejtho Taylorova polynomu stupné
2 (se sttedem v a)

fla+h) = f(a) + f'(a)h + 5f"(a)h* + o(h?), h =0,
ihned vidime, ze

1. pokud f'(a) # 0, funkce f nemd v a lokaln{ extrém;

a)
2. pokud f’(a) =0 a f”’(a) > 0, funkce f ma v a ostré lokaln{ minimum a
a)

3. pokud f/(a) =0 a f”’(a) <0, funkce f ma v a ostré lokdln{ maximum.

Pokud f'(a) = f"(a) = 0, nelze bez dalsi analyzy o existenci extrému v a ici
nic. Pokud f'(a) = 0 (a je ,podeziely“ bod), nemuzeme tedy jen ze samotné
hodnoty druhé derivace f”(a) nikdy vydedukovat neexistenci lokélnfho extrému.
Jak uvidime, pro funkce vice proménnych je situace jina. Uvedenou postacujici
podminku nyni zobecnime na tyto funkce.

Nejprve ale zavedeme znaceni a ozivime si par véci z linearni algebry. Necht
A = (a;;) € R"™" je symetrickd (a;; = a;;) redlnd n x n matice. Pfifadime ji
kvadratickou formu (= homogenni polynom stupné 2) o n proménnych

n
Pa(z1,79,...,2,) = xAzT = a; ix;x; : R*" =R
) ) ) 5] J ’
ij=1

kde z oznacuje fadkovy vektor (x1,a,...,2,) a 7 je tyz vektor psany trans-
ponované ve sloupci. Ziejmé Pa(0) = 0 a Pa(tz) = t?Pa(z) (diky homogenité
P) pro kazdou matici A, vektor x € R™ a skaldr ¢t € R. Matice A se nazyvé

o pozitivné (resp. negativné) definitni, kdyz Pa(x) > 0 (resp. Pa(x) < 0)
pro kazdy bod z € R"\{0};

e pozitivné (resp. negativné) semidefinitni, kdyz Pa(x) > 0 (resp. Pa(x) <
0) pro kazdy bod z € R™ a

e indefinitnd, neni-li ani pozitivné ani negativné semidefinitni, to jest Ps(z) >
0 a P4(y) < 0 pro né&jaké dva body =,y € R™.

Vzhledem ke zminéné rovnosti Pa(tz) = t2Pa(x) uréuji definitnost A uz hod-
noty P4 na jednotkové sfére

S={z eR"[|z|| =1}

(proc?). Jak poznat definitnost A se o néco podrobnéji zminime pozdéji.
Pfipomeneme nomenklaturu extrému. Funkce f : U — R, kde U C R™
je okoli bodu a, ma v a ostré lokdlni minimum, existuje-li takové § > 0, ze
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0<|lz—all <d= f(z) > f(a). (Neostré) lokdlni minimum v a znamend, ze
|l —a|| < 6 = f(z) > f(a). Podobné pro ostré lokdlni maximum a (neostré)
lokdlni maximum. Funkce f nemd v a lokdini extrém, nema-li v a ani lokdlni
minimum ani lokaln{ maximum, to jest pro kazdé § > 0 existuji takové dva body
z,y, ze ||z —all,|ly —al| < da f(y) < fla) < f(z). Funkece f: M — R, kde
M C R™, nabyjvd na mnoziné M mazimum v bodé a € M, kdyz f(a) > f(b)
pro kazdy bod b € M. Podobné pro nabyvani minima.

V ZS jsme dokazali vétu pro funkce jedné proménné: kazda funkce f: I —
R, spojitd na kompaktnim intervalu I (tj. I = [a,b], —0c0 < a < b < 400),
nabyva na I maximum i minimum. Budeme potfebovat ji zobecnit na vice
proménnych. Mnozina M C R™ je omezend, kdyz existuje takovy polomér R >
0,ze M C B(0, R), a je uzaviend, kdyz jeji doplnék R™\ M je oteviend mnoZina
(to jest kazdy bod b mimo M lezi mimo M i s né&jakou celou koulf se stiedem v
b). Mnozina M C R™ je kompaktni, kdyZ je soucasné omezend a uzaviens.

Véta (nabyvani extrémi na kompaktu). Necht je funkce f: M — R, kde
M C R™ je neprdzdnd kompaktni mnozina, na M spojitd. Pak f nabyvd na M
MINEMUMM, 1 MATIMUMm.

Diikaz. Zatim bez dukazu. Poddme ho pravdépodobné pozdéji v partii o met-
rickych prostorech. O

Naptiklad vyse definovand jednotkova sféra S je kompaktni podmnozina R", a
proto kazda spojita funkce f: S — R nabyva na S minimum i maximum.

Posledni definice pied vétou o lokdlnich extrémech: Hessova matice Hy(a)
funkce f v bodé a, kde f: U — R a U C R™ je okoli bodu a a f mé na
U vsechny derivace druhého faddu, je matice zaznamenavajici hodnoty téchto
derivaci:

_ a2f "
Hy(a) = <8xi8x]’ (a))i,j_l .

Podle tvrzenf o 8,0, = 0,0, je pro funkeci z C?(U) (tj. se spojitymi druhymi
derivacemi na U) jeji Hessova matice symetrickd.

Véta (o lokdlnich extrémech). Nechf f € C2(U), kde U C R™ je okoli
bodu a. Pripomernime, Ze (gradient) V f(a) je vektor hodnot pronich derivaci a
(Hessova matice) Hy¢(a) je matice hodnot druhych derivact.

1. Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém. (Zde staci
predpoklddat pouze existenci gradientu V f(a).)

2. Pokud Vf(a) =0 a Hf(a) je pozitiné (resp. negativné) definitni, potom
md f v a ostré lokdlnd minimum (resp. mazimum,).

3. Pokud V f(a) =0 a H¢(a) je indefinitni, nemd f v a lokdini extrém.
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Dukaz. 1. Pokud V f(a) # 0, pak napi. 9, f(a) > 0 (pro 9, f(a) < 0 postupu-
jeme obdobné), a f(a1+h,as,...,an) = f(a)+0s, f(a)h+o(h) pro h — 0. Exis-
tuje tedy takové 6 > 0, Ze pro h € (—6,0) méme f(a; + h,as,...,am) — f(a) <
%@nlf(a)h <0Oaproh € (0,0) mame f(a1+h,az,...,a,)—f(a) > %&clf(a)h >
0. Proto funkce f neméa v a ani neostry lokalni extrém.

2. Nyni V f(a) = 0. Kvadratickou formu xH¢(a)z” ozna¢ime jako P(z) a f
aproximujeme v okoli a Taylorovym polynomem stupné n = 2 (podle véty o Ta-
ylorové polynomu). Séitanec f(a) odpovidajici ¢ = 0 pfevedeme vlevo, s¢itanec
s i = 1 zmizi, protoze V f(a) = 0. Déle je P(z) homogenni polynom stupné 2.
Pro ||h]| — 0 tak méme vyjadieni

fla+h)—fla) = (h101 + hady + - - + hmO)' f(a) + o([|1[|*)

]
S =

<
Il

0% f
8561'6.%]'

(@)hihj + o[[A][*)

IMS -

S

<
Il
—

hH (a)h” + o([|1]*)

P(h17h27 C) h’m) + 0(||h||2)

=N =N = N

= G (PO Bl o 80+ 1)
= SIRIPCPGe(m) +o(1)

kde vektor e(h) = (h1/||hll, h2/||Pll, - - - s /|| R|]) 167{ na jednotkové sfére S. Jak
jsme se jiz zminili, S je kompaktni podmnozina R™ a funkce P(x) : R™ — R,
kterd je jisté spojitd na celém R™, na S nabyva minimum a maximum:
i =P(a) = min P(z) a M = P(8) = max P(x)
lzl=1 lzl=1

pro néjaké dva vektory a, 3 € S. Pozitivni (resp. negativni) definitnost Hy(a)
je ekvivalentn{ nerovnostem 0 < pu < M (resp. p < M < 0) a indefinitnost je
ekvivalentni nerovnostem p < 0 < M.

Je-li Hy(a) pozitivné definitni, mdme P(e) > p > 0 pro kazdy vektor e € S,
a tak existuje takové § > 0, ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h]| < 0 plati
1B g

fla+1) = fa) = SIHIE(P(E) + o(1)) > 5= -5 > 0.

Takze f mé v a ostré lokdlni minimum. Podobné pro negativné definitni Hy(a)
dostavame v a ostré lokdlni maximum.

3. Kdyz je Hy(a) indefinitni, pak existuje takové 6 > 0, ze pro kazdé t € (0, )
mame

fla+ta)— fla) = %(P(a)+o(1))<t—-g<0 a
flatip)~f@) = S(P@)+o() > 5T >0



Takze f nemd v a lokdlni extrém. o

Poznamky. Podle této véty funkce, kterd ma v kazdém bodu oteviené mnoziny
U gradient, muze mit lokdlni extrém pouze v bodech, v nichz je gradient nu-
lovy. Témto bodum se fika staciondrni body. Dostaneme je jako feSeni rovnice
Vf(a) = 0. Kdyz je matice H(a) semidefinitni, nefika véta nic, funkce muze mit
v a extrém a nemusi. Konecné zduraznéme, ze se véta tyka otevienych mnozin
U, respektive vnitinich bodu mnozin. Pokud f: M — R, kde M C R™, a
bod a € M neni vnitinim bodem M, to jest nelezi v M spolu s néjakym svym
okolim, pak stdle muze f mit v a lokalni extrém vzhledem k M, i kdyz je gra-
dient V f(a) nenulovy vektor. Lokdlnimi extrémy v hrani¢nich bodech mnozin
se budeme zabyvat pozdéji, v partii o Lagrangeovych multiplikdtorech.

Poznamky o definitnosti matic. Necht 4 = (a; ;) € R™*" je symetrickd
matice a P = P(x1,a,...,%,) = szzl a; ;x;x; je ji odpovidajici kvadraticka
forma. Z linedrni algebry vime, ze existuje takovéa reguldrni matice B = (b; ;) €
R™*™, 7e po zméné proménnych 7 = By piejde P do tvaru

P(21,23,. .. &) = POrayi+- 4010, - bnayi+- - +bpntn) = Y dif} |
=1

kde d; € {—1,0,1}. Ekvivalentng,

P(x1,x2,...,2,) = Zdi(ci,lﬂh + CioTo 4+ CinTn)?
i=1

kde C = (¢;;) € R™™™ je inverzni k B. Pocty koeficientt d; rovnych —1,0 a
1 v tomto vyjadieni jsou uréené jednoznainé matici A (nezdviseji na zméné
proménnych B) a udédvaji tzv. signaturu kvadratické formy P. Jsou-li vSechny
d; rovny 1 (resp. —1), je A pozitivné (resp. negativné) definitni. Je-li nékteré d;
rovno 1 a jiné —1, je A indefinitni. Jsou-li vSechny d; rovny 1 nebo 0, je A pozi-
tivné semidefinitni, a ve zbyvajicim piipadé —1 a 0 je A negativné semidefinitni.
Do tohoto tvaru P = soucet + ¢tvercu lze P pii malém poc¢tu proménnych n = 2
¢i n = 3 transformovat snadno ruéné, viz pocitani v nasledujicim piikladu.
Ptipomenme jesté Sylvestrovo kritérium definitnosti z linedrni algebry: po-
kud jsou vsechny subdeterminanty d,, = det(a;;){—;, 1 < m < n, nenu-
lové, pak, jsou-li vSechny kladné, je matice A pozitivné definitni, nastava-li
(-1)™d,, > 0,1 < m < n, je A negativné definitni, a jinak je indefinitni; o
pripadu, kdy d,, = 0 pro alespon jedno m, Sylvestrovo kritérium nefika nic.

Priklad. Naleznéte lokalni a globalni extrémy funkce

f:R* =R, fz,y) =y> +ycosz —sinz — 2.

Reseni (nebylo uvedeno na pfednésce). Definién{ obor R? je oteviend
mnozina, a pro hledani lokdlnich extrému tak muzeme bez problému pouzit
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vétu o lokalnich extrémech. Mame

Vf(z,y) = (0:f,0yf) = (—ysinz — cos x, 2y + cos x)

Hy(z,y) = ( &.f 0%, f ) _ ( —ycosz +sinx  —sinz ) .

2 2 — g
ayxf ayyf sin 2
Vyfesime soustavu rovnic V f(z,y) = (0,0):
—ysinz —cosx =0, 2y +cosx =0.

Sectenim rovnic obdrzime y(2 — sinz) = 0. Nutné (nebot |sinz| < 1) y =0, a
tedy cosx = 0. Dostavame staciondrni body

sp= (/2 +km,0), keZ.

Podle véty o lokalnich extrémech ma f lokalni extrémy pouze v téchto bodech.

Mame
\k _1\k+1
o) =( e §V7)

to jest

Hy(sg) = ( _i ; > pro liché k a Hf(s,) = ( 71 _; ) pro sudé k .

Prvni matice je indefinitni, protoze
P(z,y) = —a® + 20y + 2y° = —(z — y)* + 3y°,

a druhd je pozitivné definitni, protoze

P(z,y) = =20y +2y° = (z —y)* +4° .
Pro liché k neni v s lokdlni extrém a pro sudé k je v s; ostré lokalni minimum,
vzdy s hodnotou

f(SQk) =-3.

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokaln{ minima.

Globdlni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezena: f(w/2,y) =
y? — 3. Jiny divod je ten, ze f nema zadné lokdlni maximum (a globaln{
maximum by muselo byt i lokdlnim maximem). Nalezneme globalni minima.
Definién{ obor R? neni kompaktni (neni omezeny), nelze hned pouzit vétu o
extrémech spojitych funkci na kompaktech. Funkce f je vsak 2m-periodickd v x
(tj. f(xz£2m,y) = f(x,y) pro kazdé x,y € R) a pro vysetfeni globalnich minim
stac¢i uvazit jeji hodnoty ve svislém nekoneéném pasu

P={(z,y) eR*|0<z<2my€cR}.

104



Na jeho hranici mame

) 1\° 9_ 9
fOy) =femy) =y +y—-2=(y+5] —5>-5>-3.
2 4 4
Jesté ale nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pasu P jsou vétsi nez —3,
pas sam je nekompaktni a pro y — oo by nékde uprostied néj mohla f klesat
do hodnot mensich nez —3, tfeba do —oo, a globalni minimum by nemuselo
existovat. Jednoduchy odhad v8ak ukazuje, ze f se tak nechovd. Pro |y| > 2 a
libovolné x € R mame

1\? 13
f(x,y)2y2|y|3—<y12> - z-1>-3.

Kdyz tedy pas P rozlozime na disjunktni sjednocen{
P=PUP,

kde P; = [0,27] x [—2,2] je kompaktni obdélnik a P, je nekompaktni zbytek,
pro kazdé a € P, plati f(a) > —1 > f(sg) = —3, pficemz sy € P;. Vsechny
hodnoty f na P, jsou vétsi nez hodnota f v bodu sg. Na hranici obdélnika P;
mé f vzdy hodnotu alesponr min(—9/4,-1) = —9/4 > —3 a na jeho vnitiku,

coz je oteviend mnozina, ma f jediné lokdlni minimum f(sg) = —3. Proto ma f
na obdélniku P; i na celém pésu P jediné ostré globalni minimum f(s¢) = —3.
Z 2m-periodi¢nosti v proménné z plyne, ze hodnoty f(sor) = —3, k € Z, jsou

pravé viechna neostra globalnf minima funkce f na R2.

Zavér. Jediné lokdln{ extrémy f jsou ostré lokdlni minima f(sox) = —3 v
(nekonecné mnoha) bodech sop, = (5 + 2k7,0),k € Z. Tyto body jsou i body
neostrého globalntho minima funkce f. Globalni maximum f nema. O

Implicitni funkce. Jak vime z linearni algebry, soustava n linearnich rovnic o
n neznémych a;1Y1 +ai,2y2+' . +a17nyn+bz = 0, 1= 1, 2, e, n, kde Qj,5, bl cR
jsou dané a det(ai,j)?,j:l # 0, ma pro kazdou volbu n konstant b; jednoznacné
feseni y1,y2,...,yn. Navic toto feseni y; je jakozto funkce volenych konstant
b; homogenni linearni funkce: y;(b1,ba,...,bn) = ¢j1b1 + ¢j2ba + -+ + ¢ bp,
j=1,2,...,n, pro jisté konstanty c;; € R (to plyne z Cramerova vzorce vy-
jadfujiciho feseni nehomogenni linedrni soustavy ve tvaru podilu dvou determi-
nantu).

Tento vysledek nyni zobecnime na situaci, kdy jsou linedrni funkce nahra-
zeny obecnymi funkcemi a kdy v kazdé rovnici lze pfedem zvolit vice nez jeden
parametr. Vezmeme soustavu n rovinic o m + n neznamych

Fl('rla"'7xm7y17"'7yn) =0
FQ(mla"'7xm7yla"'7yn) = 0
Fo(x1,e o s Ty Y1,y Yn) = 0,
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kde F} jsou redlné funkce definované na okolf bodu (zg, yo) v R™*" kde g € R™
a yo € R™, ktery je feSenim této soustavy, to jest Fi(zo,yo) = Fa(zo,yo) =+ =

F,(x0,y0) = 0. Jak uvidime, za jistych predpokladu lze nezndmé yy, ys, . . . , yn z€
soustavy eliminovat a vyjadrit je, lokdlné v okoli zg, jako funkce y; = fi(z1,z2,...,Zm)
neznamych xz1,xs,...,T,. Nejprve ale zavedeme znaceni. Pro zobrazeni F' =
(F17F27"'7Fn) a f = (flﬂf?v"'afn)a pfléemi F’L = Fi(xlv"'vxmvyla"'ayn)
a fj = fi(x1,...,xn), oznacime & = (21,22, ..., Zm), ¥y = (Y1,Y2,- .-, Yn) @
oF,  OF OF
oxq Oxo e 0L
8F n,m
Ren=(52) @ o= | 5 o5 |
v )., : : :
hJ OF, OF, OF,
oxq Oxo e OLm
OF oF, OFy
oy Oy T Oyn
/ 8Fl n 1 2
Fy(zy) = | 5~ (z,y) = : ; : (z,y)
Yi/ij=1 OF, dF, OF,
dyr  Oy2 "' Oyn
% % o aé’fl
1 T2 Tm
Bf n,m
ro=(5) @ = | @
I/ Eg=l fn  Ofn Ofn
Oxq Oxo tee Oxm

Prvni a tfeti matice maji rozmér n x m, druha matice je ¢tvercova s rozmérem
nxn.

Véta (o implicitnich funkcich). Necht
F= (F17F2,...,Fn) : W =R

je zobrazeni definované na okoli W C R™T™ bodu (z9,y0), kde z9 € R™ a
Yo € R", které splnuje nasledujici podminky.

1. Fy=Fi(x,y) €C*(W) pro1 <i<n.

2. Fi(xzo,y0) =0 prol1<i<n.

3. det(Fy(zo,y0)) # 0.

Potom existuji okoli U C R™ a V C R"™ bodu x¢ a yo takovd, 2e U x V. C W
a pro kazdy bod x € U existuje prdvé jeden bod y € V spliugici Fi(z,y) = 0
pro 1 < i < n. Jinak Teceno, existuje zobrazeni f = (f1,fo,. - fn): U =V
takové, Ze

V(z,y) eUxV: F(z,y) =0 <= y= f(z).
Navic kazdd funkce f; je v CY(U), takZe zobrazeni f je diferencovatelné na U a
jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U spliuge

fl(@) = —(Fy(x, f(2)) 7" Folz, f(2)) .
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Dukaz této véty délat nebudeme. Naznacime ale, jak ze vztahu

Fk(xvfl(x)a"'af’rl(x))207 1<k<n a er?

vvvvvv

formule pro 9; f;(x). Parcidlnim derivovanim téchto n rovnic podle proménné x;
dostavame n vztahu

OF, " OF, .
9, (01 (@) +;ayf(x,f(ar)) i@ =0 1<k<n.

To je soustava n rovnic s n nezndmymi 0, f;(x), 1 < j < n, kterou zapiSeme
maticové jako
Fé-aifz —0;F |

kde F = F}(x, f(x)), O;F je sloupcovy vektor (8, F1, 0, Fa, ..., 00, F)", Oif
je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcidlnich derivaci z, f(x) a
x pro stru¢nost vynechavame. Odtud uz pomoci linearni algebry plynou vztahy

(@) = =(Fy(@, f(@) ™" Fio, f(x)

o CYYi—1 Yj+17 0" Yn

or; det(0y, F, 0y, F, ..., 0, F)
(v bodech x € U a (z, f(x)) e U x V).

of;  det(d,,F,...,0, F,0,,F,d, F,...,0,F)

Jako priklad na vétu o implicitnich funkcich ukazeme, Ze soustava rovnic
r+y—sinz=0a —2°—¢y*+e*-1=0

definuje v okolf bodu z = 0 dvé funkce y = y(z) a z = z(z) tifdy C! s hodnotami
y(0) = 2(0) = 0 a spocteme hodnoty derivaci 3’(0) a 2'(0).

Polozime Fi(z,y,z) = x +y —sinz, Fyp(r,y,2) = —2% —y> +e* — 1 a
F = (Fy, Fy). Skutecné F(0,0,0) = (0,0) a jacobidn soustavy J je nenulovy:

J = det(8,F(0,0,0)7,8.F(0,0,0)7) = det< _;yQ —ngz )(0,0,0)
1 -1
= det( 0 1 )
= 1.

Predpoklady véty o implicitnich funkcich jsou splnény a uvedené funkce y(z) a
z(x) jsou na n&jakém okolf nuly definovény. Protoze

0, F(0,0,0) = ( 73; )(0,0,0) = ( (1) ) ;
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podle vztahu uvedenych na konci predeslé predndsky méame

det(tl) _i) det((l) (1)>
"(0) = — 7 :—1az’(0):—f=0.

Y

Viazané extrémy. Z véty o implicitnich funkcich 1ze odvodit (pro dukaz vsak
nemame ¢as) zobecnéni prvni ¢dsti véty o lokdlnich extrémech — nutnd podminka
pro lokalni extrém funkce v bodé oteviené mnoziny je nulovost vSech parcialnich
derivaci — na extrémy na mnoziné zadané soustavou rovnic. Necht U C R™ je
oteviend mnozina a

f.F,...,F,: U—>R

jsou funkce z C1(U), piicemz n < m. Hleddme lokdlni extrémy funkce f na
mnoziné

H={zeU|Fi(z)=F(z)=---=F,(z) =0} .
Typicky tato mnozina nema zadny vnitini bod a vétu o lokdlni extrémech nelze
pouzit. Piikladem je jednotkova sféra v R™:

{x eR™ |23+ 25+ - +22, —1=0}.

Naésledujici tvrzeni udava nutnou podminku pro existenci lokdlntho extrému
funkce f v bodé mnoziny H.

Disledek (Lagrangeovy multiplikdtory). Nechf a € H. Jsou-li vektory
VFi(a),...,VF,(a) zR™ linedrné nezdvislé a vektor V f(a) nent jejich linedrni
kombinaci, pak f memd v bodu a vzhledem k mmnoZiné H ani neostry lokdlni
extrém.

Ekvivalentné: jsou-li VFi(a),...,VF,(a) linedrné nezdvislé a funkce f md
v bodé a vzhledem k mnoziné H (ostry éi neostry) lokdini extrém, potom existuji
¢isla A1, ..., A\, € R, tzv. Lagrangeovy multiplikatory, Ze

Vf(a)— Z \iVFi(a) =0,

to jest Oy, f(a) — MOy, Fi(a) — -+ = A0y, Fr(a) =0 pro 1 < j <m.

Pro ilustraci metody si spoc¢teme dva jednoduché piiklady. V prvnim piikladu
nalezneme extrémy funkce f(z,y) = x + y vzhledem k mnozingé H C R? dané
rovnici

H: Fle,y)=2*+y*—-1=0,

coz je jednotkové kruznice se stfedem v poc¢dtku. Mdme VF = (2z,2y) a Vf =
(1,1). Patrné VF = 0 pouze v 0 € H, tedy VF # 0 na H a piedpoklad linedrn{
nezavislosti gradientu rovnicovych funkei je splnén. Podle Lagrangeovych mul-
tiplikdtoru jsou body, v nichz ma f lokalni extrém vzhledem k H, obsazeny v
feSenich soustavy

2 4+y2—1=0,1=2\z a 1=2\y.
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Odectenim poslednich dvou rovnic dostdvame A(xz — y) = 0. Protoze A nemuze
byt 0, je 2 = y. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme, ze x =y = A = £1//2,
coz dava presné dvé feseni dané soustavy. Podezrelé body tak jsou

a=(-1/V2,-1/V2) a b= (1/v2,1/V2) .

Mnozina H je kompaktni a f je na ni spojita, a proto f nabyva na H minimum
i maximum. To jsou i lokalni extrémy f. Protoze f(a) = —v/2 a f(b) = V2, m4
f na H v a globaln{ minimum a v b globalni maximum.

Druhy ptiklad ukazuje, ze predpoklad linedrni nezavislosti gradientu rov-
nicovych funkef nelze pominout. Vezméme si mnozinu H C R? danou rovnic{

H: F(z,y) =y —2°=0,

coz je sjednoceni grafi fukef y = x3/2 a y = —2%/2 pro > 0. Hledejme na
H extrémy funkce f(z,y) = . Mdme VF = (—322%,2y) a Vf = (1,0). Pro
podezielé body davaji Lagrangeovy multiplikatory soustavu

-2 =0, 1=-3\z% a 0=2)\y.

Ta nem4 feSeni (z tieti rovnice je A = 0 nebo y = 0 a oboji vede ke sporu s
druhou rovnici). Takze f nemd na H lokdln{ extrém. To je vSak chybny zavér,
protoze f ma zjevné v bodé (0,0) € H na H ostré globdlni minimum s hodnotou
f = 0. Udélali jsme tu chybu, Ze jsme neovéfili nenulovost vektoru VF' v bodé
(0,0). A pravé v ném se gradient V F anuluje, tj. piedpoklad linedrni nezavislosti
v ném neni splnén.

3.3 Poznamky a dalsi ilohy
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Kapitola 4

Metrické prostory

4.1 Zakladni definice a kompaktni mnoziny

Definice metrického prostoru. Priklady, zejména euklidovskd metrika, supre-
movd, grafovd a Hammingova.

S funkci vzdélenosti d(z,y) jsme zatim pracovali jen v euklidovskych pro-
storech R™, m € N. Na zacatku oddilu 3.1 jsme vidéli, ze je tam odvozena z
normy ||z|| a déle ze skaldrniho souéinu vektoru: pro z,y € R™ je

m 1/2
d(z,y) = |z —y|'* = (@ —y, 2 —y)'/* = (Z(xz - y¢)2> :

=1

TFi zakladn{ vlastnosti funkce d(z, y) — nezdpornost, symetrii a trojihelnikovou
nerovnost (viz zac¢dtek oddilu 3.1)—nyni postulujeme jako urcujici pro abs-
traktni prostor se vzdalenosti, tak zvany metricky prostor.

Definice 4.1.1 (metricky prostor). Metricky prostor je dvojice (M, d) neprdzdné
mnoziny M a funkce dvou promeénnych

d: M xM—=R,
zvané vzdalenost ¢i metrika, vyhovujici trem ndsledugicim axiomum.
1. Pro kazdé z,y € M je d(xz,y) > 0. Ddle d(z,y) =0 < z =y.
2. Pro kazdé x,y € M je d(x,y) = d(y,x).

3. Pro kazdé x,y,z € M plati trojihelnikovd nerovnost: d(x,y) < d(z,z) +
d(z,y).

Uloha 4.1.2. Ukazte, Ze nezdpornost metriky v axiomu 1 se nemusi poZadovat,
protoZe se dd odvodit z ostatnich axiomaii.
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Uvedeme nékolik priklada metrickych prostoru.

Piiklad 4.1.3. Nechf M = R™ prom € N a p > 1 je rediné é&islo. Metriku na
M definujeme vztahem (x = (x1,Z2,...,Tm), ¥ = (Y1,Y2, -+, Ym))

m 1/p
dp(z, y) = (Z |2 — yz‘p> :
1=1

Dokdzeme, zZe (M,d,) je metricky prostor podle definice 4.1.1.

Prvni dva axiomy jsou splnéné trivialné. Pfesnéji, jejich splnéni hned plyne z
trividlnich vlastnosti absolutni hodnoty a redlné mocniny: pro kazdé z € R je

|| = | — | a |x| > 0, s rovnosti jen pro z = 0, a déle pro redlnd ¢isla z > 0 a
a > 0jex® > 0 arovnost opét nastava jen pro x = 0. Dokézat trojihelnikovou
nerovnost je podstatné obtiznéjsi. m|

Pro m = 1 dostédvame klasickou metriku |z —y| na redlné ose R a prop = 2, m >
2 vyse zminénou euklidovskou metriku. Pro p = 1, m > 2 dostavame postdckou
metriku

n
di(z, y) = Z lzi — il
i=1
a pro p — oo mazrimovou metriku

doo(‘r7 y) = 1<iag:n |CE1 - y1| .

Uloha 4.1.4. Oveérte, Ze skutecné

Jim dp (2, y) = doo(z, y) -

Priklad 4.1.5 (supremova metrika). Za M vezmeme mnoZinu vsech ome-
zengch funkci f: X — R definovanijch na mnoziné X. Na M pak mdme supre-
movou metriku

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)] .

zeX
Je vlastné odvozend ze supremové normy

11l = §25|f(9€)| =sup({|f(z)| | = € M}) .

Prvni dva axiomy metrického prostoru jsou splnéné trividlné. Trojuihelnikova
nerovnost vyplyva z trojihelnikové nerovnosti pro metricky prostor R!. Pro
supremovou normu skuteéné mame

If+gll = sup|f(z)+g(z)|
reM

sup (|f ()] + |g(=)])
xeM

IN

IN

sup |f(z)| + sup [g(z)]
reM zeM

IF1F+ gl -
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Pokud M = C(a,b) —mnozina redlnych funkci definovanych a spojitych na
intervalu [a, b] — supremum se nabyva a mame mazimovou metriku

d(f, 9) = max |f(z) —g(z)|.

z€la,b]

Piiklad 4.1.6 (grafova metrika). Pro souvisly graf G = (M, E) s mnoZinou
vrcholi M mdme metriku

d(u,v) = pocet hran na nejkratsi cesté v G spojujici vrcholy u a v .

Piiklad 4. Je-li A mnozina (abeceda), mdme na mnozing M = A™ slov
délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u = a1as . . . Gy, v =
biby .. .bym)

d(u,v) = pocet soutadnic 4, pro néz a; # b; .
Meéii miru odliSnosti obou slov, tj. jaky nejmensi pocet zmén v pismenech staci

k preméné u ve v.

V rychlosti zavedeme péar zakladnich pojmu; s mnohymi jsme se jiz setkali
u eukleidovskych prostorti. Necht (M, d) je metricky prostor. Pak

e (otevrend) koule v M se stiedem v bodu a € M a polomérem R 5 r > 0
je mnozina B(a,r) = {x € M | d(a,z) < r};

A C M je oteviend mnozina, pokud Ya € A 3r > 0: Bl(a,r) C A;

A C M je uzaviend mnoZina, je-li M\ A oteviend mnozina;

A C M je omezend mnozina, pokud existuje bod a € M a polomér r > 0,
ze A C B(a,r);

e A C M je kompaktni mnozina, pokud kazdd posloupnost bodu (a,) C A
mé konvergentni podposloupnost, jejiz limita lezi v A.

Konvergence a limita se zobeciiuji z redlné osy na obecny metricky prostor
ziejmym zpusobem: posloupnost (a,) C M je konvergentn? a za limitu md bod
a € M, psano lim,,_,  a, = a, kdyz

Ve >03ng: n>ng=dlap,a) <c.

Jinak feceno, lim,, o, d(an,a) = 0 (pievedli jsme to na limitu redlné posloup-
nosti).

Jiz jsme difve zminili vlastnosti otevienych mnozin: # i M jsou oteviené,
sjednocenti libovolného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina a prunik
libovolného koneéného systému otevienych mnozin je oteviend mnozina (dukazy
si rozmyslete jako cviceni). Pfechodem k doplikum méme dudlni vlastnosti
uzavienych mnozin: () i M jsou uzaviené, sjednoceni libovolného kone¢ného
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systému uzavienych mnozin je uzaviend mnozina a prunik libovolného systému
uzavienych mnozin je uzaviend mnozina. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze uzaviené
mnoziny jsou uzaviené na limity.

Tvrzeni (charakterizace uzavienych mnozin). A C M je uzaviend mnoZina
v metrickém prostoru M, pravé kdyZ limita kaZdé jeji konvergentni podposloup-
nosti (an) C A lezi v A.

Diikaz. Nechf A C M je uzaviend mnoZina a (a,) C A je konvergentn{ posloup-
nost. Kdyby lim,, o a,, = a € A, existoval by polomér r > 0, ze B(a,r) C M\A.
Pak ale d(a,,a) > r pro kazdé n, ve sporu s lim,, o a, = a. Tedy a € A. Na-
opak, neni-li A C M uzaviend mnozina, podle definice existuje takovy bod
a € M\A, Ze pro kazdy polomér r > 0 je B(a,r) N A # (). Polozime r = 1/n,
n = 1,2,..., a pro kazdé n zvolime libovolné bod a, € B(a,1/n) N A. Pak
(an) C A a je to konvergentni posloupnost s lim,, . a, = a, ale a ¢ A. a

4.2 Zakladni véta algebry

Bla

Naésledujici véta vyjadiuje zdkladni vlastnost télesa C = (C,+,-,0,1) kom-
plexnich ¢isel vzhledem k jeho aritmetickym operacim.

Véta 4.2.1 (ZVAlg, s dukazem). Pro kazdou (k + 1)-tici ¢isel ag,aq, ..., ak
vC, kde k € N a ay, # 0, existuje ¢islo a € C, Ze

k

P -
E ajo’ =0.
=0

V oboru redlnych éisel R = (R,+,-,0,1) to samozfejmé neplati: pro trojici
ag=1,a1 =0 a ay =1 zadné takové a € R neexistuje.

Uloha 4.2.2. Dokazte, ze ZVAlg plati v oboru R pro liché k.

4.3 Poznamky a dalsi dlohy
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Navody k reseni skoro
vSech tloh

Uloha 0.0.1. Skolsky néméinaf, kterym autor je, oéekava tvar ,,... geschaffen
hat, ...“, a takto i mnohé internetové zdroje D. Hilberta ,cituji“. Podle A.
Pultra se vsak jedna o piipustnou poetickou vypustku.

Uloha 1.1.2. To plyne hned z linearity derivace.

Uloha 1.1.4. Piechod k rozdilové funkei F — G , pouziti véty o stfedni hodnoté
na ni, linearita derivace, pfedpoklad F’ = G'.

Uloha 1.1.5. Funkce signum a jeji modifikace napt. pro = > 0.

Uloha 1.1.8. Funkce f nabyvé libovolné blizko u 0 hodnoty skoro 1 i hodnoty
skoro —1. Je-li obecnd funkce g omezend v okoli 0, pak xzg(z) — 0 pro z — 0.

Uloha 1.1.11. Aby F vubec byla funkci a méla v a; jedinou hodnotu.

Uloha 1.1.15. K je relativné otevieny v J, pokud K = J N L pro néjaky
otevieny interval L. Napf. [0, 3) je relativné otevieny v [0,1].

Uloha 1.1.19. Pouzijte dusledek Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté z MA 1
[5], tvrzeni o limité derivace.

Uloha 1.1.25. 22e% — 2ze® + 2¢%.

Uloha 1.1.27. Obé funkee jsou primitivni k % na ruznych (a disjunkktnich)
intervalech, ale ne na spoleéném intervalu.

Uloha 1.1.31. Pro a = 0 je f(az + b) konstantni funkce s primitivni funkef
f(b)x 4 ¢ (na libovolném intervalu).

Uloha 1.1.36. Jako +oco. Pisme a;(z) = (z — a)™ibi(z) s m; € N a b;(a) #
0. Necht my < mg,...,my. Pak Y a;(x) = (x — )™ (bi(x) + X ;01 (x —
Q)™M () = (@ — a)™b(z) a ba) # 0.

Uloha 1.2.7. Pokud m = degp > n = deggq, existuje a € F, ze deg(p —

ax™ "q) < degp. Pro dukaz jednoznacnosti odectéte dvé takovd vyjadieni po-
lynomu p(x) a podivejte se na stupné ve vysledném vyrazu.
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Uloha 1.2.10. Pouzijte, ze pro o € C a P € Clz] je P(a) = 0, prave kdyz = —a
deli P(z), a ze R[z] je obor integrity, pro P # 0 je PQ = PR= Q = R.

Uloha 1.2.12. Je-li P € F[z] s vedoucim koeficientem a € F, pak P(x) =
a@Q(z), kde @ je monicky.

Uloha 1.2.14. Plyne to z nasledujici tilohy.

Uloha 1.2.15. Pokud jsou soudélné, je koten jejich spoletného nekonstantniho
deélitele jejich spoleény kotfen. Maji-li spole¢ny koten, pak vzhledem ke vztahu
realné a komplexni faktorizace realného polynomu jejich redlné faktorizace maji
spolecny ¢initel, coz je jejich spole¢ny nekonstantni délitel.

Uloha 1.2.17. a,1 =[], (1 — ).

Uloha 1.3.2. Pokud f,g € A a f(x) # g(x), pak pro velké n je f,(x) # gn(x)
a tato nerovnost plati i v kazdém racionalnim ¢isle y dostatecné blizkém .

Uloha 1.3.3. Znamenaji existenci injekce z P(N) do A(I) a naopak. Rovnost
kardinalit znamen4 existenci bijekce a plyne z Cantorovy—Bernsteinovy véty (viz
MATI [5]).

Uloha 1.3.6. Nechf f(z) =z a g: R — (0,1) je rostouci bijekce
Uloha 2.1.3. Protoze mezi séitanci nikdy neni soucasné +o0o a —oo.
Uloha 2.1.7. Postupujte jako v ditkazu tvrzenf 2.1.11.

Uloha 2.1.18. Protoze S(f,D) — s(F, D) < e implikuje kone¢nost S(f, D) a
s(F, D).

Uloha 2.1.30. z,,,z,, € [a;,ad}].
Uloha 2.1.31. [, xj41] je pokryty jedinym [a;, af].

Uloha ??. Dvé nerovnosti na zacatku dukazu se obrati.
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