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Předmluva

Tato učebnice bohatě pokrývá předmět Matematická analýza II — NMAI055,
který uč́ım v Informatické sekci Matematicko-fyzikálńı fakulty Univerzity Kar-
lovy od školńıho roku 2004/05. Text je proložen v́ıce než 70 úlohami, někdy
zábavnými, a návody k řešeńı skoro všech naleznete na konci od strany 114.
Představu o obsahu a stylu učebnice podávaj́ı Obsah, Úvod a závěrečný Rejstř́ık
(od strany 119). Učebnice vycháźı z přednášky v letńım semestru školńıho roku
2018/19, viz Obsah přednášek a zkouška. Tak jako u předchoźı učebnice Mate-
matická analýza I [5] pro předmět NMAI054 jsem skripta k přednášce rozš́ı̌ril
do obsáhleǰśıho textu o matematické analýze, v němž něco zaj́ımavého nalezne
doufejme každý.

červen 2019 Martin Klazar
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Obsah přednášek a zkouška

Učebnice obsahuje množstv́ı doplňuj́ıćıho materiálu, o kterém se nepředpokládá,
že by až na jednotlivé zmı́nky byl podrobně přednášen. Pro orientaci a zaj́ımavost
proto uvád́ım skutečný obsah přednášky v r. 2019, převzatý z

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAII19.html.

Zápisy z přednášek jsou odkazy na texty, které byly student̊um k dispozici a
tvoř́ı základ pro tuto učebnici.

1. přednáška 19. 2. 2019. Primitivńı funkce. Motivace pomoćı ploch. De-
finice primitivńı funkce a základńı vlastnosti: nejednoznačnost, spojitost,
linearita. Darbouxova vlastnost, d̊ukaz. Spojitá funkce má primitivńı f.,
zat́ım bez d̊ukazu. Integrace per partes, d̊ukaz. Značeńı, př́ıklad: integrál
z log(x). Zápis z 1. přednášky (jen malé změny proti přednášce před
čtyřmi lety).

2. přednáška 26. 2. 2019. Tabulka prim. funćı. Věta o integraci substitućı,
d̊ukaz a př́ıklady. Poznámky o prim. funkćıch k racionálńım funkćım (hlavně
věta: pro každou rac. funkci se jej́ı prim. funkce dá vyjádřit rac. funk-
cemi, logaritmy a arkustangentami, na přednášce bez d̊ukazu), podrobněji
v zápisu z přednášky a v učebnici. Riemann̊uv integrál. Dvě definice:
p̊uvodńı Riemannova a Darbouxova. Tvrzeńı: neomezená funkce nemá R.
integrál (ani podle jedné definice), d̊ukaz ponechán jako cvičeńı. Zápis z

2. přednášky (jen malé změny proti přednášce před čtyřmi lety).

3. přednáška 5. 3. 2019. Zaj́ımavost: Liouvilleova věta o nevyjádřitelnosti
vzorcem primitivńı funkce k funkci f.eg, kde f a g jsou racionálńı. Od-
vozeno, že prim. funkce k exp(x2) se nedá vyjádřit vzorcem. Zjemněńı
děleńı a d̊ukaz nerovnost́ı pro s(f,D) a S(f,D) po náhradě děleńı jeho
zjemněńım. Tvrzeńı: dolńı integrál je nejvýše horńı integrál, d̊ukaz. Důsledek:
kritérium integrovatelnosti, d̊ukaz. Př́ıklady: omezená funkce bez integrálu

a (viz zápis, na přednášce nebylo) výpočet
∫ 1

0
x2 dx podle definice. Množiny

mı́ry nula a jejich vlastnosti. Lebesgueova věta: funkce má R. integrál,
právě když je omezená a množina bod̊u, kde je nespojitá, má mı́ru nula.
Aplikace: složenina funkćı f(g), kde g má R. integrál a f je spojitá, má
R. integrál. Zmı́nka o nespočetné množině s mı́rou nula, podrobněji př́ı̌stě.
Zápis ze 3. přednášky (před 4 lety, letos skoro stejné).
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4. přednáška 12. 3. 2019. Nespočetná množiny s mı́rou nula - Cantorovo dis-
kontinuum. Tvrzeńı: monotonie ⇒ integrovatelnost, d̊ukaz. Stejnoměrná
spojitost. Tvrzeńı: spojitost na kompaktńım intervalu⇒ stejnoměrná spo-
jitost, d̊ukaz. Tvrzeńı : spojitost ⇒ integrovatelnost, d̊ukaz. Tvrzeńı o li-
nearitě integrálu, d̊ukaz pomoćı 1. definice R. integrálu. Složeńı spojité
funkce a integrovatelné dává integrovatelnou. Tvrzeńı o linearitě integrálu
jako funkci integračńıch meźı, d̊ukaz. Integrál pres cyklus je 0. Zápis ze

4. přednášky (bylo to zhruba jako před 4 lety).

5. přednáška 19. 3. 2019. Prvńı a druhá základńı věta analýzy (vztah mezi
integrálem a primitivńı funkćı), d̊ukazy. Newton̊uv integrál a porovnáńı s
Riemannovým integrálem, d̊ukaz. Poč́ıtáńı integrál̊u per partes (cvičeńı),
substituce př́ı̌stě. Aplikace integrálu: odhady log(n + 1) < Hn = 1 +
1/2 + 1/3 + · · · + 1/n < 1 + logn a odhad faktoriálu n! odhadem sumy
log(n!) = log 1 + log 2 + ... + log n. Zápis z 5. přednášky (až na tu
substituci, která bude př́ı̌stě, jako před 4 lety).

6. přednáška 26. 3. 2019. Substitučńı formule. Zmı́nka o Stirlingově formuli
n! ∼ (2π.n)1/2(n/e)n. Tvrzeńı: integrálńı kritérium konvergence nekonečné
řady, d̊ukaz a př́ıklady. Tvrzeńı (diskrétńı součet jako integrál): Když
jsou a < b celá č́ısla a f : [a, b] → R je monotónńı funkce, pak suma∑
a<n≤b f(n) =

∫ b
a
f + c(f(b)− f(a)), kde c je č́ıslo v [0, 1], d̊ukaz aditivńı

metodou. Vyjádřeńı faktoriálu integrálem: n! =
∫ +∞

0
xne−x dx, d̊ukaz (per

partesem a indukćı). Poč́ıtáńı plochy rovinného útvaru, délky oblouku
křivky a objemu rotačńıho tělesa pomoćı integrálu, bez d̊ukazu (definice
délky oblouku křivky jen načrtnuta, definice objemu v R3 př́ı̌stě). Zápis
z 6. přednášky (nestihli jsme zač́ıt funkce v́ıce proměnných, začneme je
př́ı̌stě).

7. přednáška 26. 3. 2019. Ještě poznámka k poč́ıtáńım objemu rotačńıho tělesa
integrálem - definice objemu tělesa v R3. Diferenciálńı počet funkćı několika
proměnných. Rn jako vektorový prostor, euklidovský skalárńı součin, eu-
klidovská norma a vzdálenost a jejich vlastnosti. Koule B(s, r), definice
otevřené množiny. Tvrzeńı: vlastnosti ot. množin, d̊ukaz v rychlosti. Směrová
derivace, parciálńı derivace funkce a diferenciál funkce i zobrazeńı v daném
bodě a. Př́ıklady na parciálńı derivace (samy o sobě nezaručuj́ı spojitost
v daném bodě). Tvrzeńı: (i) diferenciál zobrazeńı f = (f1, f2, . . . , fn), kde
fi = fi(x1, x2, . . . , xm) jsou souřadnicové funkce, je určený jednoznačně,
(ii) f má diferenciál v a, právě když ho má každá fi a (iii) diferenciál v
a implikuje spojitost v a, d̊ukaz jako cvičeńı. Tvrzeńı: diferenciál impli-
kuje parc. derivace, d̊ukaz a pokračováńı př́ı̌stě. Zápis ze 7. přednášky

(před 4 lety jsem toho stihl v́ıce, letos jej́ı závěr probereme př́ı̌stě).

8. přednáška 9. 4. 2019. Důkaz sĺıbený minule. Tvrzeńı: má-li zobrazeńı f
v a diferenciál, jsou prvky matice (tzv. Jacobiho matice f v a), jež ho
určuje, rovny hodnotám parciálńıch derivaćı souřadnicových funkćı v a,
d̊ukaz je jasný. Věta: má-li funkce f v okoĺı a všechny parciálńı derivace a

vi



ty jsou spojité v a, pak má f v a diferenciál, d̊ukaz pouze pro 2 proměnné.
Zobecněńı Lagrangeovy věty o středńı hodnotě pro v́ıce proměnných, bez
d̊ukazu. Souvislé otevřené množiny. Tvrzeńı: nulové parc. derivace na sou-
vislé otevřené množině implikuj́ı konstantnost funkce, d̊ukaz. Poč́ıtáńı s
parc. derivacemi a diferenciály. Věta o diferenciálu složeného zobrazeńı,
uvedeno lemma o asymptotickém značeńı, vlastńı d̊ukaz př́ı̌stě. Zápis z

8. přednášky.

9. přednáška 16. 4. 2019. Sĺıbený d̊ukaz. Jacobiho matice složeného zobra-
zeńı je součin J. matic těchto zobrazeńı, řet́ızkové pravidlo pro parciálńı
derivováńı složené funkce. Tečná rovina. Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u.
Věta o jejich záměnnosti, d̊ukaz. (Taylor̊uv polynom funkćı několika proměnných,
bez d̊ukazu, bude až př́ı̌stě). Zápis z 9. přednášky.

10. přednáška 23. 4. 2019. Taylor̊uv polynom funkćı několika proměnných,
bez d̊ukazu. Rekapitulace kritéria lokálńıho extrému pomoćı druhé de-
rivace pro funkce jedné proměnné. Věta o nabýváńı extrému na kom-
paktu, (zat́ım?) bez d̊ukazu. Hessova matice. Věta o lokálńıch extrémech
pro funkce několika proměnných, d̊ukaz. Zápis z 10. přednášky (zhruba
jako před 4 lety, implicitńı funkce budou př́ı̌stě).

11. přednáška 30. 4. 2019. Věta o implicitńıch funkćıch, bez d̊ukazu. Př́ıklad
na implicitńı funkce.Vázané extrémy a Lagrangeovy multiplikátory. Př́ıklad.
Metrické prostory. Definice metr. prostoru. Zápis z 11. přednášky (před
4 lety, letos jsme stihli méně).

12. přednáška 7. 5. 2019. Definice metr. prostoru, př́ıklady. Základńı pojmy:
koule, dále otevřené, uzavřené, omezené, obojetné a kompaktńı množiny.
Konvergence v MP. Vlastnosti otevřených a uzavřených množin, d̊ukaz
jako úloha. Uzavřenost množiny znamená uzavřenost na limity, d̊ukaz.
Spojitá zobrazeńı mezi MP, ekvivalentńı topologická definice pomoćı ote-
vřených množin, d̊ukaz. Kompaktńı množiny, i topologická definice (He-
ineho – Borelova věta), bez d̊ukazu. Tvrzeńı: kompaktńı množina se spo-
jitým zobrazeńım pośılá na kompaktńı množinu, d̊ukaz. Tvrzeńı: kom-
paktńı množiny jsou omezené a uzavřené, d̊ukaz. Př́ıklad, že naopak to
obecně neplat́ı, podrobně př́ı̌stě. Tvrzeńı: naopak to plat́ı v eukleidovských
prostorech, d̊ukaz př́ı̌stě. Tvrzeńı: spojité zobrazeńı nabývá na kompaktńı
množině mimimum i maximum, d̊ukaz př́ı̌stě. Zápis z 12. přednášky.
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Úvod

Několik obecnost́ı o matematické analýze, jej́ım vztahu k teorii množin, fyzice a
informatice jsem uvedl v Úvodu v MA I [5] a odkazuji čtenáře tam. Zaujala mne
však definice [11, strana 103] matematické analýzy od R. Penrose, totiž jej́ıch
dvou polovin, diferenciálńıho a integrálńıho počtu, kterou zde zopakuji.

Calculus— or, according to its more sophisticated name, mathe-
matical analysis — is built from two basic ingredients: differentiation
and integration. Differentiation is concerned with velocities, acce-
leration, the slopes and curvature of curves and surfaces, and the
like. These are rates at which things change, and they are quanti-
ties defined locally, in terms of structure or behaviour in the tiniest
neighbourhoods of single points. Integration, on the other hand, is
concerned with areas and volumes, with centres of gravity, and with
many other things of that general nature. These are things which
involve measures of totality in one form or another, and they are
not defined merely by what is going on in the local or infinitesimal
neighbourhoods of individual points. The remarkable fact, referred
to as the fundamental theorem of calculus, is that each one of these
ingredients is essentially just the inverse of the other. It is largely
this fact that enables these two important domains of mathemati-
cal study to combine together and to provide a powerful body of
understanding and of calculational technique.1

D. Hilbert napsal v [3, str. 166] o analýze následuj́ıćı.

Wir kommen nun zur Analysis, diesem kunstvollsten und am fein-
stem verzweigten Gebilde der mathematischen Wissenschaft. Sie wis-
sen, welch maßgebende Rolle das Unendliche dort spielt, wie die

1Kalkulus — odborněji matematická analýza — je složen ze dvou základńıch část́ı: deri-
vováńı a integrace. Derivováńı se zabývá rychlostmi, zrychleńım, sklony a křivost́ı křivek a
ploch a podobně. Jsou to mı́ry změn věćı a jsou to veličiny definované lokálně, pomoćı struk-
tury či chováńı v nejužš́ıch okoĺıch jednotlivých bod̊u. Integrace se na druhé straně zabývá
plochami a objemy, těžǐsti a mnoha jinými věcmi této obecné povahy. Zahrnuj́ı stupně agrego-
vanosti, úplnosti v té či oné podobě a nejsou definované pouze t́ım, co se odehrává v lokálńıch či
nekonečně malých okoĺıch jednotlivých bod̊u. Pozoruhodnou skutečnost́ı, tak zvanou Základńı
větou analýzy, je, že každá z těchto část́ı je vpodstatě opakem druhé. Předevš́ım d́ıky této
skutečnosti se mohou obě d̊uležité oblasti matematiky propojit a vytvořit mocný soubor po-
rozuměńı a výpočetńıch postup̊u.
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mathematische Analysis gewissermaßen eine einzige Symphonie des
Unendlichen ist.2

Tamtéž o kousek dál nacháźıme na [3, str. 170] i jeden z nejznáměǰśıch Hilber-
tových citát̊u: Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand
vertreiben können. — Z ráje, který nám stvořil Cantor, nás nikdo nesmı́ vyhnat.

Úloha 0.0.1. Nechyb́ı v citátu něco? Vyhledejte a porovnejte jeho daľśı verze,
jakož i jeho daľśı překlady do češtiny.

Zhruba prvńı polovina učebnice se zabývá integrálńım počtem a souvis-
lostmi integrál̊u a derivaćı. Druhá je věnována diferenciálńımu počtu funkćı
v́ıce proměnných. V závěru se zmı́ńıme o metrických prostorech. Zrekapitulu-
jeme ted’ stručně obsah a pak se k jednotlivým kapitolám a d̊uležitým výsledk̊um
v nich vrát́ıme podrobněji. Kapitola 1 se zabývá primitivńımi funkcemi, které
obracej́ı derivace: pro danou funkci f hledáme funkci F splňuj́ıćı vztah F ′ = f .
Ukážeme, že i když je f zadána vzorcem, pro F už vzorec nemuśı existovat. Ka-
pitola 2 studuje integrály funkćı, hlavně Riemann̊uv, ale i řadu daľśıch, např́ıklad
pro funkce v́ıce proměnných či klasický Lebesgue̊uv integrál, a uvád́ı jejich r̊uzné
aplikace. Kapitola 3 je věnována diferenciálńımu počtu, to jest derivováńı, funkćı
v́ıce proměnných a pod́ıváme se v ńı na hledáńı extrémů takových funkćı. V po-
sledńı kapitole 4 vybudujeme teorii metrických prostor̊u natolik, abychom mohli
v úplnosti dokázat Základńı větu algebry. Podle ńı se každý nekonstantńı kom-
plexńı polynom jako funkce v některém bodu komplexńı roviny C anuluje. Je
na ńı založena integrace racionálńıch funkćı, podrobně popsaná v kapitole 1.

Důležité výsledky a koncepty v kapitole 1: pojem primitivńı funkce a jej́ı ne-
jednoznačnost; konstruce primitivńıch funkćı limitńımi přechody, zejména pro
spojité funkce; Darbouxova věta o mezihodnotách; integrace per partes; inte-
grace substitućı; rozklad racionálńı funkce na parciálńı zlomky a integrace ra-
cionálńıch funkćı;

Kapitola 2: dvě definice Riemanova integrálu (pracujeme hlavně s druhou,
Darbouxovou);

Kapitola 3:
Kapitola 4:

2Dostáváme se ted’ k analýze, tomuto nanejvýš uměleckému a jemně propracovanému
odvětv́ı matematické vědy. Dobře v́ıte, jak rozhoduj́ıćı roli v ńı hraje nekonečno, jak ma-
tematická analýza je takřka jedinečnou symfoníı nekonečna.

2



Kapitola 1

Primitivńı funkce

Antiderivace a plocha: spojuj́ı je dvě základńı věty analýzy.

Než primitivńı funkce definujeme a začneme zkoumat, uvedeme motivaci
založenou na plochách rovinných útvar̊u. Funkce F =

∫
f je primitivńı k funkci

f , maj́ı-li společný definičńı obor a na něm plat́ı vztah F ′ = f . Pro nezápornou
a spojitou funkci f : [a, b]→ R, kde a < b jsou dvě reálná č́ısla, vezmeme rovinný
útvar

U(a, b, f) = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b & 0 ≤ y ≤ f(x)} .

Jeho plochu, at’ to přesně znamená cokoli, označ́ıme jako∫ b

a

f := plocha(U(a, b, f)) .

Je to plocha části roviny vymezené osou x, grafem funkce f a svislými př́ımkami
y = a a y = b. Prvńı základńı věta analýzy ř́ıká, že pro každé c ∈ [a, b] (pro
značeńı F ′(±) viz definice 1.1.1) plat́ı(∫ x

a

f

)′
(±)

(c) = f(c)

— derivace plochy útvaru U(a, x, f) jako funkce x se rovná výchoźı funkci f(x).
Plocha F (x) =

∫ x
a
f je tedy jako funkce primitivńı funkćı k f . Podle druhé

základńı věty analýzy pro každou funkci g, která je na [a, b] primitivńı k f , plat́ı
rovnost ∫ b

a

f = g(b)− g(a) .

Známe-li nějakou funkci primitivńı k f , a mnoho se jich dá odvodit pouhým
obráceńım pravidel pro derivováńı elementárńıch funkćı, můžeme ihned spoč́ıtat
plochu útvaru U(a, b, f). Obě věty přesně zformulujeme a dokážeme v odd́ılu 2.1
o Riemannově integrálu. Nejprve se ale muśıme v následuj́ıćım odd́ılu 1.1 zabývat
základńımi vlastnostmi primitivńıch funkćı.
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V odd́ılu 1.3 primitivńı funkce spoč́ıtáme a dokážeme, že funkce s primitivńı
funkćı lze poznat z jejich vzor̊u. Dále poṕı̌seme zobecněné primitivńı funkce a
zavedeme rigorózńı poč́ıtáńı s primitivńımi funkcemi. V odd́ılu 1.4 objasńıme,
co přesně znamená vyjádřeńı primitivńı funkce

∫
f

”
vzorcem“, a dokážeme

větu 1.1.34 podávaj́ıćı kritérium existence takového vyjádřeńı pro funkce tvaru
f = aeb, kde a a b jsou racionálńı funkce.

1.1 Základńı vlastnosti primitivńıch funkćı

Primitivńı fukce. Nejednoznačnost, spojitost a lepeńı. Konstrukce primitivńı
funkce ke spojité funkci. Darbouxova věta. Integrace per partes. Tabulka pri-
mitvńıch funkćı. Integrace substitućı. Primitivńı funkce

∫
ex

2

se nedá vyjádřit
vzorcem.

V učebnici Matematická analýza I [5] jsme derivaci funkce f : M → R v bodě
a ∈ M definovali pro obecnou množinu M ⊂ R a požadovali jsme jen, aby a
byl jej́ım bilimitńım bodem. U primitivńıch funkćı se omeźıme na jednodušš́ı
situaci, kdy M je interval. Hlavńım d̊uvodem je použ́ıváńı Lagrangeovy věty o
středńı hodnotě, která vyžaduje interval.

Definice 1.1.1 (primitivńı funkce). Necht’ I ⊂ R je interval s kladnou délkou
a funkce

F, f : I → R
splňuj́ı pro každé u ∈ I vztah

F ′(±)(u) = f(u) .

Značeńı vlevo znamená F ′(u) pro vnitřńı bod u ∈ I, F ′+(u) pro eventuálńı levý
krajńı bod u intervalu I a F ′−(u) pro eventuálńı pravý krajńı bod u intervalu I.
Funkci F pak nazýváme primitivńı funkćı k funkci f (na intervalu I) nebo též
antiderivaćı funkce f .

Intervaly s kladnou délkou jsou intervaly

R, (−∞, b], (−∞, b), [a, b], [a, b), (a, b], (a, b), [a, +∞) a (a, +∞) ,

kde a < b jsou reálná č́ısla, a budeme je dále označovat symboly I a J . Otevřený
(takový) interval je (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}, a, b ∈ R∗ s a < b, a
kompaktńı (takový) interval je [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}, a, b ∈ R s a < b.
Narozd́ıl od jiných operaćı s funkcemi neńı primitivńı funkce, když existuje,
zdaleka jednoznačně určená. Jak uvid́ıme, primitivńı funkce bud’ neexistuje nebo
jich je nekonečně (dokonce nespočetně) mnoho. Důkaz linearity antiderivováńı
přenecháme čtenáři jako úlohu.

Úloha 1.1.2. Je-li F na I primitivńı k f , G ke g a α, β ∈ R, potom je funkce

αF + βG

primitivńı na I k funkci αf + βg. (Dokažte.)
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Tvrzeńı 1.1.3 (o nejednoznačnosti primitivńı funkce). Nejednoznačnost
primitivńı funkce je charakterizovaná následovně.

1. Je-li funkce F na intervalu I primitivńı k funkci f , potom pro každé č́ıslo
c ∈ R je i funkce F + c primitivńı k f .

2. Jsou-li funkce F a G primitivńı na intervalu I k f , potom existuje č́ıslo
c ∈ R, že na I plat́ı F = G+ c— všechny primitivńı funkce k dané funkci
se mezi sebou lǐśı jen posunem o konstantu.

3. Množina všech funkćı primitivńıch na intervalu I k dané funkci f je tedy
bud’ prázdná nebo tvaru

{F + c | c ∈ R} ,

kde F je libovolná pevná primitivńı funkce k f .

Důkaz. 1. Derivace konstantńı funkce je nulová, a tak (F + c)′ = F ′ + 0 = f
pro každé c ∈ R a každou funkci F primitivńı na I k f .

2. Necht’ F a G jsou na I primitivńı k f , a ∈ I je libovolné pevné č́ıslo a
c = F (a)−G(a). Pro libovolné č́ıslo x ∈ I, x 6= a, pak d́ıky Lagrangeově větě o
středńı hodnotě (viz MA I [5]) máme pro nějaké č́ıslo ξ lež́ıćı mezi x a a rovnosti
(úloha 1.1.4)

(F (x)−G(x))− (F (a)−G(a)) = (F −G)(x)− (F −G)(a)

= (x− a)(F −G)′(ξ)

= (x− a)(F ′(ξ)−G′(ξ))
= (x− a)(f(ξ)− f(ξ)) = 0 .

Takže
F (x)−G(x) = F (a)−G(a) = c a F (x) = G(x) + c .

Podle definice c tato rovnice plat́ı i pro x = a.
3. Popis množiny všech funkćı primitivńıch k dané funkci plyne z výsledk̊u

část́ı 1 a 2. 2

Úloha 1.1.4. Zd̊uvodněte každý ze čtyř krok̊u výpočtu d̊ukazu části 2.

Úloha 1.1.5. Ukažte, že předchoźı charakterizace nejednoznačnosti primitivńı
funkce neplat́ı pro nevlastńı derivace: popǐste takové funkce f, g : (−1, 1) → R,
že f ′ = g′ : (−1, 1) → R∗ (výjimečně povolujeme funkčńı hodnoty ±∞), ale g
neńı f posunutá o konstantu.

Tvrzeńı 1.1.6 (spojitost primitivńı funkce). Je-li funkce F primitivńı k
funkci f na intervalu I, potom je F na I spojitá.
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Důkaz. Ze ZS a MA I [5] v́ıme, že existence vlastńı (a př́ıpadně jednostranné,
jde-li o krajńı bod) derivace funkce v bodě implikuje jej́ı spojitost v daném
bodě. Protože F ′(±)(α) existuje a rovná se f(α) pro každé α ∈ I, je F spojitá v
každém bodě α ∈ I. 2

Často se plete spojitost funkce f se spojitost́ı jej́ı primitivńı funkce F . Funkce
F je nutně spojitá, protože F ′ = f , ale f spojitá být nemuśı: uvedeme př́ıklad.
Uvedli jsme ho už v MA I [5], ale je dobré si ho připomenout.

Př́ıklad 1.1.7. Spoč́ıtáme derivaci funkce

F : R→ R

definované jako F (0) = 0 a pro x 6= 0 jako

F (x) = x2 sin(x−1) .

Patrně
f(x) := F ′(x) = 2x sin(x−1)− cos(x−1), x 6= 0 ,

a

f(0) := F ′(0) = lim
x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= lim
x→0

x sin(x−1) = 0 .

Spojitá funkce F tak má nespojitou (v 0) derivaci f = F ′ (úloha 1.1.8). 2

Úloha 1.1.8. Vysvětlete, proč f neńı spojitá v nule a proč F (x)/x → 0 pro
x→ 0.

Pro sestaveńı primitivńı funkce z několika část́ı v následuj́ıćım tvrzeńı si
připomeneme d̊uležitý vztah z MA I [5] mezi derivaćı a jednostrannými deriva-
cemi: je-li F : I → R funkce a c ∈ I je vnitřńı bod intervalu I, pak

F ′(c) = d ∈ R∗ ⇐⇒ F ′−(c) = d & F ′+(c) = d .

Úloha 1.1.9. Dokažte tento vztah.

Tvrzeńı 1.1.10 (slepováńı PF). Necht’

a = a0 < a1 < · · · < an = b, n ∈ N ,

je děleńı kompaktńıho intervalu [a, b] a

f : [a, b]→ R

je funkce, která (přesně řečeno, jej́ı zúžeńı) má na každém podintervalu Ii =
[ai, ai+1], i = 0, 1, . . . , n − 1, primitivńı funkci. Potom má f primitivńı funkci
na celém intervalu [a, b].
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Důkaz. Necht’ n ≥ 2, jinak neńı co dokazovat, a Fi je primitivńı k f na Ii.
Vezmeme d ∈ R, že F0(a1) = F1(a1) + d. Funkci F : [a0, a2] → R definujeme
jako F0 na I0 a jako F1 + d na I1 (úloha 1.1.11). Vzhledem k definici funkćı F0

a F1 pro každé c ∈ [a0, a2], c 6= a1, je F ′(±)(c) = f(c). V bodě c = a1 pak máme

F ′−(c) = (F0)′−(c) = f(c) = (F1)′+(c) = (F1 + d)′+(c) = F ′+(c) ,

takže podle připomenut́ı F ′(c) = f(c) i pro c = a1. Funkce F je tedy primitivńı
k f na celém intervalu [a0, a2]. Podobně ji rozš́ı̌ŕıme na antiderivaci k f na celém
intervalu [a, b]. 2

Tento výsledek také ukazuje užitečnost definice primitivńı funkce v krajńıch
bodech intervalu jednostrannými derivacemi.

Úloha 1.1.11. Proč jsme v definici funkce F posunuli F1 o d?

Dáme do souvislosti primitivńı funkce s uspořádáńım. Tento výsledek použijeme
v odd́ılu 2.5 o Newtonově integrálu.

Tvrzeńı 1.1.12 (primitivńı funkce a uspořádáńı). Necht’

F, f, G, g : I → R

jsou funkce definované na intervalu I ⊂ R s kladnou délkou a na I je F primi-
tivńı k f a G ke g. Necht’ dále pro každé x ∈ I je f(x) ≤ g(x). Pak pro každé
x, y ∈ I, x ≤ y, je Pak

F (y)− F (x) ≤ G(y)−G(x)) .

Důkaz. Stejně jako v d̊ukazu druhé části tvrzeńı 1.1.3 argumentujeme, že pro
každá dvě č́ısla x < y z I existuje č́ıslo ξ = ξ(x, y) lež́ıćı mezi nimi, že

(F (y)− F (x))− (G(y)−G(x)) = (y − x)(f(ξ)− g(ξ)) ≤ 0 .

Tato nerovnost plat́ı ovšem i pro x = y = ξ. 2

Úloha 1.1.13. Dokažte opačnou implikaci (F (y) − F (x) ≤ G(y) − G(x)) pro
x ≤ y ⇒ f(x) ≤ g(y) pro x ≤ y) pro spojité funkce f a g.

Dále prozkoumáme chováńı primitivńıch funkćı při limitńıch přechodech.
Řekneme, že posloupnost funkćı

fn : M → R, n ∈ N ,

definovaných na množině M ⊂ R konverguje na M lokálně stejnoměrně k funkci
f : M → R, stručně psáno lokálně fn ⇒ f na M , když pro každé a ∈M existuje
otevřený interval I 3 a, že pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N, že

n ≥ n0, x ∈ I ∩M ⇒ |fn(x)− f(x)| < ε .

Pokud lze vždy položit I = R, pak řekneme, že fn konverguj́ı na M stejnoměrně
k f a ṕı̌seme stručně fn ⇒ f na M .
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Věta 1.1.14 (limita primitivńıch funkćı). Necht’ I ⊂ R je interval s klad-
nou délkou, a ∈ I je libovolný pevný bod a f, fn : I → R, n ∈ N, jsou funkce
splňuj́ıćı následuj́ıćı dvě podmı́nky.

1. Lokálně fn ⇒ f na I.

2. Každá fn má na I primitivńı funkci.

Pak posloupnost těch primitivńıch funkćı Fn k fn, které splňuj́ı Fn(a) = 0 pro
každé n v N, konverguje na I lokálně stejnoměrně k funkci F , jež je na I pri-
mitivńı k f .

Důkaz. Nejprve ukážeme, že posloupnost Fn(x), n = 1, 2, . . . , je stejnoměrně
Cauchyova vzhledem k x ∈ J pro každý kompaktńı interval J ⊂ I obsahuj́ıćı a.
Skutečně, pokud m ≥ n a x ∈ J , pak podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě
máme nerovnost

|Fm(x)− Fn(x)| ≤ |(Fm − Fn)(x)− (Fm − Fn)(a)|+ |Fm(a)− Fn(a)|
= |(x− a)(fm − fn)(b)| ,

pro nějaké b lež́ıćı mezi x a a a tedy v J . Podle předpokladu 1 a kompaktnosti
J máme fn ⇒ f na J a posledńı absolutńı hodnota je proto pro velké n stej-
noměrně malá. Tedy pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N, že když m ≥ n ≥ n0, pak
|Fm(x)−Fn(x)| < ε pro každé x ∈ J . Proto máme funkci F : I → R, že Fn ⇒ F
na J a tedy lokálně Fn ⇒ F na I.

Nyńı ukážeme, že F je na I primitivńı k f . Bud’ dáno x0 ∈ I a J ⊂ I
bud’ kompaktńı interval obsahuj́ıćı x0 ve svém relativńım vnitřku. Bud’ dáno
ε > 0. Protože fn ⇒ f na J , můžeme vźıt n0 ∈ N, že když m ≥ n ≥ n0, pak
|fm(x) − fn(x)| < ε pro každé x ∈ J . Vezmeme pevné n ≥ n0, že |fn(x0) −
f(x0)| < ε. Nebot’ F ′n = fn na I, můžeme vźıt takový interval K ⊂ J relativně
otevřený v J (úloha 1.1.15) a obsahuj́ıćı x0, že pro každé x ∈ K, x 6= x0,

máme |Fn(x)−Fn(x0)
x−x0

− fn(x0)| < ε. Bud’ dáno x ∈ K, x 6= x0. Vezmeme pevné

m ≥ n, že
∣∣∣F (x)−F (x0)

x−x0
− Fm(x)−Fm(x0)

x−x0

∣∣∣ < ε. Pak pro dané x ∈ K máme, d́ıky

předchoźım volbám, Lagrangeově větě o středńı hodnotě a d́ıky trojúhelńıkové
nerovnosti, že∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0
− Fm(x)− Fm(x0)

x− x0

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣ (Fm − Fn)(x)− (Fm − Fn)(x0)

x− x0

∣∣∣∣+

∣∣∣∣Fn(x)− Fn(x0)

x− x0
− fn(x0)

∣∣∣∣+

+ |fn(x0)− f(x0)|
< ε+ |(fm − fn)(y)|+ ε+ ε < 4ε ,

pro nějaké y lež́ıćı mezi x0 a x a tedy v J . Proto F ′(x0) = f(x0). 2

Úloha 1.1.15. Co se mysĺı relativńı otevřenost́ı K v J?
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Větu použijeme k d̊ukazu, že spojitá funkce má primitivńı funkci. V MA
I [5] jsme dokázali, že pro každou omezenou funkci f : [a, b] → R, a, b ∈ R s
a < b, existuje funkce F : [a, b] → R, že F ′(±)(c) = f(c) plat́ı v každém bodu

spojitosti c ∈ [a, b] funkce f . Slabš́ı verzi tohoto výsledku s f riemannovsky
integrovatelnou dokážeme ve větě 2.1.

Věta 1.1.16 (spojitá funkce má antiderivaci). Když f : I → R je spojitá
funkce, pak má f na I primitivńı funkci.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že I = [a, b] je kompaktńı. Pak je f dokonce
stejnoměrně spojitá (viz MA I [5]) a pro každé n ∈ N existuje děleńı a = a0 <
a1 < · · · < ak = b intervalu [a, b] (pro jednoduchost neznač́ıme závislost na n),
že

ai ≤ x ≤ ai+1 ⇒ |f(x)− f(ai)| <
1

n
a |f(x)− f(ai+1)| < 1

n

pro každé i = 0, 1, . . . , k−1. Necht’ fn : [a, b]→ R je po částech lineárńı a spojitá
funkce, jej́ıž graf je tvořen lomenou čarou se zlomy přesně v bodech (ai, f(ai)),
i = 0, 1, . . . , k. Ověř́ıme, že fn a f splňuj́ı předpoklady 1 a 2 věty 1.1.14. Podle
definice fn pro x ∈ [ai, ai+1] č́ıslo fn(x) lež́ı neostře mezi f(ai) a f(ai+1), tud́ıž
|f(x)− fn(x)| < 2

n . Vid́ıme, že dokonce fn ⇒ f na [a, b] a 1 plat́ı. Protože pro
každé u, v, w ∈ R je funkce (u/2)x2 + vx+ w primitivńı na každém intervalu k
lineárńı funkci ux+ v, má podle tvrzeńı 1.1.10 funkce fn antiderivaci na celém
intervalu [a, b] a 2 plat́ı. Podle věty 1.1.14 má f na [a, b] primitivńı funkci.

Necht’ I je nekompaktńı interval. Je jasné, že existuje taková posloupnost
(In) kompaktńıch interval̊u, že

I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ I a

∞⋃
n=1

In = I .

Použijeme už dokázaný výsledek a jako Fn označ́ıme funkci primitivńı k f na
In. Podle část́ı 1 a 2 tvrzeńı 1.1.3 lze posuny funkćı Fn o konstanty dosáhnout
toho, že pro každé dva indexy m < n se zúžeńı Fn na Im rovná Fm. Sjednoceńı

F :=

∞⋃
n=1

Fn

pak je funkce F : I → R. Ukážeme, že F je na I primitivńı k f . Je-li c ∈ I vnitřńı
bod I, existuje n, že c je vnitřńı bod intervalu In a F ′(c) = F ′n(c) = f(c). Je-li
c ∈ I třeba levý krajńı bod I, existuje n, že c je levý krajńı bod intervalu In a
zase F ′+(c) = (Fn)′+(c) = f(c). Podobně, je-li c ∈ I pravý krajńı bod I. 2

V MA I [5] jsme dokázali větu, že funkce spojitá na intervalu na něm nabývá
všechny mezihodnoty (a zobrazuje ho tak zase na interval). Francouzský mate-
matik Jean-Gaston Darboux (1842–1917) (narodil se v Nı̂mes, zabýval se dife-
renciálńı geometríı a analytickými funkcemi, byl členem v́ıce než 100 vědeckých
společnost́ı) dokázal, že každá funkce s primitivńı funkćı má tuto vlastnost též.
Vzhledem k předchoźımu tvrzeńı a větě jde o ostře širš́ı tř́ıdu funkćı, než jsou
spojité funkce.
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Věta 1.1.17 (J.-G. Darboux, ?). Má-li funkce f na intervalu I primitivńı
funkci, potom f nabývá na I všechny mezihodnoty.

Důkaz. Vezměme nějakou mezihodnotu c: f(x1) < c < f(x2) pro nějaká dvě
č́ısla x1 < x2 z I. Nalezneme x∗ ∈ (x1, x2), že f(x∗) = c. (Pokud f(x1) >
c > f(x2), následuj́ıćı argument se lehce uprav́ı náhradou minima maximem.)
Funkce

H(x) = F (x)− cx ,

kde F je na I primitivńı k f , je na I spojitá, dokonce tam má vlastńı derivaci

H ′(x) = (F (x)− cx)′ = f(x)− c .

Podle věty z MA I [5] H nabývá na kompaktńım intervalu [x1, x2] minimum v
bodě x∗ ∈ [x1, x2]. Protože H ′(+)(x1) = f(x1)− c < 0, je H klesaj́ıćı v bodě x1

a pro nějaké δ > 0 máme x ∈ (x1, x1 + δ) ⇒ H(x) < H(x1). Tud́ıž x∗ 6= x1.
Obdobně z H ′(−)(x2) > 0 plyne, že x∗ 6= x2. Tedy x∗ ∈ (x1, x2) a podle kritéria

extrému z MA I [5] muśı být H ′(x∗) = f(x∗)− c = 0. Tedy f(x∗) = c. 2

Důsledek 1.1.18 (funkce bez primitivńı funkce). Funkce

sgn: R→ R ,

definovaná jako sgn(x) = −1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(x) = 1 pro x > 0,
nemá na R a ani na žádném jiném intervalu s kladnou délkou obsahuj́ıćım 0
primitivńı funkci.

Důkaz. Funkce sgn nabývá hodnotu 0 a také hodnotu −1 nebo 1, ale nikoli
hodnotu − 1

2 nebo 1
2 . Podle Darbouxovy věty tedy na daném intervalu nemá

primitivńı funkci. 2

Úloha 1.1.19. Dokažte př́ımo, bez použit́ı Darbouxovy věty, že sgn(x) nemá na
(−1, 1) primitivńı funkci.

Vztah, že funkce F je na intervalu I primitivńı k funkci f se budeme zapi-
sovat jako

F =

∫
f + c (na I), F =

∫
f + c nebo i jen jako F =

∫
f,

pro připomenut́ı, že každé posunut́ı F o konstantu c je také primitivńı funkćı k f .
Symbolu

∫
f lze rozumět i tak, že označuje množinu všech funkćı primitivńıch na

daném intervalu k f . V konkrétńıch výrazech pak
∫
f představuje libovolnou z

těchto funkćı, přičemž pro r̊uzné primitivńı funkce máme obecně r̊uzné konstanty
c. K problému symbolu

∫
f — jeho významu a zp̊usob̊um operováńı s ńım — se

vrát́ıme v odd́ılu 1.3.
Leibniz̊uv vzorec (fg)′ = f ′g + fg′ pro derivaci součinu vede pro primitivńı

funkce k následuj́ıćımu.
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Věta 1.1.20 (integrace per partes). Necht’ I je interval s kladnou délkou a

F, G, f, g : I → R

jsou funkce, kde F je na I primitivńı k f a G ke g. Potom primitivńı funkce
k fG existuje, právě když exisuje k Fg. Existuj́ı-li tyto primitivńı funkce, plat́ı
rovnost ∫

fG = FG−
∫
Fg + c .

Důkaz. Když existuje
∫
fG, pak(

FG−
∫
fG

)′
= fG+ Fg − fG = Fg .

Tedy FG−
∫
fG =

∫
Fg + c, což je ekvivalentńı obměna hořeǰśı rovnice. Když

existuje
∫
Fg, pak (

FG−
∫
Fg

)′
= fG+ Fg − Fg = fG .

Tedy FG−
∫
Fg =

∫
fG+ c, což je ekvivalentńı obměna hořeǰśı rovnice. 2

Důsledek 1.1.21 (per partes pro spojité funkce). I bud’ interval s klad-
nou délkou a

f, g : I → R

bud’te spojité funkce. Potom existuj́ı primitivńı funkce F =
∫
f , G =

∫
g,
∫
Fg

a
∫
fG a ∫

fG = FG−
∫
Fg + c .

Důkaz. Uvedené čtyři primitivńı funkce existuj́ı d́ıky větě 1.1.16 a spojitosti
součinu dvou spojitých funkćı. Vzorec pak plat́ı podle předchoźı věty či se hned
ověř́ı př́ımým zderivováńım. 2

Vzorec pro integraci per partes ṕı̌seme asymetricky∫
F ′G = FG−

∫
FG′ ,

a ne symetricky jako
∫
F ′G +

∫
FG′ = FG, z výpočetńıch d̊uvod̊u: primitivńı

funkci vlevo neznáme a poč́ıtáme ji pomoćı té vpravo.

Př́ıklad 1.1.22. Nalezneme
∫

log x.

11



∫
log x =

∫
(x)′ log x

p. p.
= x log x−

∫
x(log x)′ = x log x−

∫
1 = x log x− x .

Pro kontrolu, (x log x − x)′ = (x log x)′ − 1 = log x + x/x − 1 = log x. Primi-
tivńı funkce k log x hraje d̊uležitou roli v kombinatorice, lze pomoćı ńı odvodit
Stirlingovu formuli

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→∞

— podrobně ji dokážeme dvěma zp̊usoby v odd́ılu 2.6, a také v analytické teorii
č́ısel. 2

Př́ıklad 1.1.23. Nalezneme
∫

cos2 x.

∫
cos2 x =

∫
(sinx)′ cosx

p. p.
= sinx cosx−

∫
sinx(cosx)′

= sinx cosx+

∫
sin2 x .

Zdá se, že jsme si moc nepomohli, ale zachráńı nás identita sin2 x = 1− cos2 x.
Nahrad́ıme sin2 x a máme rovnici∫

cos2 x = sinx cosx+

∫
(1− cos2 x) = sinx cosx+ x−

∫
cos2 x ,

kterou snadno vyřeš́ıme pro
∫

cos2 x:∫
cos2 x =

sinx cosx+ x

2
.

2

Úloha 1.1.24. Derivováńım tento výsledek zkontrolujte.

Úloha 1.1.25. Spočtěte, na R,
∫
x2ex.

Obráceńım vzorc̊u pro derivace elementárńıch funkćı dostaneme tabulku
základńıch primitivńıch funkćı.

Tvrzeńı 1.1.26 (tabulka primitivńıch funkćı). Plat́ı následuj́ıćı vzorce.

1. Pro α ∈ R\{−1} a x ∈ (0,+∞) je
∫
xα = xα+1

α+1 .

2. Pro α ∈ Z s α < −1 a x ∈ (0,+∞) nebo x ∈ (−∞, 0) je
∫
xα = xα+1

α+1 .

3. Pro α ∈ Z s α > −1 a x ∈ R je
∫
xα = xα+1

α+1 .

4. Pro x ∈ (0,+∞) nebo x ∈ (−∞, 0) je
∫
x−1 = log |x|.

5. Pro x ∈ R je
∫
ex = ex.

12



6. Pro x ∈ R je
∫

sinx = − cosx.

7. Pro x ∈ R je
∫

cosx = sinx.

8. Pro každé k ∈ Z a x ∈ ((k − 1
2 )π, (k + 1

2 )π) je
∫

1/ cos2 x = tanx = sin x
cos x .

9. Pro každé k ∈ Z a x ∈ (kπ, (k + 1)π) je
∫

1/ sin2 x = − cotx = − cos x
sin x .

10. Pro x ∈ R je
∫

1/(1 + x2) = arctanx.

11. Pro x ∈ (−1, 1) je
∫

1/
√

1− x2 = arcsinx.

Důkaz. Plyne obráceńım vzorc̊u pro derivováńı. 2

Nezahrnuli jsme hyperbolické funkce, jako je sinhx = exp x−exp(−x)
2 , ani daľśı

goniometrické funkce, např́ıklad sekans secx = 1
cos x , obĺıbený v USA. Všimněte

si, že formálńı derivováńı dává

(log x)′ =
1

x
=
−1

−x
= (log(−x))′ .

Funkce log x a log(−x) se ale nelǐśı jen posunem o konstantu, takže 1/x má dvě
podstatně odlǐsné primitivńı funkce??

Úloha 1.1.27. Jak je to možné?

Úloha 1.1.28. Ověřte, že na uvedených intervalech i
∫

1/(1 + x2) = −arccotx

a
∫

1/
√

1− x2 = − arccosx.

Obráceńım pravidla pro derivaci součinu jsme dostali vzorec pro integraci
per partes. Obráceńım pravidla pro derivaci složené funkce dostaneme vzorec
pro integraci substitućı. Jeho dva tvary odpovidaj́ı dvěma směr̊um čteńı, od
známého k neznámému, rovnosti

f(ϕ)′ = f ′(ϕ)ϕ′ ,

tedy rovnosti (f ◦ ϕ)′ = (f ′ ◦ ϕ)ϕ′.

Věta 1.1.29 (integrace substitućı). Necht’ α < β a a < b jsou reálná č́ısla
a

ϕ : (α, β)→ (a, b) a f : (a, b)→ R

jsou funkce, přičemž na (α, β) existuje vlastńı ϕ′.

1. Když F =
∫
f na (a, b), potom

∫
f(ϕ)ϕ′ = F (ϕ) + c na (α, β).

2. Když nav́ıc
ϕ((α, β)) = (a, b) a ϕ′ 6= 0 na (α, β)

a když G =
∫
f(ϕ)ϕ′ na (α, β), potom

∫
f = G(ϕ〈−1〉) + c na (a, b).

13



Důkaz. 1. Plyne to derivováńım: na (α, β) je

F (ϕ)′ = F ′(ϕ)ϕ′ = f(ϕ)ϕ′ ,

podle předpokladu o F a podle derivace složené funkce.
2. Předpoklady o funkci ϕ zaručuj́ı, že to je rostoućı nebo klesaj́ıćı bijekce z

(α, β) na (a, b). Skutečně, na (α, β) muśı být ϕ′ > 0 nebo ϕ′ < 0, jinak by podle
věty 1.1.17 musela funkce ϕ′ nabýt mezihodnotu 0. Podle výsledk̊u ze ZS (MA
I [5]) tedy ϕ na (α, β) roste nebo klesá. Je to tedy prostá funkce a má inverzńı
funkci

ϕ〈−1〉 : (a, b)→ (α, β) ,

kterou derivujeme podle vzorce pro derivaci inverzńı funkce (MA I [5]). Podle
předpokladu oG, podle derivace složené funce a derivace inverzńı funkce dostáváme,
že G(ϕ〈−1〉) je na (a, b) primitivńı k f :

G(ϕ〈−1〉)′ = G′(ϕ〈−1〉) · (ϕ〈−1〉)′ = f(ϕ(ϕ〈−1〉))ϕ′(ϕ〈−1〉) · 1

ϕ′(ϕ〈−1〉)
= f .

2

Ve větě 2.4.1 dokážeme obecněǰśı a obt́ıžněǰśı substitučńı větu pro Riemann̊uv–
Stieltjes̊uv integrál.

Př́ıklad 1.1.30. Necht’ F (x) =
∫
f(x) na otevřeném intervalu I a a, b ∈ R s

a 6= 0. Potom
∫
f(ax+ b) =? a na jakém intervalu?

Použijeme prvńı substitučńı pravidlo pro funkci ϕ(x) = ax+b a interval (α, β) =
ϕ〈−1〉(I) = a−1(I − b). Podle něj na (α, β) máme∫

f(ax+ b) =

∫
f(ϕ) = a−1

∫
f(ϕ)ϕ′ = a−1F (ax+ b) + c .

2

Úloha 1.1.31. Co by se stalo pro a = 0?

Př́ıklad 1.1.32. Chceme spoč́ıtat primitivńı funkci k
√

1− t2 na (−1, 1).

Připomı́ná nám posledńı položku v tvrzeńı 1.1.26 a zkuśıme proto substituci
t = sinx, tedy funkci

t = ϕ(x) = sinx :
(
−π

2
,
π

2

)
→ (−1, 1) ,

a druhé substitučńı pravidlo. Jeho předpoklady jsou splněné a
∫ √

1− t2 na-
jdeme, když na intervalu (−π2 ,

π
2 ) dokážeme spoč́ıtat

G(x) =

∫ √
1− sin2 x · (sinx)′ =

∫ √
cos2 x · cosx =

∫
cos2 x .
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Podle př́ıkladu 1.1.23 se tato primitivńı funkce rovná

G(x) =
sinx cosx+ x

2
=

sinx
√

1− sin2 x+ x

2
.

Po dosazeńı x = ϕ〈−1〉(t) = arcsin t do G(x) máme, na (−1, 1),

∫ √
1− t2 =

sin(arcsin t)
√

1− sin2(arcsin t) + arcsin t

2
+ c

=
t
√

1− t2 + arcsin t

2
+ c .

2

Úloha 1.1.33. Zkontrolujte výsledek derivováńım.

Narozd́ıl od derivováńı, kdy každou vzorcem danou funkci lze snadno zderi-
vovat a výsledek je opět dán vzorcem, pro integrováńı, tedy poč́ıtáńı primitivńıch
funkćı, to neplat́ı. Je spousta př́ıklad̊u spojitých funkćı daných vzorcem, které
tak podle d̊usledku 1.1.16 maj́ı primitivńı funkce, ty se ale vzorcem vyjádřit ne-
daj́ı. S francouzským matematikem Josephem Liouvillem (1809–1882) (protože
jeho otec byl kapitánem v Napoleonově armádě, prvńıch pár let malého Jose-
pha vychovávali v rodině strýce, v r. 1836 založil d̊uležitý matematický časopis
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, velmi známé jsou jeho výsledky
v teorii č́ısel: existence transcendentńıch reálných č́ısel, induktivńı d̊ukazy iden-
tit pro počty vyjádřeńı č́ısel součty čtverc̊u), který jako prvńı nalezl kritéria
pro takové primitivńı funkce, jsme se už setkali v MA I [5] v souvislosti s jeho
konstrukćı transcendentńıch č́ısel.

Věta 1.1.34 (J. Liouville, 1835). Necht’ f, g ∈ R(x) jsou racionálńı funkce
(tedy pod́ıly polynom̊u, viz definice 1.2.1). Primitivńı funkci∫

feg (na I) ,

kde I je interval neobsahuj́ıćı žádný kořen jmenovatel̊u racionálńıch funkćı f a
g, lze vyjádřit vzorcem, právě když existuje racionálńı funkce a ∈ R(x), že

f = a′ + ag′ .

Větu dokážeme v odd́ılu 1.4, kde také přesně definujeme, co znamená
”
vyjádřeńı

vzorcem“. Hlavńı výsledek představuje implikace⇒, opačná implikace je triviálńı
vzhledem k (aeg)′ = (a′ + ag′)eg. Věta tedy ř́ıká, že kromě zřejmého vzorce

f = a′ + ag′ ⇒
∫
feg = aeg

už nějaké daľśı vzorce, méně zřejmé, neexistuj́ı.

15



Př́ıklad 1.1.35. Liouvilleovou větou ukážeme, že primitivńı funkce∫
ex

2

(na R)

se nedá vyjádřit vzorcem.

Zde máme f = 1 a g = x2. Podle věty stač́ı dokázat, že rovnice

1 = a′ + 2xa

nemá řešeńı tvaru a = a(x) = p(x)
q(x) , kde p, q ∈ R[x] s q 6= 0 jsou nesoudělné

polynomy (nemaj́ı společný kořen). Zřejmě p 6= 0. Když je q konstantńı, je
a = p polynom. Pak vlevo deg 1 = 0, ale vpravo deg(a′ + 2xa) = 1 + deg a ≥ 1,
spor. Když q neńı konstantńı, vezmeme (podle věty 1.2.5!) nějaký jeho kořen
α ∈ C s násobnost́ı m ∈ N. Tedy q(x) = (x−α)mr(x), kde r(α) 6= 0, a v́ıme, že
i p(α) 6= 0. S a = p

q rovnici přeṕı̌seme jako

0 = −q2 + p′q − pq′ + 2xpq .

V polynomech −q2, p′q, −pq′ a 2xpq má α jako kořen násobnosti, po řadě, 2m,
≥ m, m − 1 a ≥ m (pro α = 0 je posledńı násobnost rovná m + 1). Minimum
z těchto násobnost́ı je tak m − 1 a nabývá se jednoznačně, pro jediný ze čtyř
polynomů, které se tak nemohou součtem zrušit a seč́ıst na nulový polynom
(úloha 1.1.36). Rovnice i ted’ nemá řešeńı. 2

Úloha 1.1.36. Jak se definuje násobnost kořene v nulovém polynomu? Dokažte,
že když polynomy a1, a2, . . . , ak ∈ C[x] a č́ıslo α ∈ C splňuj́ı, že násobnosti
kořene α v ai(x) nabývaj́ı minimum pro jediný index i, pak a1+a2+· · ·+ak 6= 0.

1.2 Integrace racionálńıch funkćı

Integrace racionálńıch funkćı se oṕırá o Základńı větu algebry (jǐz úplně dokážeme
v kapitole 4), komplexńı i reálnou faktorizaci polynomu a rozklad racionálńı
funkce na parciálńı zlomky.

∫
1

x4+1 .

Naopak racionálńı funkce, pod́ıly reálných polynomů, představuj́ı širokou a
často použ́ıvanou tř́ıdu funkćı, jejichž primitivńı funkce se vždy vzorcem vyjádřit
daj́ı. Tento odd́ıl podrobně popisuje jejich integraci. Zač́ıná definićı, úlohou a a
př́ıkladem.

Definice 1.2.1 (racionálńı funkce R(x)). Funkce

f : R \X → R ,
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kde X je konečná množina, se nazývá racionálńı, když existuj́ı reálná č́ısla
a0, a1, . . . , ak, b0, b1, . . . , bl s k, l ∈ N0, že pro každé x ∈ R \X je

f(x) =
a0 + a1x+ · · ·+ akx

k

b0 + b1x+ · · ·+ blxl
=

∑k
i=0 aix

i∑l
i=0 bix

i
.

Mnohočlen
∑l
i=0 bix

i je jmenovatel f(x) a mnohočlen
∑k
i=0 aix

i je čitatel f(x).

Úloha 1.2.2. Dokažte, že tř́ıda racionálńıch funkćı se shoduje s tř́ıdou funkćı,
které vzniknou z konstantńıch funkćı f(x) = c, c ∈ R, a z identické funkce
f(x) = x opakovaným použit́ım aritmetických operaćı sč́ıtáńı, násobeńı a děleńı,
Odtud tyto funkce maj́ı jméno.

Př́ıklad 1.2.3. Spočtěme primitivńı funkci k racionálńı funkci x2

x2−1 na libo-
volném intervalu I 63 −1, 1.

Máme (s pomoćı linearity a položky 4 v tvrzeńı 1.1.26)∫
x2

x2 − 1
=

∫ (
1 +

1

x2 − 1

)
=

∫ (
1 +

1/2

x− 1
− 1/2

x+ 1

)
=

∫
1 +

1

2

∫
1

x− 1
− 1

2

∫
1

x+ 1

= x+
log |x− 1| − log |x+ 1|

2
+ c

= x+ log(
√
|(x− 1)/(x+ 1)|) + c .

2

Daľśı př́ıklady primitivńıch funkćı k racionálńım funkćım jsou položky 2–
4 a 10 v tvrzeńı 1.1.26. Ukazuje se, že takto a podobně lze spoč́ıtat primitivńı
funkci k libovolné racionálńı funkci. Pro d̊ukaz následuj́ıćı věty je kĺıčový rozklad
racionálńı funkce na součet jednodušš́ıch racionálńıch funkćı, takzvaný rozklad
na parciálńı zlomky, jako je na prvńım řádku předchoźıho výpočtu.

Věta 1.2.4 (integrace racionálńı funkce). Necht’ P (x) a Q(x) jsou poly-
nomy s reálnými koeficienty, kde Q(x) neńı nulový, a I ⊂ R je interval neobsa-
huj́ıćı žádný kořen polynomu Q(x). Primitivńı funkci

F (x) =

∫
P (x)

Q(x)
(na I)

lze vždy vyjádřit pomoćı racionálńıch funkćı, logaritm̊u a arkustangent. Po-
drobněji, na I∫

P (x)

Q(x)
= a(x) +

u∑
i=1

ui log |κi(x)|+
v∑
i=1

vi log(λi(x)) +

w∑
i=1

wi arctan(µi(x))
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pro nějakou racionálńı funkci a(x), nějaká č́ısla u, v, w ∈ N0 a ui, vi, wi ∈ R,
nějaké monické lineárńı, resp. kvadratické, mnohočleny κi(x), resp. λi(x), a
nějaké lineárńı mnohočleny µi(x) (všechny samozřejmě s reálnými koeficienty).

Ve zbytku odd́ılu větu skoro úplně dokážeme a poṕı̌seme současně postup, jak∫ P (x)
Q(x) spoč́ıtat.

”
Skoro“ proto, že se opřeme o následuj́ıćı Základńı větu algebry,

kterou v úplnosti dokážeme až v kapitole 4 ve větě 4.2.1.

Věta 1.2.5 (ZVAlg, bez d̊ukazu). Pro každý nekonstantńı polynom P (x) s
komplexńımi koeficienty, to jest pro P ∈ C[x] s degP ≥ 1, existuje komplexńı
č́ıslo α ∈ C, že P (α) = 0.

Začneme odvozeńım rozkladu na parciálńı zlomky pro obecnou racionálńı
funkci. Ten souviśı s následuj́ıćı úlohou.

Př́ıklad 1.2.6. Dokážeme, že každou částku n ≥ 4 korun lze rozměnit na dvou-
koruny a pětikoruny.

Máme totiž rovnosti

1 = (−2) · 2 + 1 · 5 a n = bn/2c · 2 + z, z ∈ {0, 1} ,

kde z je zbytek při děleńı č́ısla n dvěma. Hledaná rozměněńı jsou tedy, po
dosazeńı pravé strany prvńı rovnosti za 1 v př́ıpadu z = 1,

n = bn/2c · 2 + 0 · 5 pro sudé n a n = (bn/2c − 2) · 2 + 1 · 5 pro liché n .

Dı́ky n ≥ 4 je bn/2c − 2 ≥ 0 a máme skutečné, realizovatelné rozměněńı (a ne
něco jako 3 = (−1) · 2 + 1 · 5 se záporným počtem dvoukorun). 2

Prvńı rovnost děleńım č́ıslem 2 · 5 převedeme na

1

2 · 5
=
−2

5
+

1

2
.

Je to př́ıklad rozkladu na parciálńı zlomky, ale v okruhu celých č́ısel Z. Pro
d̊ukaz věty 1.2.4 budeme pracovat v okruhu R[x] = (R[x],+, ·, 0, 1) polynomů s
reálnými koeficienty. Řekneme, že dva polynomy v něm jsou nesoudělné, po-
kud jejich společné dělitele v okruhu R[x] jsou pouze konstantńı polynomy.
Odvod́ıme obdobu prvńı hořeǰśı rovnosti, budeme k tomu ale potřebovat daľśı
(vedle věty 1.2.5) základńı vlastnost polynomů.

Úloha 1.2.7 (děleńı polynomů se zbytkem). Necht’ F je komutativńı těleso,
jako třeba F = R nebo F = C, a p, q ∈ F [x] s q 6= 0 jsou dva polynomy s koefi-
cienty v F . Pak existuj́ı jednoznačně určené polynomy r, s ∈ F [x], že

p(x) = q(x)r(x) + s(x) a s ≡ 0 ∨ deg s < deg q

— dokažte.
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Tvrzeńı 1.2.8 (Bezoutova identita). Pro každé dva nesoudělné polynomy
P,Q ∈ R[x] existuj́ı polynomy a, b ∈ R[x], že

a(x)P (x) + b(x)Q(x) = 1 .

Důkaz. Uváž́ıme ideál

A = {aP + bQ | a, b ∈ R[x]}

a v něm nenulový polynom p ∈ A s nejmenš́ım stupněm. Podle úlohy 1.2.7
je každý polynom v A dělitelný polynomem p beze zbytku, jinak by nenulový
zbytek byl ve sporu s minimalitou deg p. Tedy p děĺı P i Q, oba polynomy
totiž patř́ı do A. Podle předpokladu to ale znamená, že p je konstantńı. Protože
A je uzavřený na konstantńı násobky, můžeme vźıt p = 1 ∈ A, což dokazuje
uvedenou identitu. 2

Polynom je monický, má-li vedoućı koeficient rovný 1. Monický polynom je
automaticky nenulový.

Tvrzeńı 1.2.9 (komplexńı faktorizace). Pro každý monický komplexńı po-
lynom Q v C[x] plat́ı formálńı identita

Q(x) =

k∏
i=1

(x− αi)mi

pro nějaká č́ısla k ∈ N0, mi ∈ N a αi ∈ C, přičemž č́ısla αi jsou vzájemně
r̊uzná. Toto vyjádřeńı Q(x) je jednoznačné, kromě pořad́ı činitel̊u v součinu, a
nazývá se komplexńı faktorizaćı (polynomu Q).

Důkaz. Existenci faktorizace dokážeme indukćı podle stupně degQ. Pro degQ =
0 ji máme s k = 0, Q(x) = 1. Necht’ degQ > 0. Podle věty 1.2.5 vezmeme
α ∈ C, že Q(α) = 0. Pomoćı úlohy 1.2.7 vyděĺıme Q(x) polynomem x − α se
zbytkem, což je konstanta. Protože Q(α) = 0, je tato konstanta nulová a tedy
Q(x) = R(x)(x − α), kde R ∈ C[x] je monický a má stupeň degQ − 1. Poly-
nom R(x) má komplexńı faktorizaci podle indukčńıho předpokladu, takže celý
součin včetně (x− α) dává komplexńı faktorizaci pro Q(x). Jej́ı jednoznačnost
si čtenářka dokáže v úloze 1.2.10. 2

Úloha 1.2.10. Dokažte jednoznačnost komplexńı faktorizace.

Tvrzeńı 1.2.11 (reálná faktorizace). Pro každý monický reálný polynom Q
v R[x] plat́ı formálńı identita

Q(x) =

k∏
i=1

(x− αi)mi
l∏
i=1

(x2 + βix+ γi)
ni

pro nějaká č́ısla k, l ∈ N0, mi, ni ∈ N a αi, βi, γi ∈ R, přičemž č́ısla αi jsou
vzájemně r̊uzná, stejně tak dvojice (βi, γi), a vždy β2

i − 4γi < 0. Toto vyjádřeńı
Q(x) je jednoznačné, kromě pořad́ı činitel̊u v obou součinech, a nazývá se reálnou
faktorizaćı (polynomu Q).
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Důkaz. Necht’

Q(x) =

k′∏
i=1

(x− α′i)m
′
i

je komplexńı faktorizace polynomu Q(x) podle předchoźıho tvrzeńı. Aplikace
komplexńıho sdružeńı x 7→ x, což je automorfismus tělesa C, na tuto identitu a
reálnost koeficient̊u polynomu Q(x) dávaj́ı sdruženou identitu

Q(x) = Q(x) =

k′∏
i=1

(x− α′i)
m′i .

Vzhledem k jednoznačnosti komplexńı faktorizace Q(x) to znamená, že pro
každý index i ∈ [k′] s α′i ∈ C\R existuje (jednoznačně určený) index j ∈ [k′],
že j 6= i, α′i = α′j a m′i = m′j . Č́ısla α′i můžeme tedy uspořádat tak, že
prvńıch k z nich je reálných, jsou to α1 = α′1, . . . , αk = α′k s násobnostmi
m1 = m′1, . . . ,mk = m′k, a zbývaj́ıćıch k′ − k nereálných č́ısel α′i se rozpadá

na l = k′−k
2 komplexně sdružených dvojic α′k+1 = α′k+2, α′k+3 = α′k+4 atd. se

shodnými násobnostmi n1 = m′k+1 = m′k+2, n2 = m′k+3 = m′k+4 atd. Kom-
plexńı faktorizace polynomu Q(x) tak přecháźı v

Q(x) =

k∏
i=1

(x− αi)mi
l∏
i=1

((x− α′k+2i−1)(x− α′k+2i−1))ni

=

k∏
i=1

(x− αi)mi
l∏
i=1

(x2 + βix+ γi)
ni ,

kde βi = −α′k+2i−1−α′k+2i−1 ∈ R a γi = α′k+2i−1α
′
k+2i−1 ∈ R. Kvadratické po-

lynomy x2+βix+γi jsou vzájemně r̊uzné (jinak by dvě r̊uzné komplexně sdružené
dvojice č́ısel α′i splývaly) a maj́ı záporné diskriminanty β2

i − 4γi (protože tyto
kvadratické polynomy nemaj́ı reálné kořeny). Dostali jsme reálnou faktorizaci
polynomu Q(x). Jej́ı jednoznačnost plyne z jednoznačnosti výchoźı komplexńı
faktorizace. 2

Úloha 1.2.12. Jak se faktorizuj́ı obecné, ne nutně monické, nenulové komplexńı
či reálné polynomy?

Věta 1.2.13 (rozklad na parciálńı zlomky). Pro každé dva reálné polynomy
P,Q ∈ R[x], kde Q(x) je monický, plat́ı formálńı identita

P (x)

Q(x)
= p(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

δi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

εi,jx+ θi,j
(x2 + βix+ γi)j

,

kde p ∈ R[x], k, l,mi, ni, αi, βi, γi jsou konstanty z reálné faktorizace polynomu
Q(x) a δi,j , εi,j , θi,j ∈ R jsou daľśı konstanty.
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Důkaz. Jsou-li R,S ∈ R[x] nesoudělné polynomy, podle tvrzeńı 1.2.8 existuj́ı
polynomy a, b ∈ R[x], že 1

RS = a
R + b

S . Podle úlohy 1.2.14 z nesoudělnosti
reálných polynomů R a S1, a R a S2, plyne nesoudělnost polynomů R a S1S2.
Opakovaným užit́ım předchoźı identity tak dostáváme jej́ı zobecněńı:

R1, R2, . . . , Rk ∈ R[x] po dvou nesoudělné ⇒ existuj́ı ai ∈ R[x], že

1

R1(x)R2(x) . . . Rk(x)
=

k∑
i=1

ai(x)

Ri(x)
.

Vezmeme reálnou faktorizaci

Q(x) =

k∏
i=1

(x− αi)mi
l∏
i=1

(x2 + βix+ γi)
ni .

Patrně (úloha 1.2.15) je všech jej́ıch k+ l činitel̊u po dvou nesoudělných. Podle
zobecněné identity tak pro nějakých k+ l polynomů ai, bi v R[x] máme identitu

P (x)

Q(x)
=

k∑
i=1

ai(x)

(x− αi)mi
+

l∑
i=1

bi(x)

(x2 + βix+ γi)ni
.

Pomoćı mi užit́ı úlohy 1.2.7 rozvineme ai(x) pro každé i ∈ [k] do mocnin
dvojčlenu x− αi:

ai(x) = (x− αi)miq0(x) + r0(x)

ai(x) = (x− αi)miq0(x) + (x− αi)mi−1q1(x) + r1(x)

...
...

...

ai(x) = (x− αi)miq0(x) + (x− αi)mi−1q1(x) + · · ·+ (x− αi)0qmi(x) ,

kde polynomy qj a rj jsou bud’ nulové nebo splňuj́ı deg rj < mi − j a (tedy),
pro j ≥ 1, deg qj = 0. Obdobně rozvineme

bi(x) =

ni∑
j=0

(x2 + βix+ γi)
ni−jqj(x) ,

kde nyńı pro j ≥ 1 je polynom qj bud’ nulový nebo má deg qj ≤ 1. Nahrad́ıme-

li výše v P (x)
Q(x) =

∑k
i=1 . . . polynomy ai(x) a bi(x) těmito rozvoji, dostáváme

vyjádřeńı racionálńı funkce P (x)
Q(x) uvedené ve zněńı věty. 2

Úloha 1.2.14. Dokažte, že když je R ∈ R[x] nesoudělný jak s S ∈ R[x] tak s
T ∈ R[x], pak je R nesoudělný i se součinem ST .

Úloha 1.2.15. Dokažte, že dva reálné polynomy jsou nesoudělné, právě když
nemaj́ı společný (komplexńı) kořen.
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Třet́ı část hořeǰśıho rozkladu na parciálńı zlomky posléze zredukujeme na
následuj́ıćı primitivńı funkci.

Tvrzeńı 1.2.16 (zase per partes). Pro n ∈ N necht’

Fn(x) =

∫
1

(x2 + 1)n
(na R) .

Pak F1(x) = arctanx a dále

Fn+1(x) = (1− 1/2n)Fn(x) +
x

2n(x2 + 1)n
.

Takže obecně Fn(x) = an arctanx + bn(x), kde an ∈ Q a bn(x) je racionálńı
funkce s celoč́ıselnými koeficienty.

Důkaz. Počátečńı podmı́nka rekurence je položka 10 v tvrzeńı 1.1.26. Dále
integrujeme per partes:

Fn(x) =

∫
x′

(x2 + 1)n
p. p.
=

x

(x2 + 1)n
+

∫
2nx2

(x2 + 1)n+1

=
x

(x2 + 1)n
+ 2n

∫
x2 + 1

(x2 + 1)n+1
− 2n

∫
1

(x2 + 1)n+1

=
x

(x2 + 1)n
+ 2nFn(x)− 2nFn+1(x) .

Po snadné úpravě dostáváme uvedenou rekurenci. 2

Úloha 1.2.17. Vypoč́ıtejte explicitně č́ısla an a racionálńı funkce bn(x).

Důkaz. (Věty 1.2.4.) Po rozš́ı̌reńı zlomku P (x)
Q(x) vhodnou konstantou můžeme

předpokládat, že Q(x) je monický. Racionálńı funkci P (x)
Q(x) rozlož́ıme na parciálńı

zlomky podle věty 1.2.13 a dostaneme∫
P (x)

Q(x)
=

∫
p(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

∫
δi,j

(x− αi)j
+

l∑
i=1

ni∑
j=1

∫
εi,jx+ θi,j

(x2 + βix+ γi)j

= q(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=2

δi,j
(1− j)(x− αi)j−1

+

k∑
i=1

δi,1 log |x− αi|+

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

Gi,j(x) ,
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kde q ∈ R[x]. Zbývá spoč́ıtat primitivńı funkce Gi,j(x). Máme∫
εx+ θ

(x2 + βx+ γ)j
=

ε

2

∫
2x+ β

(x2 + βx+ γ)j
+ (θ − εβ/2)

∫
1

(x2 + βx+ γ)j

=
ε(x2 + βx+ γ)1−j

2(1− j)
(j ≥ 2),

ε log(x2 + βx+ γ)

2

(j = 1) + (θ − εβ/2)

∫
1

(x2 + βx+ γ)j
,

kde jsme prvńı primitivńı funkci spoč́ıtali pomoćı prvńıho substitučńıho pravi-
dla ve větě 1.1.29 a položek 2 a 4 v tvrzeńı 1.1.26. Zbývá tak už jen spoč́ıtat
primitivńı funkci

∫
1

(x2+βx+γ)j . Označ́ıme η =
√
γ − β2/4 (nezapomeňme, že

γ − β2/4 > 0) a použijeme subsituci y = y(x) = x/η + β/2η. Doplńıme na
čtverec a dostaneme∫

1

(x2 + βx+ γ)j
=

1

η2j−1

∫
1/η

((x/η + β/2η)2 + 1)j

=
1

η2j−1

∫
y(x)′

((x/η + β/2η)2 + 1)j

=
1

η2j−1

∫
1

(y2 + 1)j
=
Fj(y(x))

η2j−1

(opět prvńı substitučńı pravidlo), s funkcemi Fj(y) v tvrzeńı 1.2.16. Celkem
je každá Gi,j(x) rovna racionálńı funkci plus lineárńı kombinaci (s reálnými
koeficienty) logaritmu z monického kvadratického trojčlenu (který nemá reálné
kořeny) a arkustangenty z lineárńıho dvojčlenu. To spolu s předešlými členy

hořeǰśıho vyjádřeńı primitivńı funkce
∫ P (x)
Q(x) dává výraz ve zněńı věty. 2

Př́ıklad 1.2.18. Spoč́ıtáme ∫
1

x4 + 1
(na R) .

Protože

x4 + 1 = (x2 + 1)2 − 2x2 = (x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1)

a (
√

2)2 − 4 < 0, je to reálná faktorizace polynomu x4 + 1. Najdeme a, b, c, d v
R, že

1

x4 + 1
=

ax+ b

x2 +
√

2x+ 1
+

cx+ d

x2 −
√

2x+ 1
.

Tato rovnice, v ńıž a, b, c, d bereme jako proměnné, je ekvivalentńı s

1 = (ax+ b)(x2 −
√

2x+ 1) + (cx+ d)(x2 +
√

2x+ 1), tedy s

1 = x3(a+ c) + x2(−a
√

2 + b+ c
√

2 + d) +

+x1(a− b
√

2 + c+ d
√

2) + x0(b+ d) .
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Odtud a = −c, b = 1− d a

−(−c)
√

2 + (1− d) + c
√

2 + d = 0 = (−c)− (1− d)
√

2 + c+ d
√

2, tj.

2
√

2c = −1,
√

2 = 2
√

2d .

Takže d = 1
2 = b, c = −

√
2

4 , a =
√

2
4 a rozklad na parciálńı zlomky je

1

x4 + 1
=

1

2
√

2

(
x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1
− x−

√
2

x2 −
√

2x+ 1

)
.

Označ́ıme si a = ±
√

2, L = log(x2 + ax+ 1) a b =
√

1− a2/4 = 1/
√

2. Pak∫
x+ a

x2 + ax+ 1
=

1

2

∫
2x+ a

x2 + ax+ 1
+

∫
a/2

x2 + ax+ 1

=
L

2
+
a

2

∫
1

(x+ a/2)2 + b2

=
L

2
+

a

2b

∫
1/b

(x/b+ a/2b)2 + 1

=
L

2
+

a

2b
arctan(x/b+ a/2b) .

Celkem∫
1

x4 + 1
=

1

2
√

2

(
1

2
log

(
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√

2x+ 1

)
+ arctan(

√
2x+ 1)−

− arctan(
√

2x− 1)

)
.

2

Úloha 1.2.19. Spoč́ıtejte ∫
1

x3 + 1
.

1.3 Vı́ce o primitivńıch funkćıch

Přesně c funkćı na intervalu má primitivńı funkci a je to i počet diferenco-
vatelných funkćı. Věta D. Preisse a M. Tartagliové o vzorové definovatelnosti
derivaćı.

Jednu z prvńıch otázek o primitivńıch funkćıch, jež měla být probrána asi už
v předchoźım odd́ılu a která se ptá na jejich počet, zodpov́ıme ted’. Připomeňme
si, že c = |R| je symbol pro mohutnost kontinua, kardinalitu množiny reálných
č́ısel.

24



Věta 1.3.1 (počet derivaćı a antiderivaćı). Necht’ I ⊂ R je interval s klad-
nou délkou a

∆(I) = {f : I → R | ∃ g : I → R : g′ = f}

je množina těch funkćı definovaných na I, které maj́ı na I primitivńı funkci.
Každá konstantńı funkce z I do R lež́ı v ∆(I) a každá funkce v ∆(I) je limitou
posloupnosti spojitých funkćı. Proto

|∆(I)| = c .

Tedy i
#{f : I → R | f má na I vlastńı derivaci} = c .

Důkaz. Každá konstantńı funkce má primitivńı funkci a jejich množina jedno-
značně odpov́ıdá R, takže |∆(I)| ≥ c. Když přijememe druhé tvrzeńı věty, máme
pro každou f ∈ ∆(I) takovou posloupnost spojitých funkćı (fn), fn : I → R, že
pro každé x ∈ I je lim fn(x) = f(x). Spočetná množina

Mf = {(n, y, u, v) | n ∈ N, y ∈ Q ∩ I, u, v ∈ Q, u < fn(y) < v} ⊂ N×Q3

pak jednoznačně určuje f (úloha 1.3.2). Tedy

|∆(I)| ≤ |P(N×Q3)| = c

a celkem |∆(I)| = c (úloha 1.3.3). Podle tvrzeńı 1.1.3 má každá f ∈ ∆(I) přesně
c primitivńıch funkćı, takže posledńı množina ve zněńı věty má mohutnost také
c · |∆(I)| = c · c = c (úloha 1.3.4).

Zbývá ještě dokázat, že každá derivace f ′ ∈ ∆(I) je bodovou limitou spo-
jitých funkćı. To plyne z definice derivace v bodě a spojitosti diferencovatelné
funkce. Rozlǐśıme tři př́ıpady podle pravého konce intervalu I: a) sup(I) = +∞,
b) b = sup(I) ∈ I a c) R 3 b = sup(I) 6∈ I. Necht’ n ∈ N a x ∈ I. V a) klademe

fn(x) = f(x+1/n)−f(x)
1/n , v b) stejně tak, ale nejprve funkci f(y) spojitě rozš́ı̌ŕıme

pro y ≥ b lineárně se směrnićı f ′−(b) a v c) klademe

fn(x) =
f(x+ (b− x)/(n+ 1))− f(x)

(b− x)/(n+ 1)
.

Tyto funkce jsou definované na I a spojité a neńı těžké vidět, že pro každé x ∈ I
je lim fn(x) = f ′(±)(x). 2

Úloha 1.3.2. Proč Mf jednoznačně určuje f?

Úloha 1.3.3. Co přesně znamenaj́ı nerovnosti |∆(I)| ≥ c a |∆(I)| ≤ c a jak z
nich plyne rovnost |∆(I)| = c?

Úloha 1.3.4. Ukažte, že pro každou nekonečnou množinu M plat́ı |M ×M | =
|M |.
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V následuj́ıćı definici a větě budeme pro stručnost
”
funkcemi“ rozumět funkce

z R do R.

Definice 1.3.5 (vzorově určené funkce). Řekneme, že množina funkćı F je
vzorově určená, když pro každou funkci f mimo F existuje množina E ⊂ R, že
pro každou g ∈ F je f−1(E) 6= g−1(E). O funkci f řekneme, že vzorově patř́ı do
F , když pro každou množinu E ⊂ R existuje funkce g ∈ F , že f−1(E) = g−1(E).

Pro vzorově určenou množinu funkćı F tedy dokážeme rozhodnout o náležeńı
funkce do F jen podle vzor̊u V = {f−1(E) | E ⊂ R, f ∈ F}: pro každou funkci
f plat́ı, že

f ∈ F ⇐⇒ ∀E ⊂ R : f−1(E) ∈ V .

Úloha 1.3.6. Dokažte, že množina všech omezených funkćı neńı vzorově určená.

Úloha 1.3.7. Dokažte, že množina všech darbouxovských funkćı (což jsou funkce
nabývaj́ıćı všechny mezihodnoty) neńı vzorově určená.

Věta 1.3.8 (D. Preiss a M. Tartaglia, 1995). Množina ∆ skládaj́ıćı se z
funkćı s primitivńı funkćı je vzorově určená.

Plyne to z obecněǰśıho výsledku: splňuje-li množina funkćı F tři následuj́ıćı
podmı́nky, je vzorově určená.

1. Plat́ı, že |F| ≤ c.

2. Obraz každé nekonstantńı funkce v F má kardinalitu c.

3. Obraz každé nekonstantńı funkce f tvaru f = g − h, kde g, h ∈ F , má
kardinalitu c.

Důkaz. Ověř́ıme, že ∆ splňuje podmı́nky 1–3. Podle věty 1.3.1 je |∆| = c a
1 plat́ı. Pokud funkce f ∈ ∆ neńı konstantńı, jej́ı obraz je podle věty 1.1.17
interval s kladnou délkou, jenž má mohutnost c, a 2 plat́ı. Z linearity derivováńı
vyplývá g, h ∈ ∆⇒ g − h ∈ ∆, takže plat́ı i 3.

Zbývá tak větu dokázat pro obecnou rodinu funkćı F splňuj́ıćı 1–3. V prvńım
kroku dokážeme prvńı lemma. Když funkce g 6∈ F vzorově patř́ı do F a h ∈ F ,
pak existuje funkce f ∈ F a množina S ⊂ R, že f 6= h, |S| < c a

x ∈ R \ (g−1(S) ∩ f−1(S))⇒ g(x) = f(x) .

Pro d̊ukaz prvńıho lemmatu
V druhém kroku dokážeme druhé lemma. Když g je funkce, f, h ∈ F jsou

nekonstantńı funkce a množiny U, T ⊂ R s mohutnostmi menš́ımi než c splňuj́ı

x ∈ R \ (g−1(S) ∩ f−1(S))⇒ g(x) = f(x)

a
x ∈ R \ (g−1(T ) ∩ h−1(T ))⇒ g(x) = h(x) ,
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pak f = h.
Pro d̊ukaz druhého lemmatu
Nyńı už můžeme dokázat, že F je vzorově určená.

2

Jedńım z autor̊u věty je český matematik David Preiss (1947) (od r. 1990 p̊usob́ı
ve Velké Británii, nejprve na University College London a pak na Univerzitě ve
Warwicku.)

Úloha 1.3.9. Dokažte, že množina ∆b omezených derivaćı je vzorově určená.

1.4 Liouvilleova věta

Diferenciálńı těleso. Identita pro logaritmickou derivaci. Algebraické a transcen-
dentńı prvky. Adjunkce prvku. Exponenciála, logaritmus a antiderivace. Ele-
mentárńı rozš́ıřeńı. Abstraktńı Liouvilleova věta. Meromorfńı funkce, tvoř́ı di-
ferenciálńı těleso.

Abychom přesně řekli, co je vyjádřeńı funkce vzorcem, a abychom přesně
dokázali větu 1.1.34, vydáme se cestou diferenciálńı algebry.

Definice 1.4.1 (diferenciálńı těleso a konstanty). Diferenciálńı těleso je
dvojice (F, ′), kde F = (F,+, ·, 0F , 1F ) je těleso (viz MA I [5]) a (·)′ : F → F ,
x 7→ x′, je lineárńı zobrazeńı splňuj́ıćı Leibnizovu identitu: pro každé dva prvky
x, y ∈ F je

(x+ y)′ = x′ + y′ a (xy)′ = x′y + xy′ .

Toto zobrazeńı se nazývá derivaćı (na tělese F ) a prvky x ∈ F s x′ = 0F se
nazývaj́ı konstantami (diferenciálńıho tělesa F ).

Tělesem zde vždy rozumı́me komutativńı těleso s charakteristikou 0.

Úloha 1.4.2. (F, ′) bud’ diferenciálńı těleso. Pak 0′F = 0F . Pro každé n ∈ Z a
každé nenulové a ∈ F se (an)′ = nFa

n−1. Dále

a, b ∈ F, b 6= 0F ⇒
(a
b

)′
=
a′b− ab′

b2
.

Úloha 1.4.3. Konstanty v diferenciálńım tělese tvoř́ı podtěleso.

Úloha 1.4.4 (identita pro logaritmickou derivaci). Je-li (F, ′) diferenciálńı
těleso a a1, a2 . . . , an ∈ F jsou nenulové prvky, potom

(a1a2 . . . an)′

a1a2 . . . an
=

n∑
i=1

a′i
ai
.
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Na každém tělese K máme triviálńı derivaci x′ = 0K , jej́ıž konstanty zahrnuj́ı
celé K.

Jsou-li K a L tělesa s K ⊂ L, obrat rozš́ıřeńı těles K ⊂ L znamená, že
nejenom je K podmnožinou L, ale obě tělesa maj́ı i shodné neutrálńı prvky
a obě aritmetické operace v L se po zúžeńı na K shoduj́ı s operacemi v K.
Řekneme také, že K je podtěleso tělesa L

Úloha 1.4.5. Ukažte, že když K ⊂ L a L ⊂ M jsou rozš́ıřeńı těles, pak i
K ⊂M je rozš́ıřeńı těles.

Jsou-li K = (K, ′) a L = (L, ∂) diferenciálńı tělesa a K ⊂ L je rozš́ı̌reńı těles, jde
o rozš́ıřeńı diferenciálńıch těles, pokud se nav́ıc derivace ∂ po zúžeńı na K rovná
derivaci ′. Mluv́ıme též o diferenciálńım podtělese. Tranzitivita v úloze 1.4.5 plat́ı
i pro rozš́ı̌reńı diferenciálńıch těles.

Definice 1.4.6 (algebraické a transcendentńı prvky). Necht’ K ⊂ L je
rozš́ıřeńı těles. Prvek a ∈ L je algebraický nad K, když existuj́ı prvky c0, c1, . . . , cn
v K, n ∈ N0 a cn 6= 0K , že

c0 + c1a+ c2a
2 + · · ·+ cna

n = 0L = 0K .

Stručněji napsáno, existuje nenulový polynom p ∈ K[x] s koeficienty v K, jehož
je a kořenem. Neńı-li prvek a ∈ L nad K algebraický, nazývá se transcendentńım
nad K.

Definice 1.4.7 (adjunkce prvku). Necht’ K ⊂ L je rozš́ıřeńı těles a t ∈ L.
Definujeme dvě podmnožiny tělesa L,

K[t] = {p(t) | p ∈ K[x]} a K(t) = {p(t)/q(t) | p, q ∈ K[x], q(t) 6= 0L} .

Prvńı množina sestává z lineárńıch kombinaćı mocnin (s nezápornými expo-
nenty) prvku t s koeficienty v K. Druhá se skládá ze zlomk̊u (pod́ıl̊u) prvk̊u v
K[t].

Úloha 1.4.8. Pro jaká t m̊užeme v předchoźı definici K(t) posledńı podmı́nku
ekvivalentně přepsat jako: q(x) je nenulový mnohočlen?

Úloha 1.4.9. Dokažte, že K(t) je nejmenš́ı podtěleso tělesa L, které obsahuje
množinu K ∪ {t}.

Př́ıklad 1.4.10. Libovolné těleso K rozš́ıř́ıme do diferenciálńıho tělesa (K(x), ′)
s prvkem x transcendentńım nad K a konstantami K.

Těleso K(x) = Z/∼ je tvořeno tř́ıdami ekvivalence relace ∼ na množině

Z = {p(x)/q(x) | p, q ∈ K[x], q 6≡ 0K}

zlomk̊u (čili uspořádaných dvojic) p(x)/q(x) formálńıch mnohočlen̊u p(x) =
a0 + a1 + · · ·+ akx

k, ai ∈ K, k ∈ N0 a ak 6= 0k (chápaných jako l = k + 1-tice
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(a0, a1, . . . , al−1) ∈ Kl, l ∈ N0, kde pro l = 0 prázdná l-tice odpov́ıdá identicky
nulovému mnohočlenu) a relace ekvivalence ∼ je dána jako

p(x)

q(x)
∼ r(x)

s(x)
⇐⇒ p(x)s(x)− r(x)q(x) = 0K

(úloha 1.4.11). K(x) je vlastně formálně brané těleso racionálńıch
”
funkćı“ nad

K. Derivaci ′ : K(x) → K(x) na něm definujeme tak, že požadujeme a′ = 0K
pro každé a ∈ K a x′ = 1K . Abstraktńı definice derivace pak dává jednoznačnou
hodnotu r(x)′ pro každou r ∈ K(x): pro p, q ∈ K[x] je

p(x)′ = (a0 + a1x+ · · ·+ akx
k)′ = a1 + a2x+ · · ·+ akx

k−1

(= 0K pro k = 0) a (
p(x)

q(x)

)′
=
p(x)′q(x)− p(x)q(x)′

q(x)2

(úloha 1.4.12). 2

Úloha 1.4.11. Co přesně znamená rovnost p(x)s(x)−r(x)q(x) = 0K v definici
∼? Jak přesně poč́ıtáme s formálńımi polynomy?

Úloha 1.4.12. Ověřte, že výše definované zobrazeńı ′ : K(x) → K(x) je deri-
vace na tělese K(x).

Definice 1.4.13 (exp, log a antiderivace). Necht’ (F, ′) je diferenciálńı těleso
s prvky b, c ∈ F . Když plat́ı vztah

b = c′ ,

nazývá se c antiderivaćı prvku b (a b pak je derivaćı c). Když plat́ı vztah

b′ =
c′

c

(c 6= 0F ), nazývá se b logaritmem prvku c, psáno b = log c, a c se nazývá
exponenciálou b, psáno c = eb.

Exponenciála a logaritmus jsou v diferenciálńı algebře zavedené abstraktně
pouze svými diferenciálńımi vlastnostmi.

Definice 1.4.14 (elementárńı rozš́ı̌reńı). Rozš́ıřeńı diferenciálńıch těles

F ⊂ G

se nazývá elementárńı, lze-li věťśı těleso źıskat z menš́ıho postupným přidáváńım
algebraických prvk̊u, logaritm̊u a exponenciál. Existuje tedy taková posloupnost
prvk̊u a1, a2, . . . , an v G, n ∈ N0, že odpov́ıdaj́ıćı posloupnost těles

F0 = F, Fi = Fi−1(ai), i = 1, 2, . . . , n ,

konč́ı v Fn = G a pro každé i = 1, 2, . . . , n je prvek ai algebraický nad Fi−1 nebo
je logaritmem prvku z Fi−1 nebo je exponenciálou prvku z Fi−1.
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V elementárńım rozš́ı̌reńı pak prvky v G bereme jako vyjádřené vzorcem z prvk̊u
v F . Toto je tedy formalizace pojmu

”
vyjádřit vzorcem“ v diferenciálńı algebře.

Ted’ už jsme s to přesně uvést abstraktńı zobecněńı Liouvilleovy věty 1.1.34
a pak jako jeho d̊usledek jej́ı př́ımou abstraktńı verzi.

Věta 1.4.15 (abstraktńı obecná Liouvilleova věta). Necht’ F ⊂ G je ele-
mentárńı rozš́ıřeńı diferenciálńıch těles, přičemž G má stejné konstanty jako F ,
a prvek a ∈ F má antiderivaci v G. Pak existuj́ı konstanty b1, b2, . . . , bn, n ∈ N0,
a prvky c1, c2, . . . , cn, d v F , že

a =

n∑
i=1

bi
c′i
ci

+ d′ .

Důsledek 1.4.16 (abstraktńı Liouvilleova věta). F ⊂ G bud’ elementárńı
rozš́ıřeńı diferenciálńıch těles, přičemž G má stejné konstanty jako F , a pro f, g
v F prvek

feg ,

kde eg ∈ G je transcendentńı nad F , měj antiderivaci v G. Pak existuje prvek
a ∈ F , že

f = a′ + ag′ .

Důkazy posledńı věty a jej́ıho d̊usledku, pro něž budeme potřebovat daľśı výsledky
z algebry, na (ne úplně krátký) čas odlož́ıme, abychom se vrát́ıli k reálným
funkćım. Ukážeme, jak d̊usledek 1.4.16 dává větu 1.1.34 a že

”
vyjádřeńı vzor-

cem“ definované elementárńım diferenciálńım rozš́ı̌reńım zachycuje jeho intui-
tivńı podobu pro reálné funkce.

Budeme muset pracovat ne pouze s reálnými funkcemi, ale obecněji s funk-
cemi s komplexńımi hodnotami, typu

f : I \X → C ,

kde I ⊂ R je otevřený neprázdný interval s vyňatou diskrétńı množinou X.
Množina X ⊂ I je diskrétńı v I, když v I nemá hromadné body, pro každé
a ∈ I existuje δ > 0, že pr̊unik X ∩ (a − δ, a + δ) je konečný. Derivaćı takové
funkce rozumı́me obvyklou derivaci

f ′ : I \X → C, f ′(x) = lim
y→x

f(y)− f(x)

y − x

(funkce, které budeme uvažovat, budou mı́t derivaci všude). Ze ZS v́ıme, že
obvyklá derivace vyhovuje abstraktńı definici, je to lineárńı zobrazeńı splňuj́ıćı
Leibnizovu identitu. Exponenciála nyńı zachycuje goniometrické funkce,

sinx = (1/2i)
(
eix − e−ix

)
a cosx = (1/2)

(
eix + e−ix

)
, x ∈ R a i =

√
−1 ,

a pro použ́ıváńı komplexńıch č́ısel jsou i daľśı dobré algebraické d̊uvody. Nyńı
definujeme dostatečně širokou tř́ıdu takových funkćı, v ńıž bude pohodlné se
pohybovat. Maj́ı Laurentovy rozvoje (se středem a), rozvoje

∑+∞
n=k an(x− a)n s

an ∈ C, k ∈ Z a tedy s konečně mnoha mocninami se zápornými exponenty.
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Definice 1.4.17 (meromorfńı funkce). Pro daný otevřený neprázdný inter-
val I ⊂ R a v něm diskrétńı množinu X ⊂ I řekneme, že funkce f je meromorfńı
na I (s vyňatou X), pokud

f : I \X → C

a pro každé a ∈ I existuj́ı reálné δ > 0, k ∈ Z a koeficienty an ∈ C, n ∈ Z s
n ≥ k, že pro každé x ∈ (I \X) ∩ (a− δ, a+ δ) plat́ı rovnost

f(x) =
∑
n, n≥k

an(x− a)n .

Meromorfńı funkce f tedy je na celém I lokálně součtem Laurentových řad. Jako

M(I)

označ́ıme množinu funkćı f meromorfńıch na I (pro některou vyňatou a v I
diskrétńı množinu X, závisej́ıćı na f).

Např́ıklad f(x) = 1
x : R \ {0} → R je meromorfńı na R (s vyňatou {0}). Pro

a = 0 rozvoj f(x) = 1
x = (x − 0)−1 plat́ı pro celý definičńı obor. Pro a 6= 0

máme rozvoje

f(x) =
1

x
=

1

a
· 1

1 + a−1(x− a)
=
∑
n≥0

(−1)na−n−1(x− a)n

platné pro |x − a| < |a|. Funce f(x) = e1/x : R \ {0} → R je meromorfńı na
(−∞, 0) i na (0,+∞ (s vyňatou X = ∅), ale nikoli na R (s vyňatou X = {0}),
protože f nemá Laurent̊uv rozvoj se středem a = 0. Funkce

log x

sin(πx)
: (0, +∞) \ N→ R

je meromorfńı na (0, +∞) (s vyňatou X = N).
Ukážeme, že racionálńı funkce C(x) jsou meromorfńı na R a že M(I) je

diferenciálńı těleso. Racionálńı funkce C(x) nyńı narozd́ıl od př́ıkladu 1.4.10
bereme

”
neformálně“ jako funkce, podle definice 1.2.1, ale s ai, bi ∈ C.

Tvrzeńı 1.4.18 (o C(x)). Je C(x) ⊂ M(R). Racionálńı funkce C(x) spolu s
obvyklými operacemi a obvyklou derivaćı tvoř́ı diferenciálńı těleso.

Důkaz. Necht’ f(x) =
∑k
i=0 aix

i/
∑l
i=0 bix

i s k, l ∈ N0, ai, bi ∈ C a akbl 6=
0K je racionálńı funkce. Jako X označ́ıme (konečnou) množinu kořen̊u jej́ıho
jmenovatele. Ukážeme, že f(x) je meromorńı na R (s vyňatou X). Pro popis
rozvoje funkce f se středem v a ∈ R rozlǐśıme dva př́ıpady podle náležeńı a
do X.

Necht’ a ∈ R\X. Oba polynomy v f(x) rozvineme do mocnin dvojčlenu x−a
a jejich koeficienty pak označ́ıme opět ai a bi. Pak ovšem b0 6= 0 a, označ́ıme-li
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jako p(x) čitatele a r(x) = (b1/b0)(x− a) + · · ·+ (bl/b0)(x− a)l,

f(x) =

∑k
i=0 ai(x− a)i∑l
i=0 bi(x− a)i

=
p(x)

b0
· 1

1 + (b1/b0)(x− a) + · · ·+ (bl/b0)(x− a)l

=
p(x)

b0

∑
n≥0

(−1)nr(x)n .

Pro x bĺızko u a je |r(x)| < 1 a řada absolutně konverguje. Rozvinut́ım mocnin
r(x)n, vynásobeńım p(x)/b0 a přerovnáńım pak dostáváme pro f(x) rozvoj (do
mocninné řady) se středem a.

Necht’ a ∈ X a a má ve jmenovateli jako kořen násobnost m ∈ N, 1 ≤ m ≤ l.
Podobně jako v předešlém př́ıpadu přechodem k mocninám dvojčlenu x − a
máme, s p(x) jako dř́ıve a r(x) = (bm+1/bm)(x− a) + · · ·+ (bl/bm)(x− a)l−m

f(x) =

∑k
i=0 ai(x− a)i∑l
i=0 bi(x− a)i

=
p(x)

bm(x− a)m
· 1

1 + (bm+1/bm)(x− a) + · · ·+ (bl/bm)(x− a)l−m

=
p(x)

bm(x− a)m

∑
n≥0

(−1)nr(x)n .

Pro x bĺızko u a je opět |r(x)| < 1 a řada absolutně konverguje. Rozvinut́ım
mocnin r(x)n, vynásobeńım p(x)/bm(x−a)m a přerovnáńım pak dostáváme pro
f(x) Laurent̊uv rozvoj se středem a.

Asi neńı nutné explicitně vypisovat aritmetické operace, v̊uči nimž racionálńı
funkce C(x) tvoř́ı těleso, a obvyklou derivaci ′ jsme už výše uvedli. Podle výsledk̊u
v ZS je (C(x), ′) diferenciálńı těleso. 2

Úloha 1.4.19. Nebylo by možné oba př́ıpady předešlého d̊ukazu sloučit v jeden?

Ted’ dokážeme mnohem obecněji, že každá množina M(I) je přirozeným
zp̊usobem diferenciálńı těleso. Neńı to zase tak př́ımočarý výsledek, jak některé
výklady Liouvilleovy věty v literatuře sugeruj́ı. Budeme potřebovat větu o jed-
noznačnosti mocninných řad, kterou jsme v MA I [5] dokázali a kterou ted’

připomeneme a zobecńıme v následuj́ıćıch dvou úlohách.

Úloha 1.4.20. Necht’ δ > 0 je reálné č́ıslo, (bn) ⊂ (−δ, δ) je posloupnost nenu-
lových č́ısel jdoućı k 0, řada

f(x) =
∑
n≥0

anx
n

s an ∈ C konverguje (absolutně) na (−δ, δ) a f(bn) = 0 pro každé n. Dokažte,
že pak an = 0 pro každé n ∈ N0.
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Úloha 1.4.21. Necht’ δ > 0 je reálné č́ıslo, (bn) ⊂ (−δ, δ) je posloupnost nenu-
lových č́ısel jdoućı k 0, Laurentova řada

f(x) =
∑
n≥k

anx
n

s k ∈ Z a an ∈ C konverguje (absolutně) na (−δ, δ) \ {0} a f(bn) = 0 pro každé
n. Dokažte, že pak an = 0 pro každé n ∈ Z s n ≥ k.

Důsledek 1.4.22 (o nulové merom. funkci). Když funkce f v M(I), která
má vyňatou množinu X, splňuje

f(bn) = 0

pro každé n ∈ N pro nějakou posloupnost (bn) ⊂ I \X s lim bn = b ∈ I, pak f
je identicky nulová funkce.

Důkaz. Necht’ Y = {x ∈ I \X | f(x) = 0} a

A = {J ⊂ I | J \X ⊂ Y a J je neprázdný otevřený interval} .

Ukážeme, že I ∈ A. Podle předpokladu a úloh 1.4.20 a 1.4.21 existuje δ > 0,
že (b − δ, b + δ) ∈ A. Uspořádáńı (A,⊂) je neprázdné a splňuje předpoklady
Zornova lemmatu (úloha 1.4.23). Necht’ J ∈ A je maximálńı prvek. Ukážeme,
že J = I. 2

Úloha 1.4.23 (Zornovo lemma). Odvod’te z axiomu výběru Zornovo lemma:
Je-li (P,≤) takové uspořádáńı, kde pro každý řetězec Q ⊂ P (tj. a, b ∈ Q⇒ a ≤
b ∨ b ≤ a) existuje prvek r ∈ P , že pro každé q ∈ Q je q ≤ r, potom existuje
prvek s ∈ P , že pro žádné t ∈ P neńı s < t, takže s je maximálńı prvek v P .

Věta 1.4.24 (o M(I)). Necht’ I ⊂ R je otevřený neprázdný interval. Množina
M(I) funkćı meromorfńıch na I spolu s obvyklými aritmetickými, bodově defi-
novanými, operacemi a obvyklou derivaćı tvoř́ı diferenciálńı těleso.

Důkaz. Konstantńı funkce 0 a 1 jsou triviálně v M(I). Dokážeme, že M(I) je
uzavřená na součty, součiny a na derivaci. Necht’ f, g ∈M(I) — lze předpokládat,
že vyňatá diskrétńı množina X je společná oběma funkćım (úloha 1.4.25), a ∈ I
a f(x) =

∑
n≥k an(x − a)n a g(x) =

∑
n≥l bn(x − a)n jsou Laurentovy rozvoje

obou funkćı, platné pro x ∈ (I \X) ∩ (a− δ, a+ δ). Pak

f(x) + g(x) =
∑

n≥min(k,l)

(an + bn)(x− a)n ,

f(x)g(x) =
∑
n≥k+l

( ∑
i≥k, j≥l, i+j=n

aibj

)
(x− a)n
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(v prvńı rovnici nedefinované an a bn bereme jako 0) a

f ′(x) =
∑

n≥k−1

(n+ 1)an(x− a)n

(pro k = 0 sč́ıtáme stále přes n ≥ 0) jsou po řadě Laurentovy rozvoje součtové
funkce f + g, součinové funkce fg a derivace f ′, platné pro x ∈ (I \X) ∩ (a −
δ, a+ δ) (úloha 1.4.26).

Zbývá dokázat, že M(I) je uzavřená na pod́ıly. Necht’ f, g ∈ M(I), kde
g 6= 0M(I) a f a g opět maj́ı společnou vyňatou množinu X. Ukážeme, že
f/g ∈M(I). K tomu je třeba ukázat, že množina

Z = {x ∈ I \X | g(x) = 0}

je diskrétńı. Kdyby tomu tak nebylo, existuje posloupnost (bn) ⊂ I \X, bn →
b ∈ R, že g(bn) = 0 pro každé n ∈ N. 2

Úloha 1.4.25. Proč pro dvě funkce f, g ∈M(I) m̊užeme vźıt společnou vyňatou
množinu X?

Úloha 1.4.26. Dokažte, že hořeǰśı rozvoje pro součet, součin a derivaci plat́ı
ve stejném oboru, jako pro p̊uvodńı funkce.

Tvrzeńı 1.4.27 (vnořeńı dif. těles). I a J , J ⊂ I ⊂ R, bud’te dva neprázdné
otevřené intervaly. Zobrazeńı

F : M(I)→M(J), F (f) = f | J ,

které zužuje funkci f na interval J , je vnořeńı diferenciálńıch těles, injektivńı ho-
momorfismus mezi diferenciálńımi tělesy. Jeho prostřednictv́ım chápeme M(I)
jako diferenciálńı podtěleso tělesa M(J) a M(I) ⊂ M(J) jako rozš́ıřeńı dife-
renciálńıch těles.

Důkaz.
2

Věta 1.4.28 (elementárńı rozšǐrováńı M(I)). Necht’ I ⊂ R je neprázdný
otevřený interval.

1. Pro každou (n+ 1)-tici funkćı f0, f1, . . . , fn ∈M(I), n ∈ N a fn 6= 0M(I),
existuje neprázdný otevřený podinterval J ⊂ I a funkce f meromorfńı na
J (s vyňatou X = ∅), že v tělese M(J) plat́ı vztah

f0 + f1f + f2f
2 + · · ·+ fnf

n = 0M(J) .
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2. Pro každou nenulovou g ∈ M(I) existuje neprázdný otevřený podinterval
J ⊂ I a funkce f meromorfńı na J (s vyňatou X = ∅), že v diferenciálńım
tělese M(J) plat́ı vztah

f = log g, to jest f ′ =
g′

g
.

3. Pro každou g ∈ M(I) existuje neprázdný otevřený podinterval J ⊂ I a
funkce f meromorfńı na J (s vyňatou X = ∅), že v diferenciálńım tělese
M(J) plat́ı vztah

f = eg, to jest g′ =
f ′

f
.

Důkaz.
2

1.5 Poznámky a daľśı úlohy

Odd́ıl 1.1. Zmı́něným výsledk̊um J. Liouvillea o počtech vyjádřeńı č́ısel pomoćı
součt̊u čtverc̊u se věnuje kniha [21] K. S. Williamse.

Odd́ıl 1.3.
Věta 1.3.8 a jej́ı d̊ukaz jsou převzaté z článku [13] D. Preisse a M. Tartagliové.
Odd́ıl 1.4.

Daľśı úlohy

Úloha 1.5.1. Spoč́ıtejte ∫
2x

x3 − 8
.
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Kapitola 2

Integrály

Riemann̊uv integrál ∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) =

∫ b

a

f(x) dx

funkce f : [a, b] → R, a, b ∈ R s a < b, přes kompaktńı interval, jehož základńı
vlastnosti uvád́ıme v odd́ılu 2.1, je rigorózńı definićı plochy útvaru U(a, b, f)
pod grafem funkce f . Následuj́ıćı odd́ıl 2.2 ho rozšǐruje na libovolný, ne nutně
kompaktńı, interval. Dokážeme obecnou identitu, jej́ımž speciálńım př́ıpadem je
např́ıklad rovnost∫ +∞

0

(1 + sinx)e−x − (1 + sin(2x))e−2x

x
dx = log 2 .

V odd́ılu 2.3 rozš́ı̌ŕıme Riemann̊uv integrál jiným směrem, na funkce několika
proměnných. Hlavńım výsledkem tu je verze Fubiniovy věty, která se zabývá

změnou pořad́ı integračńıch proměnných. Ještě jiné zobecněńı
∫ b
a
f(x) dx uvád́ıme

v odd́ılu 2.4: na
∫ b
a
f(x) dg(x) pro dvě funkce f, g : [a, b] → R, tak zvaný Rie-

mann̊uv–Stieltjes̊uv integrál. Pro něj rozd́ıl mezi diskrétńımi součty a integrály
miźı: ∑

a<n≤b

f(n) =

∫ b

a

f(x) dbxc .

Úplně prvńı byl ale v 17. stolet́ı Newton̊uv integrál, který spoč́ıvá pouze v
inverzńım derivováńı. Je d̊uležitý z praktického hlediska a probereme ho v
odd́ılu 2.5. Aplikaćım intergrál̊u věnujeme odd́ıl 2.6. Uvád́ıme v něm např́ıklad
dva d̊ukazy Stirlingovy formule

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
pomoćı integrál̊u — úplně pro ně stač́ı ten Newton̊uv. Posledńı dva odd́ıly 2.7 a
2.8 zaváděj́ı dva daľśı integrály (a ještě o daľśıch se zmı́ńıme v odd́ılu 2.9), oba
daleko mocněǰśı než Riemann̊uv, totiž Henstock̊uv–Kurzweil̊uv a Lebesgue̊uv.
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2.1 Riemann̊uv integrál

Děleńı intervalu, jeho norma a děleńı s body. R̊uzné jim př́ıslušej́ıćı součty. Dvě
definice Riemannova integrálu. Neomezená funkce ho nemá.

Zavedeme dva typy děleńı interval̊u a dva typy jim odpov́ıdaj́ıćıch součt̊u.
Délku intervalu označujeme absolutńı hodnotou.

Definice 2.1.1 (děleńı intervalu a jeho norma). Pro k ∈ N a a, b ∈ R s
a < b nazveme (k+ 1)-tici D = (a0, a1, . . . , ak) reálných č́ısel děleńım intervalu
[a, b], pokud

a = a0 < a1 < · · · < ak = b .

Budeme použ́ıvat značeńı Ii = [ai, ai+1], i = 0, 1, . . . , k − 1. Normou děleńı
λ(D) ∈ (0,+∞) rozumı́me

λ(D) = max
1≤i≤k−1

|Ii| = max
1≤i≤k−1

(ai+1 − ai) ,

maximálńı délku podintervalu Ii.

Definice 2.1.2 (dolńı a horńı součet). Necht’ a, b ∈ R s a < b, f : [a, b]→ R
a D = (a0, a1, . . . , ak) je děleńı intervalu [a, b]. Čı́sl̊um

s(f,D) =

k−1∑
i=0

|Ii|mi =

k−1∑
i=0

(ai+1 − ai) inf
x∈Ii

f(x) ∈ R ∪ {−∞}

a

S(f,D) =

k−1∑
i=0

|Ii|Mi =

k−1∑
i=0

(ai+1 − ai) sup
x∈Ii

f(x) ∈ R ∪ {+∞}

ř́ıkáme dolńı a horńı součet (pro funkci f a děleńı D). Tyto hodnoty jsou vždy
definované (úloha 2.1.3).

Úloha 2.1.3. Proč jsou dolńı a horńı součty vždy definované?

Definice 2.1.4 (děleńı s body). Pro k ∈ N a a, b ∈ R s a < b nazveme dvojici
(D,C) děleńım intervalu [a, b] s body, je-li

D = (a0, a1, . . . , ak)

děleńı intervalu [a, b] a
C = (c0, c1, . . . , ck−1)

je k-tice reálných č́ısel splňuj́ıćı ci ∈ Ii = [ai, ai+1] pro i = 0, 1, . . . , k − 1.
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Definice 2.1.5 (riemannovský součet). Necht’ a, b ∈ R s a < b, f : [a, b] →
R a (D,C), D = (a0, a1, . . . , ak) a C = (c0, c1, . . . , ck−1), je děleńı intervalu
[a, b] s body. Čı́slu

R(f, D, C) =

k∑
i=0

|Ii|f(ci) =

k∑
i=0

(ai+1 − ai)f(ci) ∈ R

ř́ıkáme riemannovský součet (pro funkci f a děleńı s body (D,C)).

Součty s(f,D), S(f,D) a R(f,D,C) jsou aproximace plochy U(a, b, f) plochami
stupňovitých útvar̊u složených z obdélńık̊u se základnami Ii a s výškami rovnými
po řadě infimu f na Ii, supremu f na Ii, a f(ci) pro nějaký vzorkový bod ci
lež́ıćı v Ii.

Následuj́ıćı definici zavedl B. Riemann (pro trochu informaćı o něm viz [5]).

Definice 2.1.6 (1. definice Riemannova integrálu). Řekneme, že funkce

f : [a, b]→ R

má na intervalu [a, b], a, b ∈ R s a < b, Riemann̊uv integrál I ∈ R, pokud pro
každé ε > 0 existuje δ > 0, že pro každé děleńı (D,C) intervalu [a, b] s body

λ(D) < δ ⇒ |I −R(f, D, C)| < ε .

Požaduje se tedy I ∈ R, nevlastńı hodnoty ±∞ nejsou povoleny. Pokud takové
č́ıslo I existuje, ṕı̌seme

I =

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f

a řekneme, že f je riemannovsky integrovatelná na intervalu [a, b]. Tř́ıdu všech
riemannovsky integrovatelných funkćı označ́ıme jako

R(a, b) := {f | f je definovaná a riemannovsky integrovatelná na [a, b]} .

Prvńı definici Riemannova integrálu lze shrnout vzorcem∫ b

a

f = lim
λ(D)→0

R(f, D, C) ∈ R .

Limitu zde chápeme ve smyslu definice 2.1.6, jako symbol jsme definovali jen
limitu posloupnosti a limitu funkce v bodě.

Úloha 2.1.7. Dokažte, že pro neomezenou funkci f : [a, b] → R jej́ı integrál∫ b
a
f podle definice 2.1.6 neexistuje.

Druhá (ekvivalentńı) definice Riemannova integrálu použ́ıvá dolńı a horńı
integrály a nálež́ı J.-G. Darbouxovi.

38



Definice 2.1.8 (dolńı a horńı integrál). Pro funkci f : [a, b]→ R, kde a < b
jsou reálná č́ısla, jej́ı dolńı integrál na [a, b] definujeme jako∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx = sup({s(f,D) | D je děleńı [a, b]}) ∈ R∗

a horńı integrál jako∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx = inf({S(f,D) | D je děleńı [a, b]}) ∈ R∗ .

Tyto hodnoty jsou vždy definované.

Suprema a infima zde bereme z podmnožin R∗ = R ∪ {−∞,+∞}, tedy třeba
inf({+∞}) = +∞ (př́ıklad funkce f , kde toto nastává, bude za chvilku). Připomeňme
si, je to jedna úloha v [5], že každá podmnožina R∗ má infimum i supremum.
Později dokážeme, že vždy ∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f .

Nastává-li rovnost a společná hodnota je konečná, dostáváme jinou definici Ri-
emannova integrálu.

Definice 2.1.9 (2. definice Riemannova integrálu). Funkce f : [a, b]→ R
má na intervalu [a, b], a, b ∈ R s a < b, Riemann̊uv integrál, pokud∫ b

a

f =

∫ b

a

f ∈ R .

Riemann̊uv integrál funkce f na intervalu [a, b] je pak tato společná hodnota a
znač́ıme ho ∫ b

a

f =

∫ b

a

f(x) dx .

Později dokážeme ekvivalenci obou definic, definuj́ı tutéž tř́ıdu riemannovsky
integrovatelných funkćı a dávaj́ı tutéž hodnotu Riemannova integrálu, je-li de-
finován.

R. integrál jsme tak definovali, dokonce dvěma zp̊usoby, pro kompaktńı po-
dintervaly reálné osy r̊uzné od ∅ a singleton̊u {a}. Pro úplnost ted’ definici
doplńıme i o tyto př́ıpady, odd́ıl 2.2 pak rozšǐruje R. integrál na jakýkoli reálný
interval. Pro algebraické manipulace s integrály je užitečné definovat symbol∫ b
a
f i pro a > b.

Definice 2.1.10 (dodatek k definici R.
∫

). Necht’ a, b ∈ R s a ≤ b jsou č́ısla

a f : [a, b] → R je funkce. Pro a = b definujeme
∫ b
a
f =

∫ a
a
f := 0. Pro prázdný

interval též
∫
∅ f := 0 pro jakoukoli funkci f . Konečně klademe∫ a

b

f := −
∫ b

a

f ,
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pokud posledńı integrál existuje.

Posledńı definice ř́ıká, že prohozeńı integračńıch meźı zachycuje změna znaménka.
Využ́ıvá se to při poč́ıtáńı integrál̊u substitucemi s klesaj́ıćımi funkcemi, např́ıklad
když proměnnou x prob́ıhaj́ıćı [0, 1] nahrad́ıme substitućı x = 1− y proměnnou
y prob́ıhaj́ıćı týž interval, ale v opačném smyslu (viz tvrzeńı 2.1).

Jak už z úlohy 2.1.7 tuš́ıme, neomezené funkce R. integrál nemaj́ı.

Tvrzeńı 2.1.11 (neomezené funkce nemaj́ı integrál). Když funkce

f : [a, b]→ R

neńı omezená, potom
∫ b
a
f nebo

∫ b
a
f neńı konečný, a tak f 6∈ R(a, b).

Důkaz. Řekněme, že f neńı omezená shora. Pro nějakou posloupnost (an) ⊂
[a, b] pak lim f(an) = +∞. Podle jedné věty ze ZS můžeme předpokládat, že
lim an = c ∈ [a, b]. Pro libovolné děleńı D intervalu [a, b] ale

S(f, D) =

k−1∑
i=0

|Ii|Mi = +∞ ,

protože každý sč́ıtanec je konečný nebo +∞, a alespoň jeden z nich, ten s c ∈ Ii
a an ∈ Ii pro nekonečně mnoho n, je |Ii|Mi = |Ii|(+∞) = +∞. Tedy množina

hodnot horńıch součt̊u je {+∞} a
∫ b
a
f = +∞. Podobně se dokáže, že pro f

neomezenou zdola je
∫ b
a
f = −∞. 2

Př́ıklad 2.1.12. Uvedeme př́ıklad funkce f : [0, 1]→ R, pro kterou∫ 1

0

f =

∫ 1

0

f = +∞

(tedy f nemá Riemann̊uv integrál, i když se dolńı a horńı integrál rovnaj́ı).

Stač́ı vźıt f(x) = 1
x2 pro x 6= 0 a f(0) = 0. Podle předešlého d̊ukazu, protože f

neńı shora omezená,
∫ 1

0
f = +∞. Pro odhad dolńıho integrálu vezmeme děleńı

Dn = (0, 1
2n ,

1
n , 1), n ∈ N. Pak

s(f,Dn) =

(
1

2n
− 0

)
· 0 +

(
1

n
− 1

2n

)
· n2 +

(
1− 1

n

)
· 1 ≥ n

2
.

To pro n→ +∞ jde též do +∞ a podle definice 2.1.8 se
∫ 1

0
f = +∞. 2

Definice 2.1.13 (zjemněńı děleńı). Pro dvě děleńı D ⊂ E intervalu [a, b],
kdy každý bod v D je i bodem v E, řekneme, že E zjemňuje D nebo že E je
zjemněńı D.
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Lemma 2.1.14 (o zjemněńı). Když f : [a, b] → R a D a D′ jsou dvě děleńı
intervalu [a, b], přičemž D′ zjemňuje D, pak

s(f, D′) ≥ s(f, D) a S(f, D′) ≤ S(f, D) .

Důkaz. Uváž́ıme-li definici sum s(f,D) a S(f,D) a to, že D′ vznikne z D
postupným přidáváńım bod̊u, vid́ıme, že obě nerovnosti stač́ı dokázat v situaci,
kdy D = (a0 = a < a1 = b) a D′ = (a′0 = a < a′1 < a′2 = b). Podle definice infim
hodnot funkce f máme

m0 = inf
a0≤x≤a1

f(x) ≤ inf
a′0≤x≤a′1

f(x) = m′0 a m0 ≤ inf
a′1≤x≤a′2

f(x) = m′1 .

Tedy

s(f, D′) = (a′1 − a′0)m′0 + (a′2 − a′1)m′1 ≥ (a′1 − a′0)m0 + (a′2 − a′1)m0

= (a′2 − a′0)m0 = (b− a)m0 = s(f, D) .

Nerovnost S(f,D′) ≤ S(f,D) se dokáže podobně. 2

Důsledek 2.1.15 (s ≤ S). Když f : [a, b] → R a D,D′ jsou dvě děleńı [a, b],
pak

s(f, D) ≤ S(f, D′) .

Důkaz. Necht’ E = D ∪D′ je společné zjemněńı obou děleńı. Podle předešlého
lemmatu máme

s(f, D) ≤ s(f, E) ≤ S(f, E) ≤ S(f, D′) .

Prvńı a posledńı nerovnost plat́ı podle lemmatu a prostředńı plyne hned z de-
finice horńı a dolńı sumy. 2

Tvrzeńı 2.1.16 (
∫
≤
∫

). Necht’

f : [a, b]→ R

je funkce, m = infa≤x≤b f(x), M = supa≤x≤b f(x) a D,D′ jsou dvě děleńı
intervalu [a, b]. Pak plat́ı nerovnosti

m(b− a) ≤ s(f, D) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ S(f, D′) ≤M(b− a) .

Důkaz. Prvńı a posledńı nerovnost jsou speciálńı př́ıpady lemmatu 2.1.14.
Druhá a předposledńı nerovnost plynou hned z definice dolńıho a horńıho in-
tegrálu jakožto suprema, respektive infima. Podle d̊usledku 2.1.15 je každý pr-

vek množiny dolńıch sum, se supremem
∫ b
a
f , menš́ı nebo roven každému prvku
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množiny horńıch sum, s infimem je
∫ b
a
f . Podle definice infima (největš́ı dolńı

mez) a suprema (nejmenš́ı horńı mez) odtud vyplývá prostředńı nerovnost: pro

každé děleńı D je s(f,D) dolńı meźı druhé množiny, tedy s(f,D) ≤
∫ b
a
f , tedy∫ b

a
f je horńı meźı prvńı množiny, tedy

∫ b
a
f ≤

∫ b
a
f . 2

Tvrzeńı 2.1.17 (kritérium integrovatelnosti). Necht’, pro reálná č́ısla a <
b, f : [a, b]→ R. Potom

f ∈ R(a, b) ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃D : 0 ≤ S(f, D)− s(f, D) < ε .

Jinými slovy, f má Riemann̊uv integrál, právě když pro každé ε > 0 je pro
nějaké děleńı D intervalu [a, b] odpov́ıdaj́ıćı horńı suma o méně než ε věťśı než
odpov́ıdaj́ıćı dolńı suma.

Důkaz. Implikace ⇒. Předpokládáme, že f má na [a, b] Riemann̊uv integrál,

tedy
∫ b
a
f =

∫ b
a
f =

∫ b
a
f ∈ R. Necht’ je dáno ε > 0. Podle definice dolńıho a

horńıho integrálu existuj́ı děleńı E1 a E2, že

s(f, E1) >

∫ b

a

f − ε

2
=

∫ b

a

f − ε

2
a S(f, E2) <

∫ b

a

f +
ε

2
=

∫ b

a

f +
ε

2
.

Podle lemmatu 2.1.14 tyto nerovnosti plat́ı i po náhradě E1 a E2 jejich společným
zjemněńım D = E1 ∪ E2. Sečteńım obou nerovnost́ı dostaneme

S(f, D)− s(f, D) <

∫ b

a

f +
ε

2
+

(
−
∫ b

a

f +
ε

2

)
= ε .

Implikace⇐. Předpokládáme platnost uvedené podmı́nky s ε a D. Pro dané
ε > 0 vezmeme odpov́ıdaj́ıćı děleńı D a podle definice dolńıho a horńıho in-
tegrálu dostaneme∫ b

a

f ≤ S(f,D) < s(f,D) + ε ≤
∫ b

a

f + ε, tedy

∫ b

a

f −
∫ b

a

f < ε .

Tato nerovnost plat́ı pro každé ε > 0, a tak podle předchoźıho tvrzeńı máme∫ b
a
f =

∫ b
a
f ∈ R (úloha 2.1.18). Tedy f má na [a, b] Riemann̊uv integrál. 2

Úloha 2.1.18. Proč na konci předchoźıho d̊ukazu nem̊uže nastat třeba
∫ b
a
f =∫ b

a
f = +∞, jako v př́ıkladu 2.1.12?

Př́ıklad 2.1.19 (omezená funkce bez integrálu). Funkci

f : [0, 1]→ {0, 1}, f(α) = 1 ⇐⇒ α ∈ Q ,

se ř́ıká Dirichletova funkce. Nemá Riemann̊uv integrál, i když je omezená.
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Každý interval s kladnou délkou obsahuje body, kde má f hodnotu 0 a body,
kde má hodnotu 1. Proto s(f,D) = 0 a S(f,D) = 1 pro každé děleńı D a∫ 1

0

f = 0 <

∫ 1

0

f = 1 .

2

Př́ıklad 2.1.20. Spoč́ıtáme z druhé definice Riemannova integrálu, že∫ 1

0

x2 dx =
1

3
.

Pro n = 1, 2, . . . vezmeme děleńı Dn = (0, 1
n ,

2
n , . . . ,

n−1
n , 1). Pak

s(f, Dn) =

n∑
i=1

1

n

(
i− 1

n

)2

= n−3(12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2)

a podobně

S(f, Dn) =

n∑
i=1

1

n

(
i

n

)2

= n−3(12 + 22 + · · ·+ n2) .

Tedy S(f,Dn) − s(f,Dn) = 1
n → 0 pro n → ∞ a f(x) = x2 má na [0, 1]

Riemann̊uv integrál podle tvrzeńı 2.1.17. Podle tvrzeńı 2.1.16 stač́ı ukázat, že
pro n→∞ je

Sn := 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n3

3
+O(n2) .

Protože 1 + 2 + · · ·+ n ≤ n2, z

(n+ 1)3 − 13 =
n∑
i=1

((i+ 1)3 − i3) =
n∑
i=1

(3i2 + 3i+ 1) = 3Sn + 3
n∑
i=1

i+ n

opravdu máme, že

Sn =
n3 + 3n2 + 2n

3
−

n∑
i=1

i =
n3

3
+O(n2) .

2

Zde se ukázala přednost Darbouxova př́ıstupu v definici 2.1.9 ve srovnáńı s
Riemannovým v definici 2.1.6, podle ńıž by se předchoźı integrál poč́ıtal dost
obt́ıžně.
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Věta 2.1.21 (ekvivalence obou definic Riemannova integrálu). Funkce

f : [a, b]→ R, a, b ∈ R, a < b ,

má Riemann̊uv integrál podle definice 2.1.6, právě když má má Riemann̊uv in-
tegrál podle definice 2.1.9. Obě hodnoty se vždy rovnaj́ı.

Důkaz. Necht’
∫ b
a
f = I ∈ R podle definice 2.1.6. To znamená, že pro každé

ε > 0 existuje děleńı D = (a = a0 < a1 < · · · < ak = b) intervalu [a, b], že∣∣∣∣∣I −
k−1∑
i=0

|Ii|f(ci)

∣∣∣∣∣ < ε ,

pro jakékoli body ci ∈ Ii, i = 0, 1, . . . , k−1 (dokonce to plat́ı pro každé děleńı D
s dostatečně malou normou). Speciálně jsou všechny hodnoty mi = infx∈Ii f(x)
a Mi = supx∈Ii f(x) konečné. Pro dané ε > 0 a takové D zvoĺıme body ci, c

′
i ∈ Ii

tak, že

Mi −
ε

b− a
< f(c′i) a f(ci) < mi +

ε

b− a
, i = 0, 1, . . . , k − 1 .

Pak

s(f, D) =

k−1∑
i=0

|Ii|mi >

k−1∑
i=0

|Ii|(f(ci)− ε/(b− a)) =

k−1∑
i=0

|Ii|f(ci)− ε

= R(f, D, C)− ε > I − 2ε .

Podobně pomoćı C ′ a R(f,D,C ′) plyne, že S(f,D) < I + 2ε. Tedy, podle

tvrzeńı 2.1.16, I − 2ε <
∫ b
a
f ≤

∫ b
a
f < I + 2ε. Plat́ı to pro každé ε > 0, tud́ıž∫ b

a
f =

∫ b
a
f = I a

∫ b
a
f = I podle definice 2.1.9.

Necht’ nyńı
∫ b
a
f = I ∈ R podle definice 2.1.9. Podle tvrzeńı 2.1.11 je f

omezená, |f(x)| ≤ K pro každé x ∈ [a, b] a nějakou konstantu K > 0. Bud’ dáno
ε > 0. Podle tvrzeńı 2.1.16 a 2.1.17 existuje děleńı D = (a = a0 < a1 < · · · <
ak = b) intervalu [a, b], že

I − ε < s(f, D) ≤ S(f, D) < I + ε .

Vezmeme tak malé δ > 0, že 3δkK < ε. Odhadneme R(f,D′, C) pro jakékoli
děleńı D′ = (a = a′0 < a′1 < · · · < a′l = b) intervalu [a, b] s body C =
(c0, . . . , cl−1) a s λ(D′) < δ . Pro každé i = 0, 1, . . . , k − 1 vezmeme množinu

Xi = {j ∈ {0, 1, . . . , l − 1} | I ′j ⊂ Ii}

a jako Y ⊂ {0, 1, . . . , l−1} označ́ıme množinu zbylých index̊u j, těch interval̊u I ′j
v děleńı D′, že I ′j 6⊂ Ii pro žádné i. Patrně (i) pro každé i je |Ii| ≥

∑
j∈Xi |I

′
j | >

|Ii| − 2δ a (ii) |Y | < k (úloha 2.1.22). Tedy

R(f, D′, C) ≥ s(f, D′) =

k−1∑
i=0

∑
j∈Xi

|I ′j |m′j +
∑
j∈Y
|I ′j |m′j ≥

k−1∑
i=0

mi

∑
j∈Xi

|I ′j | −

− kδK ≥ s(f, D)− 2kδK − kδK > I − 2ε .
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Podobně (úloha 2.1.23)

R(f, D′, C) ≤ S(f, D′) =

k−1∑
i=0

∑
j∈Xi

|I ′j |M ′j +
∑
j∈Y
|I ′j |M ′j ≤

k−1∑
i=0

Mi

∑
j∈Xi

|I ′j |+

+ kδK ≤ S(f, D) + 2kδK + kδK < I + 2ε .

Plat́ı to pro každé ε > 0, tud́ıž limλ(D)→0 R(f,D,C) = I a
∫ b
a
f = I podle

definice 2.1.6. 2

Úloha 2.1.22. Dokažte nerovnosti (i) a (ii).

Úloha 2.1.23. Proč plat́ı nerovnosti
∑k−1
i=0 mi

∑
j∈Xi |I

′
j | ≥ s(f,D) − 2kδK a∑k−1

i=0 Mi

∑
j∈Xi |I

′
j | ≤ S(f,D) + 2kδK?

Z tvrzeńı 2.1.11 a př́ıkladu 2.1.19 je vidět, že neomezenost funkce i jej́ı
př́ılǐsná nespojitost vylučuj́ı existenci integrálu. Francouzský matematik Henri
Lebesgue (1877–1941) (narodil se v Beauvais, v r. 1901 zavedl nový a hlavně
obecněǰśı typ integrálu, posléze po něm nazvaný, který znamenal převrat v ma-
tematice, od r. 1921 až do smrti byl profesorem matematiky na Collège de
France), s ńımž jsme se setkali v MA I [5] v jeho větě o sečnách a tečnách, na-
lezl nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci Riemannova integrálu omezené
funkce v závislosti na velikosti množiny bod̊u, kde je funkce nespojitá: integrál
existuje, právě když má tato množina mı́ru nula. Množiny s nulovou mı́rou jsme
definovali už v MA I [5] právě kv̊uli větě o sečnách a tečnách. Ted’ definici pro
čtenářovo pohodĺı připomeneme.

Definice 2.1.24 (nulová mı́ra). Množina M ⊂ R má (Lebesgueovu) mı́ru
nula (nebo také má nulovou mı́ru), když pro každé ε > 0 existuj́ı posloupnosti
(an), (bn) ⊂ R, že an < bn pro každé n ∈ N,

∑
(bn − an) ≤ ε a M ⊂

∞⋃
n=1

(an, bn) .

Znamená to, že M lze pokrýt systémy otevřených interval̊u s libovolně malými
celkovými délkami.

Úloha 2.1.25. Ukažte, že když se v předchoźı definici povoĺı libovolné (nebo
i jen některé jiné) typy interval̊u (ovšem s kladnými délkami), popř́ıpadě i je-
jich konečné posloupnosti, dává to stále ekvivalentńı definici množin s nulovou
mı́rou.

Tvrzeńı 2.1.26 (vlastnosti množin mı́ry 0). Množiny reálných č́ısel s nu-
lovou mı́rou maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

1. Každá nejvýše spočetná množina má mı́ru nula.
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2. Podmnožina množiny s nulovou mı́rou má také mı́ru nula.

3. Nejvýše spočetné sjednoceńı množin mı́ry nula má nulovou mı́ru.

Důkaz. 1. Danou nejvýše spočetnou množinu M ⊂ R seřad́ıme do posloupnosti
(an) tak, že M = {an | n ∈ N}. Posloupnost interval̊u

(an − ε/2n+1, an + ε/2n+1), n ∈ N ,

má obě vlastnosti požadované definićı 2.1.24.
2. Toto plyne triviálně z definice 2.1.24.
3. Danou nejvýše spočetnou množinu X ⊂ P(R) seřad́ıme do posloupnosti

(An) tak, že X = {An | n ∈ N}. Každá An ⊂ R má mı́ru nula, tedy pro dané
ε > 0 a každé n ∈ N existuje posloupnost interval̊u (am,n, bm,n), m ∈ N, že

∞∑
m=1

(bm,n − am,n) ≤ ε

2n
a An ⊂

∞⋃
m=1

(am,n, bm,n) .

Necht’ (an, bn), n ∈ N, je seřazeńı do posloupnosti množiny interval̊u

{(am,n, bm,n) | m, n ∈ N} .

Neńı těžké vidět, že intervaly (an, bn) maj́ı celkovou délku nejvýše ε a pokrývaj́ı
sjednoceńı

⋃∞
n=1An (úloha 2.1.27). 2

Úloha 2.1.27. Dokažte tvrzeńı závěru d̊ukazu, že
∑

(bn−an) ≤ ε a
⋃∞
n=1An ⊂⋃∞

n=1(an, bn).

Např́ıklad spočetná množina

[0, 1] ∩Q = (c1, c2, . . . )

má nulovou mı́ru a lze ji pokrýt posloupnost́ı dokonce vzájemně disjunktńıch
otevřených interval̊u (an, bn) ⊂ [0, 1] s libovolně malou celkovou délkou ≤ ε ∈
(0, 1): nějakým intervalem I1 = (a1, b1) ⊂ [0, 1] délky ε

2 pokryjeme č́ıslo c1, pak
vezmeme nejmenš́ı n2 ∈ N, že cn2 6∈ I1 a nějakým intervalem I2 = (a2, b2) ⊂
[0, 1] délky ≤ ε

4 a disjunktńım s I1 pokryjeme č́ıslo cn2
, pak vezmeme nejmenš́ı

n3 ∈ N, že cn3
6∈ I1 ∪ I2 a nějakým intervalem I3 = (a3, b3) ⊂ [0, 1] délky ≤ ε

8
a disjunktńım s I1 ∪ I2 pokryjeme č́ıslo cn3

a tak postupujeme dál. Je jasné, že
po nekonečně mnoha kroćıch t́ım vytvoř́ıme posloupnost otevřených interval̊u
(an, bn) ⊂ [0, 1] s uvedenými vlastnostmi, nicméně se jej́ı existence v jednom
ohledu vzṕırá (alespoň autorově) představivosti.

Úloha 2.1.28. Proč předchoźı postup pokračuje nekonečně dlouho a pro každé
j ∈ N, j > 1, existuje (nejmenš́ı) nj ∈ N, že cnj 6∈ I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ij−1?
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Představivosti se vzṕırá množina

M = [0, 1]\
∞⋃
n=1

(an, bn)

mezer mezi intervaly. V každém konečném kroku n ∈ N je odpov́ıdaj́ıćı

Mn = [0, 1]\ ((a1, b1) ∪ · · · ∪ (an, bn)) = [c0, d0] ∪ · · · ∪ [cn, dn]

tvořena n + 1 uzavřenými intervaly [ci, di] s kladnými délkami. Po
”
přechodu

do nekonečna“, kdy n proběhne celé N, dostaneme nekonečnou ale stále jen
spočetnou posloupnost interval̊u

(an, bn), n = 1, 2, . . . ,

která je jednoduše sjednoceńım všech svých počátečńıch úsek̊u

(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn) ,

ale co se stane s množinami mezer Mn?
”
Přejdou“ v množinu M , která je

nepředstavitelně složitěǰśı než všechny Mn dohromady. Množina M neobsahuje
žádný interval s kladnou délkou (ten totiž obsahuje racionálńı č́ısla z [0, 1],
kterým se M vyhýbá) a současně je nespočetná. Kdyby M byla spočetná

Dokažme tedy, že intervaly s kladnými délkami nemaj́ı mı́ru nula.

Tvrzeńı 2.1.29 (zřejmé, ale . . . ). Množina

[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} ,

kde a < b jsou reálná č́ısla, nemá mı́ru nula.

Důkaz. Předpokládáme, že pro nějaká reálná č́ısla a1 < a′1, a2 < a′2, a tak dál
nastává

[a, b] ⊂ (a1, a
′
1) ∪ (a2, a

′
2) ∪ . . . a

∞∑
i=1

(a′i − ai) < b− a

a odvod́ıme spor. Podle Heineho–Borelovy věty (každé pokryt́ı kompaktńı množiny
otevřenými intervaly má konečné podpokryt́ı, viz [5]) můžeme předpokládat, že
posloupnost interval̊u (ai, a

′
i) je konečná, řekněme (a1, a

′
1), (a2, a

′
2), . . . , (an, a

′
n),

a že (ai, a
′
i) ∩ [a, b] 6= ∅ pro každé i = 1, 2, . . . , n. Vezmeme množiny

X = {x1 < x2 < · · · < xr} =

(
n⋃
i=1

{ai, a′i} ∪ {a, b}

)
∩ [a, b]

a
Xi = {j ∈ {1, 2, . . . , r} | xj ∈ [ai, a

′
i]}, i = 1, 2, . . . , n ,
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což jsou neprázdné intervaly č́ısel z [r]. Označ́ıme-li ui = min(Xi) a vi =
max(Xi), máme

xvi − xui =

vi−1∑
j=ui

(xj+1 − xj) ≤ a′i − ai (úloha 2.1.30) .

Dále
[r] = {1, 2, . . . , r} = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn

a dokonce pro každé j ∈ [r − 1] existuje i ∈ [n], že {j, j + 1} ⊂ Xi, tedy
ui ≤ j < vi (úloha 2.1.31). Proto (xr = b a x1 = a)

b− a =

r−1∑
j=1

(xj+1 − xj) ≤
n∑
i=1

vi−1∑
j=ui

(xj+1 − xj) ≤
n∑
i=1

(a′i − ai) < b− a ,

což je ten spor. 2

Úloha 2.1.30. Proč plat́ı nerovnost xvi − xui ≤ a′i − ai?

Úloha 2.1.31. Proč pro každé j ∈ [r − 1] existuje i ∈ [n], že {j, j + 1} ⊂ Xi?

Věta 2.1.32 (H. Lebesgue, 1901). Funkce f : [a, b]→ R má Riemann̊uv in-
tegrál, právě když je omezená a množina bod̊u intervalu [a, b], kde je nespojitá,
má mı́ru nula.

Důkaz.
2

Otázka posluchače. Existuje nespočetná množina reálných č́ısel s nulovou
mı́rou?

Existuje. Klasickým př́ıkladem je tzv. Cantorovo diskontinuum. Je to množina

XC :=

∞⋂
n=1

[0, 1
3n ] ∪ [ 2

3n ,
3

3n ] ∪ [ 4
3n ,

5
3n ] ∪ [ 6

3n ,
7

3n ] ∪ · · · ∪ [ 3n−1
3n , 1]

— to, co zbude z intervalu [0, 1] vyhod́ıme-li prostředńı třetinu ( 1
3 ,

2
3 ), pak

prostředńı třetinu z každé z obou zbylých krajńıch třetin, tj. pak vyhod́ıme
( 1

9 ,
2
9 ) ∪ ( 7

9 ,
8
9 ), pak vyhod́ıme z každé ze zbylých čtyřech dev́ıtin jej́ı prostředńı

třetinu a tak dále do nekonečna. Jinými slovy

XC = {α =
∑∞
i=1 ai/3

i | ai ∈ {0, 2}}

— XC jsou právě ta č́ısla z [0, 1], v jejichž rozvoji při základu 3 se vyskytuj́ı
pouze cifry 0 a 2 (a nikde cifra 1). Např́ıklad

1/3 = (0.02222 . . . )3 ∈ XC nebo 1/4 = (0.020202 . . . )3 ∈ XC ,
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ale 5/8 = (0.121212 . . . )3 6∈ XC . Z této korespondence s nekonečnými posloup-
nostmi 0 a 2 je vidět, že XC je nespočetná. Neńı ani těžké ukázat, že má nulovou
mı́ru (cvičeńı).

Tvrzeńı (monotonie ⇒ integrovatelnost). Je-li funkce f : [a, b] → R na
intervalu [a, b] nerostoućı nebo neklesaj́ıćı, potom má Riemann̊uv integrál.

Důkaz. Necht’ f neklesá (pro nerostoućı f se argumentuje podobně). Pro každý
podinterval [α, β] ⊂ [a, b] pak máme inf [α,β] f = f(α) a sup[α,β] f = f(β). Bud’

dáno ε > 0. Vezmeme libovolné děleńı D = (a0, a1, . . . , ak−1) intervalu [a, b] s
λ(D) < ε a máme

S(f,D)− s(f,D) =

k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(sup
Ii

f − inf
Ii
f)

=

k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(f(ai+1)− f(ai))

≤ ε

k−1∑
i=0

(f(ai+1)− f(ai))

= ε(f(ak)− f(a0)) = ε(f(b)− f(a)) .

Tuto mez lze zmenšováńım ε učinit libovolně malou. Podle kritéria integrovatel-
nosti tedy f ∈ R(a, b). (Kontrolńı otázka: proč v předešlém výpočtu nelze mı́sto
≤ psát <?) 2

I spojitost postačuje pro integrovatelnost. Muśıme se však seznámit s jej́ı
silněǰśı podobou. Řekneme, že funkce f : I → R, kde I je interval, je stej-
noměrně spojitá (na I), pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : x, x′ ∈ I, |x− x′| < δ ⇒ |f(x)− f(x′)| < ε .

Požaduje se tedy silněji, aby jediná mez δ fungovala pro všechny dvojice bod̊u
x, x′ z I. V obyčejné spojitosti může δ záviset na poloze x a x′. Stejnoměrná
spojitost implikuje triviálně spojitost, ale naopak to obecně neplat́ı. Např́ıklad
funkce

f(x) = 1/x : I = (0, 1)→ R

je na I spojitá, ale ne stejnoměrně spojitá: f(1/(n + 1)) − f(1/n) = 1, i když
1/(n + 1) − 1/n → 0 pro n → ∞. Na kompaktńım intervalu I, což je interval
typu [a, b] s −∞ < a ≤ b < +∞, však naštěst́ı oba typy spojitosti splývaj́ı.

Tvrzeńı (na kompaktu: spojitost⇒ stejnoměrná spojitost). Je-li funkce
f : [a, b]→ R na intervalu [a, b] spojitá, je na něm stejnoměrně spojitá.
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Důkaz. Pro spor předpokládáme, že f : [a, b] → R je spojitá v každém bodě
intervalu [a, b] (tedy jednostraně v krajńıch bodech a a b), ale že neńı na [a, b]
stejnoměrně spojitá. Odvod́ıme spor. Negace stejnoměrné spojitosti znamená,
že

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x, x′ ∈ I : |x− x′| < δ & |f(x)− f(x′)| ≥ ε .
Což znamená, že pro δ = 1/n a n = 1, 2, . . . existuj́ı body xn, x

′
n ∈ [a, b], že

|xn − x′n| < 1/n, ale |f(xn) − f(x′n)| ≥ ε. Dı́ky Bolzanově–Weierstrassově větě
ze ZS můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že posloupnosti (xn) a (x′n)
obě konverguj́ı a (nevyhnutelně) k témuž bodu α z [a, b]. (Podle této věty exis-
tuje posloupnost přir. č́ısel k1 < k2 < . . . , že (xkn) konverguje. Opět podle této
věty existuje posloupnost přir. č́ısel l1 < l2 < . . . , že (x′kln ) konverguje. Po-

sloupnost (xkln ) z̊ustává konvergentńı, protože je podposloupnost́ı posloupnosti
(xkn). Protože |xkln − x

′
kln
| < 1/kln ≤ 1/n→ 0,

lim
n→∞

xkln = lim
n→∞

x′kln = α .

Abychom se vyhnuli v́ıcenásobným index̊um, přeznač́ıme xkln jako xn a x′kln
jako x′n.) Podle Heineho definice limity, spojitosti f v bodě α a aritmetiky limit
máme

0 = f(α)− f(α) = lim f(xn)− lim f(x′n) = lim(f(xn)− f(x′n)) .

Jsme ve sporu s t́ım, že |f(xn)− f(x′n)| ≥ ε pro každé n. 2

Tvrzeńı 2.1.33 (spojitost ⇒ integrovatelnost). Je-li funkce f : [a, b] → R
spojitá, potom má na intervalu [a, b] Riemann̊uv
indexRiemann, Bernhard integrál.

Důkaz. Necht’ f je na [a, b] spojitá. Bud’ dáno ε > 0. Podle předchoźıho tvrzeńı
vezmeme δ > 0, že |f(x) − f(x)′| < ε plat́ı, jakmile x, x′ ∈ [a, b] jsou bĺıže než
δ. Tedy

sup
[α,β]

f − inf
[α,β]

f ≤ ε

plat́ı pro každý podinterval [α, β] ⊂ [a, b] délky menš́ı než δ (proč?). Vezmeme
jakékoli děleńı D = (a0, a1, . . . , ak−1) intervalu [a, b] s λ(D) < δ a máme

S(f,D)− s(f,D) =

k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)(sup
Ii

f − inf
Ii
f)

≤
k−1∑
i=0

(ai+1 − ai)ε

= ε(ak − a0) = ε(b− a) .

Tuto mez lze zmenšováńım ε učinit libovolně malou. Podle kritéria integrova-
telnosti tedy f ∈ R(a, b). 2
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Tvrzeńı 2.1.34 (malá nespojitost nevad́ı). Necht’ a < b jsou reálná č́ısla a
funkce f : [a, b] → R je omezená a spojitá, s možnou výjimkou konečně mnoha
bod̊u. Pak f ∈ R(a, b).

Důkaz.
2

Že monotonie i spojitost postačuj́ı k integrovatelnosti jsme dokázali př́ımo,
i když oboj́ı vyplývá hned jako d̊usledek z Lebesgueovy věty, což si rozmyslete
jako cvičeńı. Zmı́ńıme jej́ı daľśı d̊usledky.

Tvrzeńı (spojitost(integrovatelnost)=integrovatelnost). Má-li funkce f :
[a, b]→ [c, d] Riemann̊uv integrál a g : [c, d]→ R je na [c, d] spojitá, potom má
složená funkce g(f) : [a, b]→ R Riemann̊uv integrál.

Důkaz. Protože vněǰśı funkce g je omezená, jako spojitá funkce na kompaktńım
intervalu, je i složená funkce g(f) omezená. Je-li f spojitá v bodě α z [a, b], je
i složená funkce g(f) spojitá v α, protože g je spojitá v f(α) a spojitost se
skládáńım zachovává, jak jsme si dokázali v ZS. Množina M bod̊u nespojitosti
funkce g(f) je tedy obsažena v množině N bod̊u nespojitosti funkce f . Podle
předpokladu a L. věty má N nulovou mı́ru. Takže i M má nulovou mı́ru a podle
L. věty má g(f) Riemann̊uv integrál. 2

Proto z f ∈ R(a, b) plyne např́ıklad f2 ∈ R(a, b) nebo |f | ∈ R(a, b). Jako cvičeńı
si rozmyslete, proč a jak z f, g ∈ R(a, b) plyne, že i

fg ∈ R(a, b) a max(f, g) ∈ R(a, b) .

Nyńı se pod́ıváme na linearitu R. integrálu. Nejprve ukážeme linearitu
∫ b
a
f

jako funkce integrandu f , a pak jako funkce integračńıch meźı a a b.

Tvrzeńı (linearita
∫

v integrandu). Necht’ f, g ∈ R(a, b) jsou dvě funkce
maj́ıćı R. integrál a α, β ∈ R. Potom i

αf + βg ∈ R(a, b) a

∫ b

a

(αf + βg) = α

∫ b

a

f + β

∫ b

a

g .

Důkaz. Stač́ı prověřit tři speciálńı př́ıpady lineárńıch kombinaćı, totiž −f , αf
s α ≥ 0 a f + g, ostatńı se z těchto již odvod́ı. Bud’ dáno ε > 0. Podle kritéria
integrovatelnosti existuje děleńı D intervalu [a, b], že

S(f,D)− s(f,D) < ε & S(g,D)− s(g,D) < ε .
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(Jistě máme dvě taková děleńı, D1 pro f a D2 pro g. Přechodem ke společnému
zjemněńı dosáhneme, že D1 = D2.) Podle definice infima a suprema množiny
reálných č́ısel, pro libovolný podinterval I ⊂ [a, b] plat́ı, že (pro α ≥ 0)

inf
I

(−f) = − sup
I
f, inf

I
αf = α inf

I
f, inf

I
(f + g) ≥ inf

I
f + inf

I
g

a analogicky pro suprema (prohod́ıme inf a sup a posledńı nerovnost otoč́ıme).
Podle definice dolńı, popř. horńı, sumy jako lineárńı kombinace (s > 0 koefici-
enty) infim, popř. suprem,

S(−f,D)− s(−f,D) = −s(f,D)− (−S(f,D)) = S(f,D)− s(f,D) < ε ,

S(αf,D)− s(αf,D) = αS(f,D)− αs(f,D) ≤ αε (α ≥ 0)

a

S(f + g,D)− s(f + g,D) ≤ (S(f,D) + S(g,D))− (s(f,D) + s(g,D))

= S(f,D)− s(f,D) + S(g,D)− s(g,D)

< 2ε .

Takže, podle kritéria integrovatelnosti, i −f, αf, f+g ∈ R(a, b). Nav́ıc, podle ne-

rovnost́ı mezi dolńımi a horńımi sumami a integrálem,
∫ b
a
f ∈ [s(f,D), S(f,D)]

a totéž plat́ı pro funkci g. Tedy
∫ b
a

(−f) lež́ı v intervalu

[s(−f,D), S(−f,D)] = [−S(f,D),−s(f,D)] 3 −
∫ b

a

f

a č́ısla
∫ b
a

(−f) a −
∫ b
a
f se tak lǐśı o méně než ε. Tedy

∫ b
a

(−f) = −
∫ b
a
f . Podobně∫ b

a
αf lež́ı v intervalu

[s(αf,D), S(αf,D)] = [αs(f,D), αS(f,D)] 3 α
∫ b

a

f

o délce nejvýše αε, a tak
∫ b
a
αf = α

∫ b
a
f . Konečně

∫ b
a

(f + g) lež́ı v intervalu

[s(f + g,D), S(f + g,D)] ⊂ [s(f,D) + s(g,D), S(f,D) +S(g,D)] 3
∫ b

a

f +

∫ b

a

g

o délce méně než 2ε, a tak
∫ b
a

(f + g) =
∫ b
a
f +

∫ b
a
g. 2

Podle předchoźıho tvrzeńı množina riemannovsky integrovatelných funkćıR(a, b)

tvoř́ı vektorový prostor nad tělesem R a f 7→
∫ b
a
f je lineárńı zobrazeńı z R(a, b)

do R. Ř́ıkáme, že R. integrál je lineárńı funkcionál. Předchoźı d̊ukaz linearity
pomoćı dolńıch a horńıch sum jsem na přednášce z časových d̊uvod̊u neuváděl
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a odvolal jsem se na ekvivalenci obou definic R. integrálu, kterou nebudeme
dokazovat.

Věta (ekvivalence obou definic R.
∫

). Obě definice Riemannova integrálu
jsou ekvivalentńı: pro každou funkci f : [a, b]→ R

lim
λ(D)→0

R(f,D,C) existuje ⇐⇒
∫ b

a

f =

∫ b

a

f ∈ R

a obě hodnoty, pokud existuj́ı, se rovnaj́ı.

Jako cvičeńı si rozmyslete d̊ukaz tvrzeńı o linearitě
∫

v integrandu pomoćı prvńı
definice R. integrálu.

Přejdeme k linearitě
∫

jako funkce integračńıch meźı. Nejprve mı́rně rozš́ı̌ŕıme

definici
∫ b
a
f : ∫ a

a

f := 0 a

∫ b

a

f := −
∫ a

b

f pro a > b .

Pro f : [a, b] → R a podinterval I ⊂ [a, b] označ́ıme zúžeńı funkce f na I v
následuj́ıćım tvrzeńı pro jednoduchost opět jako f .

Tvrzeńı 2.1.35 (linearita
∫

v integračńıch meźıch). Necht’ f : [a, b]→ R
je funkce a c ∈ (a, b). Potom

f ∈ R(a, b) ⇐⇒ f ∈ R(a, c) & f ∈ R(c, b)

a, jsou-li tyto integrály definované,∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f .

Důkaz. Jako f1 : [a, c] → R a f2 : [c, b] → R označ́ıme zúžeńı funce f na
uvedený podinterval. Necht’ f ∈ R(a, b). Pro dané ε > 0 podle kritéria inte-
grovatelnosti máme děleńı D intervalu [a, b], že S(f,D)− s(f,D) < ε. Můžeme
předpokládat (přechodem ke zjemněńı), že c ∈ D. Bod c děĺı D na děleńı D′ in-
tervalu [a, c] a děleńı D′′ intervalu [c, b]. Protože S(f,D) = S(f1, D

′)+S(f2, D
′′)

a s(f,D) = s(f1, D
′) + s(f2, D

′′), z

ε > S(f,D)− s(f,D) = (S(f1, D
′)− s(f1, D

′)) + (S(f2, D
′′)− s(f2, D

′′))

plyne, d́ıky nezápornosti rozd́ılu horńı a dolńı sumy, že i ε > S(f1, D
′)−s(f1, D

′)
a ε > S(f2, D

′′) − s(f2, D
′′). (Obecně samozřejmě z γ > α + β neplyne, že

γ > α a γ > β.) Tedy, podle kritéria integrovatelnosti, f1 ∈ R(a, c) a f2 ∈
R(c, b). Máme

∫ c
a
f1 ∈ [s(f1, D

′), S(f1, D
′)],

∫ b
c
f2 ∈ [s(f2, D

′′), S(f2, D
′′)] a∫ b

a
f ∈ [s(f,D), S(f,D)], z čehož plyne, že

∫ c
a
f1 +

∫ b
c
f2 a

∫ b
a
f se lǐśı o méně

než ε. Tedy
∫ c
a
f1 +

∫ b
c
f2 =

∫ b
a
f .
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Necht’ f1 ∈ R(a, c) a f2 ∈ R(c, b). Pro dané ε > 0 podle kritéria inte-
grovatelnosti máme děleńı D′ intervalu [a, c] a děleńı D′′ intervalu [c, b], že
S(f1, D

′)− s(f1, D
′) < ε a S(f2, D

′′)− s(f2, D
′′) < ε. Sečteńım dostaneme

2ε > S(f1, D
′)− s(f1, D

′) + S(f2, D
′′)− s(f2, D

′′) = S(f,D)− s(f,D) ,

kde D je děleńı intervalu [a, b] vzniklé spojeńım D′ a D′′. Tedy, podle kritéria
integrovatelnosti, i f ∈ R(a, b). 2

Důsledek (
∫

přes cyklus je 0). Necht’ a, b, c ∈ R, d = min(a, b, c), e =
max(a, b, c) a f ∈ R(d, e). Potom následuj́ıćı tři integrály existuj́ı a∫ b

a

f +

∫ c

b

f +

∫ a

c

f = 0 .

Důkaz. Necht’ např́ıklad d = a < e = c. Podle předchoźıho tvrzeńı máme∫ b

a

f +

∫ c

b

f =

∫ c

a

f .

Celý součet pak je
∫ c
a
f+
∫ a
c
f =

∫ c
a
f−
∫ c
a
f = 0. Ostatńı možnosti jsou podobné.

2

Věta (1. základńı věta analýzy). Necht’ f ∈ R(a, b) a funkce F : [a, b]→ R
je definována předpisem

F (x) =

∫ x

a

f .

Potom (i) F je na [a, b] spojitá a (ii) v každém bodě spojitosti x0 ∈ [a, b] funkce
f existuje vlastńı F ′(x0) a F ′(x0) = f(x0) (plat́ı to jednostranně, pokud x0 = a
nebo x0 = b).

Důkaz. Necht’ c > 0 je horńı mez pro hodnoty |f(x)|, a ≤ x ≤ b (f je integro-
vatelná a tedy omezená). Pro každé dva body x, x0 ∈ [a, b] máme

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣∣ ∫ x

a

f −
∫ x0

a

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ x

x0

f

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|c ,

podle definice F , linearity
∫

v integračńıch meźıch a odhadu
∫

horńı sumou pro
děleńı (x0, x) či (x, x0) interválku s krajńımi body x a x0. Pro x → x0 máme
F (x)→ F (x0) a F je v x0 spojitá.

Necht’ x0 ∈ [a, b] je bod spojitosti f . Pro dané ε > 0 máme δ > 0, že
f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε, jakmile |x− x0| < δ. Pro 0 < x− x0 < δ tedy

f(x0)− ε ≤
∫ x
x0
f

x− x0
=
F (x)− F (x0)

x− x0
≤ f(x0) + ε ,
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podle triviálńıho odhadu
∫ x
x0
f dolńı a horńı sumou pro děleńı (x0, x). Pro −δ <

x − x0 < 0 plat́ı tytéž nerovnosti (v čitateli i jmenovateli zlomku se změńı

znaménko). Pro x → x0, x 6= x0, tak máme F (x)−F (x0)
x−x0

→ f(x0), čili F ′(x0) =
f(x0). 2

Vyř́ıd́ıme rest z 1. přednášky.

Důsledek (spojitá funkce má primitivńı funkci). Je-li f : [a, b] → R na
[a, b] spojitá, potom má na [a, b] primitivńı funkci F .

Důkaz. Stač́ı použ́ıt předchoźı větu a položit F (x) =
∫ x
a
f . 2

Věta 2.1.36 (druhá Základńı věta analýzy). Pokud a, b ∈ R s a < b, f je
v R(a, b) a F : [a, b]→ R je na [a, b] primitivńı k f , pak∫ b

a

f = F (b)− F (a) .

Důkaz. Necht’D = (a0, a1, . . . , ak) je libovolné děleńı intervalu [a, b]. Použijeme-
li na každý interval Ii = [ai, ai+1] a funkci F Lagrangeovu větu o středńı hod-
notě, dostaneme vztah

F (b)− F (a) =

k−1∑
i=0

(F (ai+1)− F (ai)) =

k−1∑
i=0

f(bi)(ai+1 − ai) ,

pro nějaké mezibody ai < bi < ai+1 (nebot’ F ′(bi) = f(bi)). Tedy (nebot’

infIi f ≤ f(bi) ≤ supIi f)

s(f,D) ≤ F (b)− F (a) ≤ S(f,D) .

Odtud a z integrovatelnosti f ihned plyne, že F (b)− F (a) =
∫ b
a
f . 2

Pro funkci F : [a, b]→ R se rozd́ıl jej́ıch hodnot v krajńıch bodech často znač́ı
jako

F |ba := F (b)− F (a) .

Předchoźı výsledky shrneme.

Důsledek (
∫

pomoćı primitivńı funkce). Je-li f : [a, b] → R na [a, b]
spojitá, potom f ∈ R(a, b), f má na [a, b] primitivńı funkci F a pro tuto i
všechny ostatńı primitivńı funkce je∫ b

a

f = F |ba = F (b)− F (a) .
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Newton̊uv integrál. Stalet́ı předt́ım, než přǐsel Riemann (po jistých po-
kusech Cauchyho) s přesnou definićı integrálu, poč́ıtali matematici integrály bez
zábran př́ımo z primitivńıch funkćı tzv. Newtonovým integrálem. Připomeneme
ho a porovnáme s integrálem Riemannovým.1

Necht’ f : (a, b) → R, f má na (a, b) primitivńı funkci F a ta má v
krajńıch bodech vlastńı jednostranné limity F (a+) = limx→a+ F (x) a F (b−) =
limx→b− F (x). Newton̊uv integrál funkce f na (a, b) pak definujeme jako

(N)

∫ b

a

f = F (b−)− F (a+) .

Protože r̊uzné primitivńı funkce k f se lǐśı jen posunem o konstantu, nezáviśı
tento rozd́ıl na volbě F a definice je korektńı. Množinu funkćı newtonovsky
integrovatelných na (a, b) označ́ıme jakoN (a, b). Jako C(a, b) označ́ıme množinu
funkćı spojitých na [a, b].

Tvrzeńı (porovnáńı Newtonova a Riemannova
∫

). Máme

C(a, b) ⊂ N (a, b) ∩R(a, b) .

Pokud f ∈ N (a, b) ∩R(a, b), pak

(N)

∫ b

a

f = (R)

∫ b

a

f .

Množina N (a, b)\R(a, b) i R(a, b)\N (a, b) je neprázdná: existuj́ı funkce, které
maj́ı Newton̊uv integrál, ale ne Riemann̊uv, i naopak.

Důkaz. Je-li f na [a, b] spojitá, je (jak jsme pomoćı stejnoměrné spojitosti
dokázali) f ∈ R(a, b) a (podle 1. ZVA) F (x) =

∫ x
a
f je na [a, b] primitivńı k f .

Máme F (a+) = F (a) = 0 a F (b−) = F (b) =
∫ b
a
f , takže i f ∈ N (a, b).

Necht’ f ∈ N (a, b) ∩ R(a, b). Protože f ∈ N (a, b), má na (a, b) primitivńı
funkci F a existuj́ı jednostranné vlastńı limity F (a+) a F (b−). Protože f ∈
R(a, b), je pro každé δ > 0 i f ∈ R(a+ δ, b− δ) a podle 2. ZVA máme

(R)

∫ b−δ

a+δ

f = F (b− δ)− F (a+ δ) .

Pro δ → 0+ jde levá strana k (R)
∫ b
a
f (f je na [a, b] omezená, takže integrály f

přes [a, a+δ] a [b−δ, b] jdou k 0) a pravá strana jde k F (b−)−F (a+) = (N)
∫ b
a
f .

Funkce f(x) = x−1/2 : (0, 1] → R, f(0) = 2013, má na (0, 1) Newton̊uv
integrál: F (x) = 2x1/2 je tam k ńı primitivńı, F (0+) = 0 a F (1−) = 2, takže

(N)
∫ 1

0
f = 2. Tato funkce ale neńı na [0, 1] omezená, a proto f 6∈ R(0, 1). Funkce

1Zájemc̊um o historii a daľśı druhy integrál̊u doporučujeme knihu Š. Schwabik a P.
Šarmanová, Malý pr̊uvodce historíı integrálu, Prometheus, 1996.
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znaménka sgn(x) je na [−1, 1] neklesaj́ıćı a tedy má na [−1, 1] Rieman̊uv integrál.
Na (−1, 1) ale nemá Newton̊uv integrál — jak jsme ukázali v 1. přednášce, nemá
na (−1, 1) primitivńı funkci. 2

K závěrečným př́ıklad̊um poznamenejme, že nicméně

lim
δ→0+

(R)

∫ 1

δ

dx√
x

= 2 ,

čili útvar vymezený grafem y = 1/
√
x a intervalem (0, 1] má plochu 2, a že i

když nemůžeme spoč́ıtat

(R)

∫ 1

−1

sgn(x) dx

okamžitě př́ımo pomoćı 2. ZVA (protože primitivńı funkce na daném intervalu
neexistuje), po rozkladu [−1, 1] = [−1, 0] ∪ [0, 1] už můžeme poč́ıtat pomoćı
primitivńıch funkćı:

(R)

∫ 1

−1

sgn(x) dx = (R)

∫ 0

−1

sgn(x) dx+ (R)

∫ 1

0

sgn(x) dx

= (R)

∫ 0

−1

(−1) dx+ (R)

∫ 1

0

1 dx

= (−x)|0−1 + x|10 = (−1) + 1

= 0

(ve výpočtu jsme změnili hodnotu funkce sgn(x) v x = 0, ale to nemá na inte-
grovatelnost a hodnotu integrálu žádný vliv).

V daľśım už budeme integrálem opět rozumět výhradně Riemann̊uv integrál
a mı́sto (R)

∫
psát pouze

∫
. Dvě metody výpočtu primitivńı funkce, per partes

a substitučńı, se d́ıky 2. ZVA odrážej́ı i ve výpočtech R. integrál̊u.

Tvrzeńı (integrace per partes). Necht’ f, g : [a, b]→ R maj́ı na [a, b] spojité
derivace f ′ a g′. Potom ∫ b

a

fg′ = fg|ba −
∫ b

a

f ′g .

Důkaz. Cvičeńı. 2

Tvrzeńı (integrace substitućı). Necht’ ϕ : [α, β] → [a, b] a f : [a, b] → R
jsou dvě funkce, přičemž ϕ má na [α, β] spojitou ϕ′ a ϕ(α) = a, ϕ(β) = b nebo
ϕ(α) = b, ϕ(β) = a.
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1. Je-li f spojitá na [a, b], pak

∫ β

α

f(ϕ)ϕ′ =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f =


∫ b
a
f nebo∫ a

b
f = −

∫ b
a
f .

2. Je-li ϕ na [α, β] rostoućı nebo klesaj́ıćı a f ∈ R(a, b), plat́ı opět předchoźı
rovnost integrál̊u.

Důkaz. 1. Funkce f je na [a, b] spojitá a má tam tedy primitivńı funkci F .
Derivace složené funkce dává na [α, β] rovnost F (ϕ)′ = f(ϕ)ϕ′. Takže F (ϕ) je
na [α, β] primitivńı k f(ϕ)ϕ′. Funkce f(ϕ)ϕ′ je na [α, β] spojitá (je součinem
spojitých funkćı), takže f(ϕ)ϕ′ ∈ R(α, β). Dvoj́ım užit́ım 2. ZVA (v prvńı a
třet́ı rovnosti) máme∫ β

α

f(ϕ)ϕ′ = F (ϕ)|βα = F |ϕ(β)
ϕ(α) =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f .

2. Ponecháme z časových d̊uvod̊u bez d̊ukazu. 2

Aplikace integrál̊u. Odhadneme tzv. harmonická č́ısla Hn,

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
.

Pro funkci f(x) = 1/x : (0,+∞) → (0,+∞) a děleńı D = (1, 2, . . . , n + 1)
intervalu [1, n+ 1] zřejmě máme

s(f,D) =

n∑
i=1

1 · 1

i+ 1
= Hn+1 − 1 a S(f,D) =

n∑
i=1

1 · 1

i
= Hn .

Protože s(f,D) <
∫ n+1

1
1/x = log(n + 1) < S(f,D), pro n ≥ 2 dostáváme

odhad
log(n+ 1) < Hn < 1 + log n .

Cvičeńı: dokažte, že pro n ≥ 2 nikdy Hn neńı celé č́ıslo.

Tvrzeńı 2.1.37 (součet jako integrál). Necht’ a, b ∈ Z, a < b, jsou celá č́ısla
a f : [a, b]→ R je monotónńı funkce. Pak existuje č́ıslo θ ∈ [0, 1], že plat́ı rovnost
(n ∈ Z)

S :=
∑

a<n≤b

f(n) =

∫ b

a

f + θ(f(b)− f(a)) .

58



Důkaz. Prvńı d̊ukaz. Předpokládáme, že funkce f neklesá, pro nerostoućı f je
d̊ukaz podobný (úloha 2.1.38). Pro děleńı D = (a, a + 1, . . . , b) intervalu [a, b]
na jednotkové interválky máme nerovnosti

s(f,D) =

b−1∑
n=a

f(n) = S + f(a)− f(b) ≤
∫ b

a

f ≤ S(f,D) =

b∑
n=a+1

f(n) = S .

Tedy S ≤
∫ b
a
f ≤ S + 1 · (f(b)− f(a)) a vzhledem k f(b)− f(a) ≥ 0 je rovnost

dokázána
Druhý d̊ukaz. Opět předpokládáme, že funkce f neklesá, pro nerostoućı f je

d̊ukaz opět podobný (úloha 2.1.39). Máme tedy dokázat nerovnosti

0 ≤
∑

a<n≤b

f(n)−
∫ b

a

f ≤ f(b)− f(a) .

Jsou takzvaně aditivńı, když je dokázeme jen pro a = i a b = i + 1, plyne
sečteńım platnost pro obecné a, b:

b−1∑
i=a

(
0 ≤

∑
i<n≤i+1

f(n)−
∫ i+1

i

f ≤ f(i+ 1)− f(i)

)
skutečně dává d́ıky tvrzeńı 2.1.35 přesně dokazované nerovnosti. 2

Úloha 2.1.38. Přizp̊usobte prvńı d̊ukaz nerostoućı funkci f .

Úloha 2.1.39. Přizp̊usobte druhý d̊ukaz nerostoućı funkci f .

Rafinovaněǰśım poč́ıtáńım s integrály lze odvodit2 přesnou asymptotiku fak-
toriálu, tzv. Stirlingovu formuli

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
, n→∞ .

Podobně lze odhadovat i nekonečné řady a jejich součty, ale k tomu jsou
třeba integrály přes nekonečné intervaly. Pro a ∈ R a f : [a,+∞) → R, kde
f ∈ R(a, b) pro každé b > a, polož́ıme∫ +∞

a

f := lim
b→+∞

∫ b

a

f ,

pokud tato limita existuje (povoĺıme i nevlastńı hodnotu limity).

Tvrzeńı (integrálńı kritérium konvergence). Necht’ a je celé č́ıslo a funkce
f : [a,+∞)→ R je na [a,+∞) nezáporná a nerostoućı. Pak

∞∑
n=a

f(n) = f(a) + f(a+ 1) + f(a+ 2) + · · · < +∞ ⇐⇒
∫ +∞

a

f < +∞ .

2Odvozeńı se najde třeba v mém textu Kombinatorické poč́ıtáńı na
http://kam.mff.cuni.cz/~klazar/kpoc99.ps
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Řada tedy konverguje, právě když konverguje odpov́ıdaj́ıćı integrál.

Důkaz. Posloupnost částečných součt̊u řady je neklesaj́ıćı a jej́ı limita tedy
existuje a je vlastńı nebo +∞. Dı́ky monotonii f je f ∈ R(a, b) pro každé

reálné b > a. Dı́ky nezápornosti f je
∫ b′
a
f ≥

∫ b
a
f , jakmile b′ ≥ b. Podobně

tedy limb→+∞
∫ b
a
f existuje a je vlastńı nebo +∞. Pro celé č́ıslo b > a vezmeme

děleńı D = (a, a+ 1, a+ 2, . . . , b) intervalu [a, b]. Máme nerovnosti

b∑
i=a+1

f(i) = s(f,D) ≤
∫ b

a

f ≤ S(f,D) =

b−1∑
i=a

f(i) .

Z nich je jasné, že omezenost posloupnosti částečných součt̊u řady implikuje

omezenost hodnot integrál̊u
∫ b
a
f pro každé reálné b > a a naopak. Obě limity

jsou tedy současně vlastńı nebo současně +∞. 2

V prvńım př́ıkladu na aplikaci tohoto kritéria rozhodneme o konvergenci řady

∞∑
n=1

1

ns
, s > 0 .

Pro s 6= 1 je ∫ +∞

1

dx

xs
=

x1−s

1− s

∣∣∣∣+∞
1

= (1− s)−1( lim
x→+∞

x1−s − 1) ,

což se rovná +∞ pro 0 < s < 1 a (s− 1)−1 pro s > 1 (proč?). Pro s = 1 je∫ +∞

1

dx

x
= log x|+∞1 = lim

x→+∞
log x = +∞ .

Podle integrálńıho kritéria tedy řada konverguje, právě když s > 1. V druhém
př́ıkladu rozhodneme o konvergenci řady

∞∑
n=2

1

n log n
.

Zde ∫ +∞

2

dx

x log x
= log log x|+∞2 = lim

x→+∞
log log x− log log 2 = +∞ .

Podle integrálńıho kritéria tedy řada diverguje. Cvičeńı: rozhodněte o konver-
genci řady

∑
n≥2 1/n(log n)s, s > 1.

Integrálem jsme faktoriál n! odhadli a nyńı ukážeme, opět s pomoćı integrálu,
jak lze n! rozš́ı̌rit při zachováńı rekurence n! = n · (n−1)! na funkci definovanou
na celém intervalu [1,+∞).3

3Následuj́ıćı klasická integrálńı definice funguje na větš́ım intervalu x ∈ (0,+∞), ale pro
jednoduchost (pro x < 1 je nutné integrál i u dolńı integračńı meze 0 definovat limitou) se
omezujeme na menš́ı interval x ∈ [1,+∞).
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Tvrzeńı (funkce Gamma). Funkce

Γ(x) :=

∫ +∞

0

tx−1e−t dt : [1,+∞)→ (0,+∞)

splňuje na intervalu [1,+∞) funkcionálńı rovnici

Γ(x+ 1) = xΓ(x) .

Máme Γ(1) = 1 a Γ(n) = (n− 1)! pro celá č́ısla n ≥ 2.

Důkaz. Ukažme, že Γ(x) je korektně definovaná. Pro každé pevné x ≥ 1 je
integrand nezáporná spojitá funkce (pro x = 1 a t = 0 klademe 00 = 1). Protože
limt→+∞ tx−1e−t/2 = 0 (exponenciála poraźı polynom), pro každé t ∈ [0,+∞)
máme nerovnost

tx−1e−t = tx−1e−t/2 · e−t/2 ≤ ce−t/2 ,

kde c > 0 je konstanta závisej́ıćı jen na x. Integrály přes konečné intervaly [0, b]
jsou tedy definované, pro b→ +∞ neklesaj́ı a maj́ı vlastńı limitu:∫ b

0

tx−1e−t dt ≤
∫ b

0

ce−t/2 = c(1− e−b/2/2) dt < c .

Hodnota Γ(x) je tak korektně definovaná pro každé x ≥ 1. Pro x = 1 máme

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−t dt = (−e−t)|+∞0 = 0− (−1) = 1 .

Funkcionálńı rovnici odvod́ıme integraćı per partes:

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−t dt = tx(−e−t)|+∞0 −
∫ +∞

0

xtx−1(−e−t) dt

= 0− 0 + x

∫ +∞

0

tx−1e−t dt

= xΓ(x) .

Hodnoty Γ(n) z ńı plynou indukćı. 2

Ještě tři poznámky k funkci Γ(x). Zaprvé, samotné rozš́ı̌reńı faktoriálu vyřešeńım
rekurence f(x+1) = xf(x) nějakou funkćı f : [1,+∞)→ R neńı nic zázračného
a dá se udělat jednoduše i bez integrál̊u. Vezmeme si funkci f definovanou na
[1, 2) jako f(1) = 1 a jinak úplně libovolně, např́ıklad jako f(x) = 1, a na celý
interval [1,+∞) ji protáhneme právě pomoćı vztahu f(x + 1) = xf(x). Pro
f = 1 na [1, 2) tak dostaneme f(x) = x − 1 na [2, 3), f(x) = (x − 1)(x − 2)
na [3, 4) a tak dál. Tato funkce splňuje na [1,+∞) rovnici f(x + 1) = xf(x) a
f(1) = 1, takže i f(n) = (n − 1)!. Dokonce je na definičńım intervalu spojitá.
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Jej́ı graf však nevypadá moc hezky, protože v bodech 2, 3, 4, . . . má
”
špičky“

— f v nich nemá derivaci (má r̊uzné jednostranné derivace). Pokud nav́ıc po
f(x) chceme, aby na [1,+∞) měla prvńı derivaci, popř́ıpadě i daľśı derivace,
tak tato jednoduchá konstrukce nestač́ı. Pak se muśıme obrátit ke Γ(x), o ńıž
se dá ukázat, že na [1,+∞) má derivace všech řád̊u. Zadruhé, bylo by hezč́ı
mı́t rozš́ı̌reńı faktoriálu splňuj́ıćı př́ımo vztah f(n) = n!. Z tohoto hlediska je
hořeǰśı definice funkce Γ(x) trochu nešikovná. Vznikla však historicky, stejně
jako název funkce, a již je zavedená (a nelze s t́ım nic udělat). Zatřet́ı, jaké jsou
nějaké daľśı hodnoty Γ(x), kromě bod̊u x = 1, 2, 3, . . . ? Dá se třeba spoč́ıtat, že

Γ(3/2) =

√
π

2
= 0.8862 . . . .

Funkce Γ(x) splňuje řadu daľśıch zaj́ımavých vztah̊u a identit.
Jako závěrečnou aplikaci integrálu připomeneme vzorce pro plochu, délku

křivky a objem rotačńıho tělesa. Plochu rovinného útvaru U(a, b, f) (jsou to
body (x, y) v rovině splňuj́ıćı a ≤ x ≤ b a 0 ≤ y ≤ f(x)) pod grafem funkce f

jsme v́ıceméně definovali jako
∫ b
a
f .

Pro funkci f : [a, b] → R můžeme délku jej́ıho grafu G = {(x, f(x)) ∈
R2 | a ≤ x ≤ b} jakožto oblouku křivky definovat jako limitu délek lomených čar
L spojuj́ıćıch konce G a s body zlomu na G, když délka nejdeľśı úsečky v L jde k
0. Když je f pěkná funkce, např́ıklad f ′ je spojitá, tato limita existuje a můžeme
ji spoč́ıtat R. integrálem. Úsečka v L spojuj́ıćı body (x, f(x)) a (x+∆, f(x+∆))
má podle Pythagorovy věty délku

√
∆2 + (f(x+ ∆)− f(x))2 = ∆

√
1 +

(
f(x+ ∆)− f(x)

∆

)2

,

a hodnota zlomku je podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě rovna f ′(α)
v nějakém mezibodě α (lež́ıćım mezi x a x + ∆). Délka lomené čáry L tak je
vlastně př́ımo Riemannova suma pro jisté děleńı intervalu [a, b] s body a funkci√

1 + (f ′(t))2. Dostáváme následuj́ıćı vzorec.

Tvrzeńı (délka oblouku křivky). Necht’ f : [a, b]→ R má na [a, b] spojitou
derivaci f ′ (takže

√
1 + (f ′)2 ∈ R(a, b)). Pak

délka({(x, f(x)) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b}) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2 dt .

Pro podmnožinu M ⊂ R3 trojrozměrného prostoru můžeme jej́ı objem defi-
novat jako limitu, pro n→∞, součtu objemů 1/n3 krychliček K v množině

{K = [ an ,
a+1
n ]× [ bn ,

b+1
n ]× [ cn ,

c+1
n ] | a, b, c ∈ Z & K ⊂M} .

Je-li M hezká, tato limita existuje a můžeme ji spoč́ıtat integrálem. Uvedeme
si jeden speciálńı př́ıpad.
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Tvrzeńı (objem rotačńıho tělesa). Necht’ f ∈ R(a, b) a f ≥ 0 na [a, b]. Pro
objem rotačńıho tělesa

V = {(x, y, z) ∈ R3 | a ≤ x ≤ b &
√
y2 + z2 ≤ f(x)}

vzniklého rotaćı (v R3) rovinného útvaru U(a, b, f) pod grafem funkce f kolem
osy x plat́ı vztah

objem(V ) = π

∫ b

a

f(t)2 dt .

Vzorec se dostane rozřezáńım V rovinami kolmými na osu x na plátky tloušt’ky
∆ > 0 a sečteńım jejich objemů. Objem plátku mezi rovinami kolmými v bodech
(x, 0, 0) a (x+∆, 0, 0) je přibližně πf(x)2∆, nebot’ to je zhruba válec s (kruhovou)
podstavou o poloměru f(x) a výškou ∆.

Cvičeńı: pomoćı prvńıho vzorce spočtěte délku obvodu kružnice a pomoćı
druhého objem koule.

2.2 Riemann̊uv integrál pro obecný interval

Rozš́ıřeńı R. integrálu na obecný interval. R. integrál přes obecný interval jako
limita R. integrál̊u přes kompaktńı podintervaly. Dva tvary Frullaniho integrál̊u.
Jejich př́ıklady.

Limitńı přechod rozš́ı̌ŕı Riemann̊uv integrál funkćı f : [a, b] → R na kom-
paktńıch intervalech na funkce definované na jakémkoli intervalu.

Definice 2.2.1 (
∫

na nekompaktńım intervalu). Necht’ I ⊂ R je nekom-
paktńı interval a f : I → R je funkce. Řekneme, že f má na I Riemann̊uv
integrál

∫
I
f ∈ R a ṕı̌seme f ∈ R(I), když (i) f ∈ R(a, b) = R([a, b]) pro každá

dvě č́ısla a, b ∈ I s a < b a (ii) pro každé ε > 0 existuj́ı dvě č́ısla č́ısla a, b ∈ I s
a < b tak, že pro každá dvě č́ısla c, d ∈ I s c ≤ a < b ≤ d je∣∣∣∣∣

∫
I

f −
∫ d

c

f

∣∣∣∣∣ < ε .

Je-li I ′
”
interval“ vzniklý výměnou meźı skutečného nekompaktńıho intervalu

I, např́ıklad I = (−1,+∞) a I ′ = (+∞,−1), klademe stejně jako pro integrály
na kompaktńıch intervalech ∫

I′
f := −

∫
I

f ,

pokud posledńı integrál existuje. Mı́sto značeńı
∫
I
f budeme sṕı̌se použ́ıvat

hutněǰśı, ovšem méně přesné, značeńı
∫ b
a
f mezemi a a b intervalu I. Třeba

mı́sto ∫
(0,+∞)

f budeme psát

∫ +∞

0

f
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a nebude nám vadit, že odtud neńı jasné, jestli integračńı interval je (0, +∞)
nebo [0, +∞).

Úloha 2.2.2. Necht’ a ∈ R a funkce f : [a,+∞) → R je r. integrovatelná na
každém kompaktńım podintervalu intervalu [a,+∞). Dokažte, že vlastńı

lim
b→+∞

∫ b

a

f =

∫ +∞

a

f ,

je-li jedna strana definovaná.

Podobně lze vyjádřit každý R. integrál funkce definované na nekompaktńım in-
tervalu jako limitu R. integrál̊u jej́ıch zúžeńı na vhodné kompaktńı podintervaly:

Úloha 2.2.3. Necht’ I ⊂ R je nekompaktńı interval, funkce f : I → R je r.
integrovatelná na každém jeho kompaktńım podintervalu a (In) = ([an, bn]) je
taková posloupnost kompaktńıch podinterval̊u intervalu I, že I1 ⊂ I2 ⊂ . . . a⋃∞
n=1 In = I. Dokažte, že pak vlastńı

lim
n→∞

∫ bn

an

f =

∫
I

f ,

je-li jedna strana definovaná.

Věta 2.2.4 (prvńı tvar Frullaniho integrál̊u). Necht’

f : (0, +∞)→ R ,

pro každá dvě č́ısla a, b ∈ (0,+∞) s a < b je f ∈ R(a, b), α, β ∈ (0,+∞) a
existuj́ı vlastńı limity

f(0) := lim
x→0

f(x) a f(+∞) := lim
x→+∞

f(x) .

Pak následuj́ıćı integrál existuje a∫ +∞

0

f(αx)− f(βx)

x
= log(α/β) · (f(+∞)− f(0)) .

Důkaz. Záměnou α a β můžeme dosáhnout, že α ≥ β > 0 (úloha 2.2.5). Pak
si označ́ıme λ = log(α/β) ≥ 0 a pro pravou stranu dokazované identity máme
vyjádřeńı

λ (f(+∞)− f(0)) = lim
A→+∞

∫ A+λ

A

f(eu)− lim
B→+∞

∫ B

B−λ
f(e−u) .

Tato rovnost plyne ze zachováńı riemannovské integrovatelosti při skládáńı funkćı
(tvrzeńı ??), z monotonie integrál̊u (tvrzeńı ??) a z existence limit f(0) a
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f(+∞). Substitucemi eu = t a e−u = t rozd́ıl integrál̊u naṕı̌seme podle tvr-
zeńı ?? jako

lim
h→+∞

∫ αh/β

h

f(t)

t
− lim
δ→0+

∫ αδ/β

δ

f(t)

t

(h = eA a δ = 1/eB). To se podle tvrzeńı ?? rovná

lim
h→+∞, δ→0+

(∫ αh/β

δ

f(t)

t
−
∫ h

δ

f(t)

t
−
∫ αh/β

δ

f(t)

t
+

∫ αh/β

αδ/β

f(t)

t

)

= lim
h→+∞, δ→0+

(∫ αh/β

αδ/β

f(t)

t
−
∫ h

δ

f(t)

t

)
.

Daľśı substituce t = αx a t = βx už podle tvrzeńı ?? dávaj́ı náš integrál, levou
stranu dokazované identity:

lim
h→+∞, δ→0+

(∫ h/β

δ/β

f(αx)

x
−
∫ h/β

δ/β

f(βx)

x

)

= lim
h→+∞, δ→0+

∫ h/β

δ/β

f(αx)− f(βx)

x
=

∫ +∞

0

f(αx)− f(βx)

x
.

Př́ısně vzato, limitu funkce dvou proměnných h a δ jsme v MA I nedefinovali
a neprob́ırali a posledńı rovnost přesně neodpov́ıdá úloze 2.2.3 a neplyne z ńı.
To se ale snadno sprav́ı, když h a δ vylož́ıme jako posloupnosti h = h(n) = n a
δ = δ(n) = 1/n pro n ∈ N. 2

Úloha 2.2.5. Jak přesně funguje argument se záměnou α a β?

2.3 Vı́cerozměrný Riemann̊uv integrál a Fubini-
ova věta

Boxy, jejich objemy a děleńı. Zobecněńı obou definic Riemannova integrálu.

Zobecńıme Riemann̊uv integrál pro funkce v́ıce proměnných a dokážeme větu
popisuj́ıćı redukci na jednorozměrné integrály a chováńı při změnách pořad́ı
integračńıch proměnných. Jako aplikaci pak v tvrzeńı 2.3.6 odvod́ıme Gauss̊uv
integrál ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π ,

který se nám bude hodit v druhém odvozeńı Stirlingovy formule v odd́ılu 2.6.
Začneme ale definićı obdoby interval̊u [a, b] ve v́ıce rozměrech.
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Definice 2.3.1 (Box, jeho objem a podbox). Box, přesněji n-rozměrný box
I ⊂ Rn, je kartézský součin interval̊u

I = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] ,

kde ai < bi jsou reálná č́ısla. Objem |I| boxu I je kladné reálné č́ıslo

|I| :=
n∏
i=1

(bi − ai) .

Pokud ai ≤ ci < di ≤ bi pro i = 1, 2, . . . , n, nazveme box

J = [c1, d1]× [c2, d2]× · · · × [cn, dn]

podboxem boxu I.

Např́ıklad v rovině R2 je box I uzavřený obdélńık, jehož strany maj́ı kladné
délky a jsou rovnoběžné se souřadnými osami . Objem I je roven plošnému
obsahu. Podbox J je každý daľśı takový uzavřený obdélńık obsažený v Im.

Definice 2.3.2 (děleńı boxu s body a jeho norma). Děleńı D boxu I ⊂
Rn na podboxy je množina box̊u

D = {[cj11 , c
j1+1
1 ]× [cj22 , c

j2+1
2 ]× · · · × [cjnn , c

jn+1
n ] | 0 ≤ ji < ki, 1 ≤ i ≤ n} ,

kde ai = c0i < c1i < · · · < cki−1
i < ckii = bi jsou nějaká děleńı interval̊u [ai, bi],

i = 1, 2, . . . , n. Norma děleńı

λ(D) := max
1≤i≤n, 0≤j<ki

(cj+1
i − cji )

je maximálńı délka hrany podboxu. Děleńı D boxu I s body ζ je dvojice (D, ζ),
kde D je děleńı boxu I a ζ : D → Rn je zobrazeńı splňuj́ıćı ζ(J) ∈ J pro každý
podbox J .

Zobecńıme ted’ obě definice Riemannova integrálu.

Definice 2.3.3 (zobecněná 1. definice). Necht’ I ⊂ Rn je box, (D, ζ) je jeho
děleńı s body a f : I → R je funkce. Riemannovský součet (pro funkci f a děleńı
s body (D, ζ)) je ted’ definován jako

S(f, D, ζ) =
∑
J∈D
|J | · f(ζ(J)) .

Integrál funkce f přes box I je vlastńı limita∫
I

f := lim
(D, ζ), λ(D)→0

S(f, D, ζ) ,

existuje-li:
∫
I
f ∈ R je takové č́ıslo, že

∀ ε ∃ δ > 0 ∀ (D, ζ) : λ(D) < δ ⇒
∣∣∣∣ ∫
I

f − S(f, D, ζ)

∣∣∣∣ < ε .
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Definice 2.3.4 (zobecněná 2. definice). Necht’ D je děleńı boxu I a f : I →
R je funkce. Pak, jako dř́ıve, definujeme pro každý podbox J tohoto děleńı
veličiny m(J) = infx∈J f(x), M(J) = supx∈J f(x) a dolńı, resp. horńı, součet

s(f, D) =
∑
J∈D
|J | ·m(J), resp. S(f, D) =

∑
J∈D
|J | ·M(J) .

Dolńı, resp. horńı, integrál je∫
I

f = sup({s(f, D) | D je děleńı I}) ,

resp. ∫
I

f = inf({S(f, D) | D je děleńı I}) .

Opět jako v jedné dimenzi plat́ı, že pro každá dvě děleńı D,E boxu I je

−∞ ≤ s(f, D) ≤
∫
I

f ≤
∫
I

f ≤ S(f, E) ≤ +∞ .

Integrál funkce f přes box I pak definujeme jako reálné č́ıslo∫
f =

∫
I

f =

∫
I

f ∈ R ,

když se dolńı a horńı integrál rovnaj́ı společné konečné hodnotě.

Plat́ı: f má
∫

podle Riemannovy definice ⇐⇒ f má
∫

podle Darbouxovy
definice, a v př́ıpadě existence integrálu se obě hodnoty rovnaj́ı. Množinu funkćı
riemannovsky integrovatelných přes box I označ́ıme jako

R(I) = {f | f má Riemann̊uv integrál přes I} .

Lebesgueova věta. Řekneme, že množina E ⊂ Rn má (n-rozměrnou Le-
besgueovu) mı́ru 0, když pro každé ε > 0 existuje taková posloupnost box̊u
I1, I2, . . . v Rn, že

∞∑
n=1

|In| < ε a E ⊂
∞⋃
n=1

In .

Věta (Lebesgueova). Necht’ I ⊂ Rn je box a f : I → R je na něm definovaná
fukce. Pak f ∈ R(I) ⇐⇒ f je na I omezená a množina jej́ıch bod̊u nespojitosti
má mı́ru 0.

Např́ıklad každá omezená funkce f : I → R nespojitá pouze ve spočetně mnoha
bodech má Riemann̊uv

∫
I
f . Z Lebesgueovy věty a definice integrálu dostáváme

(dokažte si to jako úlohu 1):
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Důsledek. Když f : I → R je funkce, jež je na boxu I ⊂ Rn nezáporná a∫
I
f = 0, potom f = 0 na I až na množinu bod̊u s mı́rou 0.

Fubiniova věta. (Přesněji, věta Fubiniova typu.) Umožňuje převést výpočet
v́ıcerozměrného integrálu na posloupnost obyčejných jednorozměrných integrál̊u.
Necht’ X ⊂ Rm, Y ⊂ Rn a Z = X × Y ⊂ Rm+n je m-rozměrný, n-rozměrný a
(m+ n)-rozměrný box.

Věta (Fubiniova). Necht’ f : Z = X × Y → R, f ∈ R(Z). Pak všechny tři
integrály ∫

Z

f,

∫
X

(∫
Y

f(x, y) dy

)
dx a

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dx

)
dy

existuj́ı a rovnaj́ı se.

Vysvětĺıme značeńı a smysl věty. Integrál
∫
Z
f existuje podle předpokladu o f .

Definujeme funkci

F : X → R, F (x) :=

∫
Y

f(x, y) dy ;

pokud pro nějaké x = x0 ∈ X tento integrál neexistuje, definujeme F (x0)

jako libovolnou hodnotu z intervalu [
∫
Y
f(x0, y) dy,

∫
Y
f(x0, y) dy]. Podobným

zp̊usobem definujeme funkci

G : Y → R, G(y) :=

∫
X

f(x, y) dx .

Fubiniova věta ř́ıká, že F ∈ R(X), G ∈ R(Y ) a
∫
Z
f =

∫
X
F =

∫
Y
G. Z d̊ukazu

též vyplyne (úloha 6), že množina bod̊u x0 ∈ X s f(x0, y) 6∈ R(Y ) má mı́ru 0,
a podobně v y-ové souřadnici.

Důkaz. Dokážeme, že F ∈ R(X) a
∫
Z
f =

∫
X
F , pro funkciG je d̊ukaz podobný.

Každé děleńı D boxu Z je
”
součinem“ D1 ×D2 děleńı D1 boxu X a děleńı D2

boxu Y , to jest každý box J ∈ D je součinem J = J1×J2 pro J1 ∈ D1, J2 ∈ D2.
Bud’ dáno ε > 0. Pak existuje děleńı D boxu Z, že s(f,D) >

∫
Z
f −ε. Vezmeme

děleńı D1 a D2, že D
”
=“D1 ×D2. Pak podle vlastnost́ı infima plat́ı, že

s(f,D) =
∑
J∈D
|J | · inf

z∈J
f(z) =

∑
J∈D

=|J1|·|J2|︷ ︸︸ ︷
|J1 × J2| · inf

x∈J1,y∈J2
f(x, y)

(proč? — úloha 2) ≤
∑
J1∈D1

|J1| · inf
x∈J1

( ∑
J2∈D2

|J2| inf
y∈J2

f(x, y)︸ ︷︷ ︸
=s(f(x,·),D2)≤

∫
Y
f(x,y) dy≤F (x)

)

≤
∑
J1∈D1

|J1| · inf
x∈J1

F (x) = s(F,D1) .
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Takže s(F,D1) >
∫
Z
f − ε. Analogicky se dokáže, že pro dané ε > 0 existuje

děleńı D′1 boxu X, že S(F,D′1) <
∫
Z
f + ε. Pro ε → 0 to podle Darbouxovy

definice integrálu znamená, že F ∈ R(X) a
∫
X
F =

∫
Z
f . 2

Př́ıklad 2.3.5. Necht’ f(x, y, z) = z sin(x+y) a box I ⊂ R3 je dán nerovnostmi
0 ≤ x ≤ π, |y| ≤ π

2 a 0 ≤ z ≤ 1. Spoč́ıtáme∫
I

f =

∫
I

z sin(x+ y) .

Podle Fubiniovy věty,∫ ∫ ∫
I

f(x, y , z) dx dy dz =

∫ 1

0

(∫ π/2

−π/2

(∫ π

0

z sin(x+ y) dx

)
dy

)
dz

=

∫ 1

0

(∫ π/2

−π/2
(−z cos(x+ y)|πx=0) dy

)
dz

=

∫ 1

0

(∫ π/2

−π/2
2z cos y dy

)
dz

=

∫ 1

0

(2z sin y|πy=−π/2) dz =

∫ 1

0

4z dz

= 2 .

2

Tvrzeńı 2.3.6 (Gauss̊uv
∫

). Plat́ı identita∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π ,

Důkaz.
2

Integrál přes množinu E ⊂ Rn. Integrál rozš́ı̌ŕıme z box̊u na obecněǰśı
množiny. Zavedeme i objem množiny. Množina E ⊂ Rn je př́ıpustná, když je
omezená a jej́ı hranice ∂E (což jsou ty body x ∈ Rn, že každé okoĺı x prot́ıná
jak E tak Rn\E) má mı́ru 0. Např́ıklad krychle, otevřená či uzavřená koule jsou
př́ıpustné množiny, kdežto Q ∩ [0, 1]n neńı př́ıpustná množina. Objem omezené
množiny E ⊂ Rn je integrál (když existuje)

vol(E) :=

∫
I

χE ,

kde I ⊂ Rn je box obsahuj́ıćı E a χE je charakteristická funkce množiny E
(takže χE(x) = 1 pro x ∈ E a χE(x) = 0 pro x ∈ I\E). Dá se dokázat:
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Tvrzeńı. E ⊂ Rn má objem ⇐⇒ E je př́ıpustná.

Necht’ E ⊂ Rn je omezená. Integrál funkce f : E → R přes E definujeme
jako ∫

E

f :=

∫
I

f ,

kde I ⊂ Rn je box obsahuj́ıćı E a f je rozš́ı̌reńı f :

f(x) =

{
f(x) . . . x ∈ E
0 . . . x ∈ I\E .

Tato definice (jakož i definice objemu) je korektńı: úloha 7.

Úlohy

1. Dokažte d̊usledek Lebesgueovy věty.

2. Proč plat́ı ta nerovnost v d̊ukazu Fubiniovy věty?

3. Necht’ I ⊂ Rn je box a D je jeho děleńı. Dokažte, že |I| =
∑
J∈D |J |.

4. Necht’ I ⊂ Rn je box a I =
⋃k
i=1 Ji je sjednoceńı box̊u, které maj́ı dis-

junktńı vnitřky. Dokažte, že |I| =
∑k
i=1 |Ji|.

5. Necht’ f : I → R je neomezená funkce definovaná na boxu v Rn. Co se
stane v Riemannově definici integrálu? Jak vypadaj́ı

∫
I
f a

∫
I
f?

6. Zd̊uvodněte, proč ve Fubiniově větě množina

{x0 ∈ X |
∫
Y
f(x0, y) dy neexistuje}

má mı́ru nula.

7. Zd̊uvodněte, proč objem vol(E) a integrál
∫
E
f pro množinu E ⊂ Rn

nezávisej́ı na volbě boxu I obsahuj́ıćıho E (když existuj́ı).

8. Dokažte, že pro každý box I ⊂ Rn je |I| = vol(I).

2.4 Riemann̊uv–Stieltjes̊uv integrál

Věta 2.4.1 (substituce v R.–S. integrálu). Necht’ a, b ∈ R, a < b, f ∈
R(a, b) má
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2.5 Newton̊uv integrál (N)
∫

Definice Newtonova integrálu a jeho existence. Hakeova věta. Srovnáńı (N)
∫

a
(R)

∫
. Linearita a aditivita, monotonie, integrace per partes a substitučńı pra-

vidlo. Fubiniova věta pro obdélńıky. Fubiniova věta pro kvadrant.

Přednost́ı (N)
∫

je jednoduchá algebraické definice a věrné zachyceńı poč́ıtáńı
s integrály. Vybudujeme zde jeho teorii, abychom ji v odd́ılu 2.6 mohli použ́ıt k
odvozeńı Stirlingovy asymptotické formule pro n!, k čemuž plně dostačuje. Po
definici ho porovnáme s Riemannovým integrálem. Pak odvod́ıme jeho základńı
vlastnosti, jež kulminuj́ı Fubiniovou větou 2.5.8 pro Newton̊uv integrál přes
prvńı kvadrant.

Definice 2.5.1 (Newton̊uv
∫

). Necht’ a, b ∈ R∗ s a < b jsou reálná č́ısla nebo

±∞. Funkce f : (a, b) → R má na intervalu (a, b) Newton̊uv integrál (N)
∫ b
a
f ,

pokud má f na (a, b) primitivńı funkci F a existuj́ı vlastńı limity

F (a+) := lim
x→a

F (x) ∈ R a F (b−) := lim
x→b

F (x) ∈ R .

Jeho hodnotu pak definujeme jako

(N)

∫ b

a

f = F (b−)− F (a+)

a klademe také

(N)

∫ a

b

f := − (N)

∫ b

a

f .

Pokud primitivńı funkce k f neexistuje (což podle věty 1.1.17 nastane vždy,
když f nenabývá všechny mezihodnoty) nebo neexistuje či je nekonečná jedna

z limit F (a+) a F (b−), neńı (N)
∫ b
a
f definován.

Tvrzeńı 2.5.2 (existence (N)
∫

). Necht’ a, b ∈ R s a < b a f : [a, b] → R je
spojitá funkce. Pak

(N)

∫ b

a

f

existuje

Důkaz. Podle d̊usledku 1.1.16 má f na intervalu [a, b], tedy i na (a, b), primitivńı
funkci F . Ta je podle tvrzeńı 1.1.6 na [a, b] spojitá, takže jej́ı limity v a i v b se
rovnaj́ı jej́ım funkčńım hodnotám a (N)

∫
f existuje. 2

Tvrzeńı 2.5.3 (Hakeova věta). Necht’ a, b ∈ R∗, a < b, a f : (a, b) → R je
funkce. Je-li ve formuli

(N)

∫ b

a

f = lim
c→b−

(N)

∫ c

a

f
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jedna strana definovaná a konečná, plat́ı totéž pro druhou a obě se rovnaj́ı.
Analogické tvrzeńı plat́ı i pro limitu s c→ a+.

Důkaz. Je-li levá strana formule definovaná a konečná, rovná se F (b−)−F (a+),
kde F je na (a, b) primitivńı k f . Pro každé c ∈ (a, b) pak pro (zúžené) funkce
f and F existuje (N)

∫ c
a
f a rovná se F (c−) − F (a+) = F (c) − F (a+) d́ıky

spojitosti F v c. Limitńı přechod c→ b− pak ukazuje, že i pravá strana formule
se rovná F (b−)− F (a+).

Je-li pravá strana formule definovaná a konečná, pro každé c ∈ (a, b) existuje
funkce Fc primitivńı na (a, c) k (zúžeńı) f , (N)

∫ c
a
f = Fc(c

−)− Fc(a+) a tento
výraz má vlastńı limitu pro c → b−. Ze základńı vlastnosti primitivńıch funkćı
(druhá část tvrzeńı 1.1.3) plyne, že můžeme vźıt primitivńı funkce Fc tak, že
splňuj́ı Fc(a

+) = 0, a že každé dvě takové funkce se shoduj́ı na pr̊uniku svých
definičńıch obor̊u. Pak korektně definovaná funkce

F =
⋃

c∈(a, b)

Fc

je na (a, b) primitivńı k f . Tedy

lim
c→b−

(N)

∫ c

a

f = lim
c→b−

(Fc(c
−)− Fc(a+)) = lim

c→b−
Fc(c

−)− 0

= lim
c→b−

F (c)− 0 = F (b−)− F (a+) = (N)

∫ b

a

f

a levá strana formule se rovná pravé (v tomto výpočtu postup od známých
veličin k neznámým jde zleva doprava). Nicméně viz ještě úlohu 2.5.4. 2

Úloha 2.5.4. Proč přesně plat́ı třet́ı rovnost v předešlém výpočtu?

Nyńı porovnáme Newton̊uv integrál s Riemannovým, který odlǐśıme značeńım

(R)
∫ b
a
f . Necht’ N (a, b) (resp. R(a, b)) jsou funkce newtonovsky (resp. rieman-

novsky) integrovatelné na daném intervalu a C(a, b) jsou funkce na daném in-
tervalu spojité. Jeho přesný typ, zda jde o [a, b], (a, b), [a,+∞) a podobně, je
nutno odvodit z kontextu.

Věta 2.5.5 (srovnáńı (N)
∫

a (R)
∫

). Necht’ a, b ∈ R∗ s a < b. Riemann̊uv a
Newton̊uv integrál přes zadaný interval maj́ı následuj́ıćı vzájemné vztahy.

1. Pro a, b ∈ R maj́ı funkce spojité na intervalu [a, b] oba integrály, takže

C(a, b) ⊂ R(a, b) ∩N (a, b) .

2. Jejich hodnoty vycházej́ı stejně, pro každý př́ıpustný interval daný prvky
a, b (viz d̊ukaz) plat́ı:

f ∈ R(a, b) ∩N (a, b)⇒ (R)

∫ b

a

f = (N)

∫ b

a

f .
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3. Oba integrály jsou vzájemně neporovnatelné. Pro každý př́ıpustný interval
daný prvky a, b (viz d̊ukaz) existuj́ı funkce, které maj́ı jeden, ale ne druhý,

R(a, b) \ N (a, b) 6= ∅ i N (a, b) \ R(a, b) 6= ∅ .

Důkaz. 1. Pro kompaktńı interval [a, b] jsme náležeńı C(a, b) ⊂ N (a, b) už
dokázali v tvrzeńı 2.5.2. Náležeńı C(a, b) ⊂ R(a, b) je dokázané v tvrzeńı 2.1.33.

2. Nejprve probereme intervaly tvaru [a, b], kde a, b ∈ R s a < b, a [a, b) =
[a,+∞), kde a ∈ R. Necht’ f ∈ R(a, b)∩N (a, b). Pak máme funkci F primitivńı
na (a, b) k f a

(N)

∫ b

a

f = F (b−)− F (a+)

= lim
c→b−

lim
d→a+

(F (c)− F (d)) = lim
c→b−

lim
d→a+

(R)

∫ c

d

f

= lim
c→b−

(R)

∫ c

a

f = (R)

∫ b

a

f .

V prvńı rovnosti jsme použili definici (N)
∫

, ve druhé definice výraz̊u F (a+) a
F (b−), ve třet́ı druhou Základńı větu analýzy (věta 2.1.36) a ve čtvrté a páté
Hakeovu větu pro (R)

∫
(tvrzeńı ??). Pro intervaly tvaru (−∞, b], b ∈ R, je

argument velmi podobný. Uvedeme ho ještě, ted’ už stručně bez zd̊uvodněńı
(úloha 2.5.6), pro interval (−∞,+∞). Necht’ f ∈ R(−∞,+∞) ∩ N (−∞,+∞).
Pak

(N)

∫ +∞

−∞
f = F (+∞−)− F (−∞+)

= lim
c→+∞

lim
d→−∞

(F (c)− F (d)) = lim
c→+∞

lim
d→−∞

(R)

∫ c

d

f

= lim
c→+∞

(R)

∫ c

−∞
f = (R)

∫ +∞

−∞
f .

3. Necht’ c ∈ [a, b] lež́ı uvnitř intervalu [a, b] a f : [a, b]→ R je definovaná jako
f(x) = 0 pro x 6= c a f(c) = 1. Pak zřejmě f ∈ R(a, b), ale f podle věty 1.1.17
nemá na [a, b] primitivńı funkci a f 6∈ N (a, b).

Necht’ a, b ∈ R a uvažme funkci f : [a, b]→ R definovanou jako f(a) = 0 a

f(x) =
1√
x− a

pro x > a .

Pak F (x) = 2
√
x− a je na (a, b) primitivńı k f a vid́ıme, že f ∈ N (a, b). Ovšem

f 6∈ R(a, b), protože f neńı omezená (tvrzeńı 2.1.11). 2

Úloha 2.5.6. Zd̊uvodněte jednotlivé kroky hořeǰśıho výpočtu dokazuj́ıćıho rov-
nost hodnot Newtonova a Riemannova integrálu přes R.
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Tvrzeńı 2.5.7 (linearita a aditivita). Pro a, b ∈ R∗ s a < b předpokládejme,

že integrály (N)
∫ b
a
f and (N)

∫ b
a
g existuj́ı. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Pro každé α, β ∈ R má funkce h = αf + βg Newton̊uv integrál přes (a, b)
a

(N)

∫ b

a

h = α · (N)

∫ b

a

f + β · (N)

∫ b

a

g .

2. Pro každé c ∈ (a, b) integrály (N)
∫ c
a
f a (N)

∫ b
c
f existuj́ı a

(N)

∫ b

a

f = (N)

∫ c

a

f + (N)

∫ b

c

f .

Důkaz. 1. Když F a G jsou na (a, b) primitivńı po řadě k f a g, pak αF + βG
je na (a, b) primitivńı k αf + βg. Pak použijeme linearitu funkčńı limity v a+ a
v b−.

2. Je-li F na (a, b) primitivńı k f , je (přesněji, jej́ı zúžeńı) primitivńı k

(zúžené) f také na (a, c) a na (c, b). Integrály (N)
∫ c
a
f a (N)

∫ b
c
f existuj́ı,

protože
lim
x→c+

F (x) = lim
x→c−

F (x) = F (c)

d́ıky spojitosti F v c. Rovněž F (b−) − F (a+) = (F (b−) − F (c+)) + (F (c−) −
F (a+)), což dává uvedenou rovnost. 2

Věta 2.5.8 (Fubiniova pro kvadrant). Necht’ c > 0 je konstanta a

f = f(x, y) : [0, +∞)× [0, +∞)→ R

je taková spojitá funkce, že

|f(x, y)| ≤ cmax(x, y)−3 ,

kdykoli max(x, y) ≥ 1. Pak následuj́ıćı dva iterované Newtonovy integrály exis-
tuj́ı a rovnaj́ı se:

(N)

∫ +∞

0

(
(N)

∫ +∞

0

f(x, y) dy

)
dx = (N)

∫ +∞

0

(
(N)

∫ +∞

0

f(x, y) dx

)
dy .

Důkaz. Pro y, b > 0 definujeme I(y, b) = (N)
∫ b

0
f(x, y) dx, tento integrál exis-

tuje d́ıky Důsledku ??. Ukážeme, že druhý iterovaný Newton̊uv integrál existuje.
For any fixed y > 0 and any b′ > b ≥ 1,

|I(y, b′)− I(y, b)| =
∣∣∣∣(N)

∫ b′

b

f(x, y) dx

∣∣∣∣ ≤ (N)

∫ b′

b

cx−3 dx < cb−2
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(part 2 of Proposition ??, Proposition ??, and the assumption) and the integral

I(y) := (N)

∫ +∞

0

f(x, y) dx = lim
b→+∞

I(y, b)

(Proposition ??) exists by the Cauchy condition for limits of functions at +∞.
In the rest of the proof we mostly omit references to the applied properties of
the (N)

∫
from Section 2, the reader will easily identify them. It follows that

I : [0,+∞) → R is continuous: for fixed y, y′ > 0 with small enough |y − y′|,
for bounded x > 0 the quantity |f(x, y) − f(x, y′)| is as small as we need by
uniform continuity of f on compact sets, and for the remaining x the quantity
|f(x, y) − f(x, y′)| goes rapidly to 0 as x → +∞ by the assumption. Thus

(N)
∫ b

0
I(y) exists for any b > 0 by Corollary ??. For y ≥ 1 we have the bound

|I(y)| ≤ (N)

∫ y

0

cy−3 dx+ (N)

∫ +∞

y

cx−3 dx < 2cy−2 .

To show the existence of (N)
∫ +∞

0
I(y) we again check the Cauchy condition for

b→ +∞: if b′ > b ≥ 1 then∣∣∣∣(N)

∫ b′

b

I(y)

∣∣∣∣ ≤ (N)

∫ b′

b

2cy−2 < 2cb−1 → 0, b→ +∞ .

Thus the second iterated Newton integral exists. So does the first one, by the
symmetric argument with exchanged x and y.

To prove the equality, we approximate the second iterated Newton integral
A by the integral

A(b) := (N)

∫ b

0

(
(N)

∫ b

0

f(x, y) dx

)
dy, b ≥ 1 .

The tail of the inner integral in A is

|I(y)− I(b, y)| =
∣∣∣∣(N)

∫ +∞

b

f(x, y) dx

∣∣∣∣ ≤ (N)

∫ +∞

b

cx−3 dx < cb−2 .

Thus

|A−A(b)| =

∣∣∣∣(N)

∫ b

0

I(y) + (N)

∫ +∞

b

I(y)− (N)

∫ b

0

I(b, y) dy

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣(N)

∫ b

0

(I(y)− I(b, y)) dy

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(N)

∫ +∞

b

I(y) dy

∣∣∣∣
≤ (N)

∫ b

0

cb−2 dy + (N)

∫ +∞

b

2cy−2 dy = 3cb−1 .

For the first iterated Newton integral B and

B(b) := (N)

∫ b

0

(
(N)

∫ b

0

f(x, y) dy

)
dx, b ≥ 1 ,
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we get by the symmetric argument with exchanged x and y the same bound
|B −B(b)| ≤ 3cb−1. By Theorem ??, B(b) = A(b) for every b > 0. Sending b to
+∞ we get B = A, the two iterated Newton integrals are equal. 2

2.6 Aplikace integrál̊u

Abel̊uv součtový vzorec. Dva d̊ukazy Stirlingovy formule.

Pro posloupnost (an) = (a1, a2, . . . ) ⊂ R zavedeme funkci

A = A(x) : [0, +∞)→ R, A(x) =
∑
n≤x

an ,

j́ıž se někdy ř́ıká sumatorńı (součtová) funkce posloupnosti (an). Podle defi-
nice má na intervalu [0, 1) konstantńı hodnotu 0, na intervalu [1, 2) konstantńı
hodnotu a1, na intervalu [2, 3) konstantńı hodnotu a1 + a2, a tak dál.

Věta 2.6.1 (Abel̊uv součtový vzorec). Necht’ f : [0, +∞) → R je spojitě
diferencovatelná funkce a (an) ⊂ R je posloupnost. Pak pro každé reálné x ≥ 0
plat́ı rovnost∑

n≤x

anf(n) = A(x)f(x)− (R)

∫ x

0

A(t)f ′(t) = A(x)f(x)−
∫ x

0

A(t)f ′(t) .

Důkaz. Podle předpoklad̊u je integrand A(t)f ′(t) funkce, jež je na intervalu
[0, x] omezená a nespojitá nejvýše v celých č́ıslech. Jej́ı Riemann̊uv integrál
existuje podle věty ??. Rovnost dokážeme aditivńım rozkladem integrálu podle
tvrzeńı ??. Necht’ m = bxc ∈ N0. Pak

A(x)f(x)−
∫ x

0

A(t)f ′(t) = A(x)f(x)−
∫ x

m

A(t)f ′(t)−
m−1∑
n=0

∫ n+1

n

A(t)f ′(t)

= A(x)f(x)−A(m)(f(x)− f(m))−

−
m−1∑
n=0

A(n)(f(n+ 1)− f(n))

=
m∑
n=1

(A(n)−A(n− 1))f(n) =
∑
n≤x

anf(n) .

V prvńım kroku jsme použili tvrzeńı ??. Ve druhém konstantnost A(t) na inter-
valech [m,x] a [n, n+1), tvrzeńı ?? a větu ??. Třet́ı je založený na vlastnostech
sč́ıtáńı a násobeńı. 2
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Věta 2.6.2 (Stirlingova formule). Pro n ∈ N a jdoućı do∞ máme asympto-
tiku

n! =

n∏
i=1

i = (1 + o(1))
√

2πn
(n
e

)n
, to jest lim

n→∞

n!√
2πn

(
n
e

)n = 1 ,

přičemž π = 3.14159 . . . a e = 2.71828 . . . jsou všeobecně známé konstanty.

S výraznou pomoćı integrál̊u větu dvěma zp̊usoby dokážeme.
Prvńı d̊ukaz využ́ıvá následuj́ıćı vyjádřeńı faktoriálu integrálem.

Tvrzeńı 2.6.3 (1. vyjádřeńı n! integrálem). Existuje konstanta c ∈ R, že
pro (všechna) n ∈ N je

log(n!) =

∫ n+ 1
2

1
2

log x+ c+O(1/n) .

Důkaz. Nejprve dokážeme, že pro m ∈ N je∫ m+ 1
2

m− 1
2

log x = logm+O(m−2) .

Necht’ m ≥ 2. Integrál se rovná[
x log x− x

]m+ 1
2

m− 1
2

= (m+ 1/2) log(m+ 1/2)− (m+ 1/2)−

− (m− 1/2) log(m− 1/2) + (m− 1/2)

= m log

(
m+ 1/2

m− 1/2

)
+ (1/2) log(m2 − 1/4)− 1

= logm+m log
(

1 +
(
m− 1

2

)−1
)

+ 1
2 log

(
1− 1

4m2

)
− 1 .

Posledńı tři sč́ıtance dohromady skutečně dávaj́ı, d́ıky rozvoji log(1 + x) =
x− x2/2 +O(x3) pro |x| ≤ 2

3 (viz Taylorovy řady v MA I [5]),

m

m− 1/2
− m

2(m− 1/2)2
+O(m−2) +O(m−2)− 1

=
2m(m− 1/2)−m− 2(m− 1/2)2

2(m− 1/2)2
+O(m−2)

=
−1/2

2(m− 1/2)2
+O(m−2) = O(m−2) .

Dı́ky linearitě integrálu vzhledem k integračńım meźım

log(n!) =

n∑
m=1

logm =

n∑
m=1

(∫ m+ 1
2

m− 1
2

log x+O(m−2)

)

=

∫ n+ 1
2

1
2

log x+

n∑
m=1

O(m−2) .
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A jsme hotovi, podle úlohy 2.6.4

n∑
m=1

O(m−2) =

∞∑
m=1

O(m−2)−
∞∑

m=n+1

O(m−2) = c+O(1/n)

pro nějaké c ∈ R. 2

Úloha 2.6.4. Ověřte, že řada
∑∞
m=1O(m−2) konveguje a že jej́ı n-tý zbytek je

řádu O(1/n).

Tedy, opět d́ıky rozvoji log(1 + x) = x+O(x2) pro |x| ≤ 1
2 ,

log(n!) =

∫ n+ 1
2

1
2

log x+ c+O(1/n) =
[
x log x− x

]n+ 1
2

1
2

+ c+O(1/n)

= (n+ 1/2) log(n+ 1/2)− n+ c0 +O(1/n)

= (n+ 1/2)(log n+ log(1 + 1/2n))− n+ c0 +O(1/n)

= (n+ 1/2) log n− n+ 1/2 +O(1/n) +O(1/n) + c0 +O(1/n)

= (n+ 1/2) log n− n+ c1 +O(1/n) ,

kde jsme cestou v ci posb́ırali r̊uzné konstantńı př́ıspěvky. Odlogaritmováńı s
pomoćı úlohy 2.6.5 dává

n! = exp(log(n!)) =
nn+1/2

en
ec1eO(1/n) = (1 +O(1/n)) c2

√
n
(n
e

)n
,

kde c2 = ec1 > 0 (protože exponenciála má jen kladné hodnoty).

Úloha 2.6.5. Dokažte, že pro |∆| ≤ 1 je e∆ = 1 +O(∆).

Věta 2.6.2 tak už je nap̊ul dokázaná, zbývá ovšem odvodit rovnost

c2 =
√

2π .

Zbývaj́ıćı druhá polovina prvńıho d̊ukazu je možná ještě zaj́ımavěǰśı než
prvńı, nebot’ v ńı integrály vystupuj́ı celkem překvapivým zp̊usobem.

Tvrzeńı 2.6.6 (Wallis̊uv
∫

). Pro n ∈ N0 označ́ıme

Wn =

∫ π/2

0

(cosx)n (> 0) .

Pak W0 = π/2, W1 = 1,

Wn =
n− 1

n
Wn−2 pro n ≥ 2 a lim

n→∞

Wn−1

Wn
= 1 .
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Důkaz. W0 =
∫ π/2

0
1 = π/2, W1 = [sinx]

π/2
0 = sin(π/2) − sin 0 = 1, W2 jsme

v́ıceméně spoč́ıtali v př́ıkladu 1.1.23 a pro n ≥ 2 za pomoci integrace per partes
a rovnosti sin2 x = 1− cos2 x spoč́ıtáme

Wn =

∫ π/2

0

(sinx)′(cosx)n−1 =
[
(sinx)(cosx)n−1

]π/2
0

+

+ (n− 1)

∫ π/2

0

(sinx)2(cosx)n−2

= 0− 0 + (n− 1)Wn−2 − (n− 1)Wn

a máme uvedenou rekurenci. Pro n ∈ N0 a x ∈ [0, π/2] patrně 0 ≤ cosn x ≤
cosn−1 x, přičemž pro x 6= 0, π/2 plat́ı dokonce ostré nerovnosti. Tedy Wn <
Wn−1 < Wn−2 a pro n→∞

1 <
Wn−1

Wn
<
Wn−2

Wn
=

n

n− 1
→ 1, a proto i

Wn−1

Wn
→ 1 .

2

Rekurenci pro Wn snadno vyřeš́ıme a pro n ∈ N dostaneme

W2n =
(2n− 1)(2n− 3) . . . 1

2n(2n− 2) . . . 2
W0 =

(2n)!

(2nn!)2
· π

2

a

W2n+1 =
2n(2n− 2) . . . 2

(2n+ 1)(2n− 1) . . . 3
W1 =

(2nn!)2

(2n+ 1)!
.

Pro n→∞ využijeme limitu v posledńım tvrzeńı a již dokázanou asymptotiku
n! ∼ c2

√
n(n/e)n a spoč́ıtáme

1 ∼ W2n

W2n+1
=

(2n+ 1)(2n)!2

(2nn!)4
· π

2

∼ 2n · c22 · 2n · (2n/e)4n

24n · c42 · n2 · (n/e)4n
· π

2
=

2π

c22
.

Odtud c2 =
√

2π a prvńı d̊ukaz věty 2.6.2 je dokončen. 2

Pro druhý d̊ukaz věty 2.6.2 použijeme jiné vyjádřeńı faktoriálu integrálem.
Daľśı dvě taková vyjádřeńı jsou uvedena v poznámkách v odd́ılu 2.9.

Tvrzeńı 2.6.7 (2. vyjádřeńı n! integrálem). Pro každé n ∈ N0 se

n! =

∫ +∞

0

e−xxn .
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Důkaz. Uvedený integrál označ́ıme jako In. Pak I0 = [−e−x]+∞0 = 0−(−1) = 1
a pro n > 0 spoč́ıtáme per partes (tvrzeńı ??)

In =

∫ +∞

0

(−e−x)′xn = [−e−xxn]+∞0 + n

∫ +∞

0

e−xxn−1 = 0− 0 + nIn−1 .

Indukce dává In = n!. 2

Maximum integrandu je v x = n. Substitućı x = n(1+y) ho posuneme do y = 0
a pro n! tak dostaneme ještě lepš́ı integrálńı vyjádřeńı

n! =

∫ +∞

0

e−xxn dx = e−nnn+1

∫ +∞

−1

(
e−y(1 + y)

)n
dy .

Lehce se vid́ı (úloha 2.6.8), že nezáporná funkce e−y(1 + y) na [−1, 0] roste z 0
do 1 a na [0,+∞) klesá z 1 do 0+. Asymptotiku tohoto integrálu pro n → ∞
najdeme rozkladem integračńıho intervalu na dva okraje a prostředek [−δ, δ],
přičemž δ > 0 a vhodně jde k 0 s n→∞, a dále pomoćı rozvoje

e−y(1 + y) = e−y+log(1+y) = e−y
2/2+y3/3−y4/4+... = e−y

2/2ey
3/3−y4/4+...

= e−y
2/2
(
1 +O(y3)

)
, |y| ≤ 1/2

(viz úloha 2.6.5).

Úloha 2.6.8. Ověřte uvedené intervaly monotonie funkce e−y(1 + y).

Tvrzeńı 2.6.9 (Laplaceova metoda). Necht’ δ : N → (0, 1) je posloupnost
jdoućı k 0 s n→∞ alespoň tak rychle, že nδ3 = nδ(n)3 → 0. Necht’ dále

J1 =

∫ −δ
−1

(
e−y(1 + y)

)n
, J2 =

∫ +∞

δ

(
e−y(1 + y)

)n
, J3 =

∫ +∞

−∞
e−ny

2/2

a

J4 =

∫ +∞

δ

e−ny
2/2 .

Potom pro n ∈ N je∫ +∞

−1

(
e−y(1 + y)

)n
=
(
1 +O(nδ3)

)
(J3 − 2J4) + J1 + J2 .

Důkaz. Rozkladu [−1,+∞) = [−1,−δ] ∪ [δ,+∞) ∪ [−δ, δ] odpov́ıdaj́ı sč́ıtance
J1, J2 a sč́ıtanec∫ δ

−δ

(
e−y(1 + y)

)n
=

∫ δ

−δ
e−ny

2/2
(
1 +O(y3)

)n
=

(
1 +O(nδ3)

) ∫ δ

−δ
e−ny

2/2 (úloha 2.6.10)

=
(
1 +O(nδ3)

)
(J3 − 2J4) .

2
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Úloha 2.6.10. Proč plat́ı, že∫ δ

−δ
e−ny

2/2
(
1 +O(y3)

)n
dy =

(
1 +O(nδ3)

) ∫ δ

−δ
e−ny

2/2 dy ?

2.7 Henstock̊uv–Kurzweil̊uv integrál

2.8 Lebesgue̊uv integrál

2.9 Poznámky a daľśı úlohy

Odd́ıl 2.3. Tento odd́ıl jsem sepsal podle 11. kapitoly knihy [22] V. A. Zoricha.
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Kapitola 3

Diferenciálńı počet funkćı
v́ıce proměnných

Ćılem této kapitoly je zobecnit nutnou podmı́nku pro nabýváńı extrému funk-
cemi jedné reálné proměnné na funkce několika reálných proměnných. Odd́ıl 3.1
zobecňuje operaci derivace a v navazuj́ıćım odd́ılu 3.2 uvedeme a dokážeme
nutné podmı́nky pro to, aby funkce v́ıce proměnných měla v daném bodě lokálńı
extrém.

3.1 Diferenciál a parciálńı derivace

Rm jako vektorový prostor se skalárńım součinem, normou a vzdálenost́ı. Koule
a otevřené množiny.

Necht’ m ∈ N. Nejprve si zopakujeme, jaké struktury lineárńı algebry a topo-
logie nese m-rozměrný euklidovský prostor Rm, složený ze všech uspořádaných
m-tic x = (x1, x2, . . . , xm) reálných č́ısel xi. Předně jde o m-rozměrný vektorový
prostor nad tělesem skalár̊u R. Podrobněji to znamená následuj́ıćı.

1. Vzhledem k binárńı operaci x+ y sč́ıtáńı vektor̊u,

(x1, x2, . . . , xm) + (y1, y2, . . . , ym) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xm + ym)

— prvńı + definujeme, ta daľśı označuj́ı dané sč́ıtáńı v R, tvoř́ı (Rm,+)
komutativńı grupu (úloha 3.1.1).

2. Pro každé α ∈ R je na Rm dána unárńı operace αx skalárńıho násobeńı
(vektoru x ∈ Rm skalárem α ∈ R)

αx = α(x1, x2, . . . , xm) = (αx1, αx2, . . . , αxm) .

Tyto operace splňuj́ı pro každé α, β ∈ R a x, y ∈ Rm požadavky (úloha 3.1.2)
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(a) (αβ)x = α(βx),

(b) 1x = x,

(c) α(x+ y) = (αx) + (βx) = αx+ βx a

(d) (α+ β)x = αx+ βx.

Úloha 3.1.1. Dokažte, že (Rm,+) je komutativńı grupa.

Úloha 3.1.2. Popǐste operace vyskytuj́ıćı se v požadavćıch (a)–(d) a dokažte
tyto rovnice.

Úloha 3.1.3. Dokažte daľśı dvě vlastnosti skalárńıho násobeńı:

(−1)x = −x a 0x = 0 .

Zde −1, 0 ∈ R, −x je aditivńı inverz prvku x v grupě (Rm,+) a 0 je neutrálńı
prvek grupy (Rm,+). Uved’te vždy dva d̊ukazy: jeden z definice konkrétńıho
skalárńı násobeńı na Rm výše a druhý odvozeńım z požadavk̊u (a)–(d).

Důležitou funkci dvou proměnných definovanou na vektorovém prostoru Rm
představuje skalárńı součin vektor̊u

〈·, ·〉 : Rm × Rm → R, 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xmym .

Ten má pro každé α, β ∈ R a x, y, z ∈ Rm tyto vlastnosti:

1. 〈x, x〉 ≥ 0 a rovnost nastává právě a jen pro x = 0,

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 a

3. 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉.

Úloha 3.1.4. Dokažte tyto tři vlastnosti skalárńıho součinu vektor̊u v Rm.

Skalárńım součinem měř́ıme úhel mezi vektory v Rm, ale také pomoćı něj
měř́ıme jejich velikosti a vzdálenosti mezi nimi. Definujeme (euklidovskou) normu
jako zobrazeńı

‖ · ‖ : Rm → R, ‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m .

Vlastnosti normy (a ∈ R, x, y ∈ Rm):

1. ‖x‖ ≥ 0 a ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 = (0, 0, . . . , 0),

2. ‖ax‖ = |a| · ‖x‖ a

3. plat́ı trojúhelńıková nerovnost ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Úloha 3.1.5. Dokažte tyto tři vlastnosti normy vektor̊u v Rm.
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Z normy už lehce odvod́ıme (euklidovskou) vzdálenost

d : Rm × Rm → R

mezi dvěma body či vektory x, y ∈ Rm:

d(x, y) = ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xm − ym)2 .

Vlastnosti vzdálenosti (x, y, z ∈ Rm):

1. d(x, y) ≥ 0 a d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x) a

3. plat́ı trojúhelńıková nerovnost d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Úloha 3.1.6. Dokažte tyto tři vlastnosti vzdálenosti mezi body v Rm.

Zobecńıme z R na Rm δ-okoĺı bod̊u a otevřené množiny (viz MA I [5]).

Definice 3.1.7 (koule, otevřená množina a okoĺı). Pro s ∈ Rm a kladné
r ∈ R (otevřenou) kouĺı (v Rm, se středem s a poloměrem r) rozumı́me množinu

B(s, r) = {x ∈ Rm | d(s, x) = ‖x− s‖ < r} .

Množina M ⊂ Rm je otevřená, pokud pro každý jej́ı bod a ∈M existuje poloměr
r > 0, že B(a, r) ⊂ M . Pro a ∈ Rm a U ⊂ Rm o množině U řekneme, že je
okoĺım bodu a, když a ∈ U a U je otevřená.

Úloha 3.1.8. Ověřte, že pro m = 1 je B(a, δ) = U(a, δ) a že otevřené množiny
v R1 = R jsou tytéž jako ty definované v MA I [5].

Úloha 3.1.9. Dokažte, že každá koule v Rm je otevřená množina.

Úloha 3.1.10. Dokažte, že otevřené množiny v Rm maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

1. Množiny ∅ a Rm jsou otevřené.

2. Jsou-li A,B ⊂ Rm otevřené, je i pr̊unik A ∩B otevřená množina.

3. Je-li Ai ⊂ Rm, i ∈ I, systém otevřených množin, je i sjednoceńı
⋃
i∈I Ai

otevřená množina.

Budeme pracovat s funkcemi

f : M → R, f = f(x1, x2, . . . , xm) ,

definovanými na podmnožinách M ⊂ Rm, které budou většinou otevřené, nebo
obecněji se zobrazeńımi

f : M → Rn, M ⊂ Rm, f = (f1, f2, . . . , fn) ,

kde fi = fi(x1, x2, . . . , xm) jsou souřadnicové funkce. Než začneme s derivacemi,
zobecńıme spojitost funkce z jedné na v́ıce proměnných.
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Definice 3.1.11 (spojitost funkćı a zobrazeńı). Je-li U ⊂ Rm okoĺı bodu
a, nazveme funkci f : U → R spojitou v a, když

∀ ε > 0 ∃δ > 0 : ‖x− a‖ < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε .

Stejně se definuje spojitost zobrazeńı f : U → Rn, jen absolutńı hodnota |f(x)−
f(a)| (což je norma v R1) se nahrad́ı normou ‖f(x)−f(a)‖ v Rn. Funkci f : U →
R či zobrazeńı f : U → Rn nazveme spojitými (na U), jsou-li spojité v každém
bodu otevřené množiny U ,

Definice 3.1.12 (směrová derivace). Necht’ f : U → R je funkce definovaná
na okoĺı U ⊂ Rm bodu a. Jej́ı směrovou derivaćı v a ve směru v ∈ Rm\{0}
rozumı́me limitu

Dvf(a) := lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
,

existuje-li.

Představme si U jako oblast v tř́ırozměrném prostoru, v ńıž funkce f měř́ı
teplotu a kterou prolétává nějaká částice. Směrová derivace Dvf(a) pak udává
okamžitou změnu teploty částice ve chv́ıli, kdy se nalézá v bodu a a má vektor
rychlosti v.

Následuje d̊uležitá definice parciálńı derivace funkce několika proměnných —
celá fyzika je založena na rovnićıch pro parciálńı derivace r̊uzných funkćı.

Definice 3.1.13 (parciálńı derivace). Necht’ f : U → R je funkce definovaná
na okoĺı U ⊂ Rm bodu a. Jej́ı parciálńı derivace v bodě a podle proměnné
xi je směrová derivace Deif(a) pro i-tý vektor kanonické báze ei, tedy ei =
(0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . , 0) má na i-tém mı́stě 1 a jinde nuly. Znač́ı se jako

∂f

∂xi
(a) .

Explicitně napsáno,

∂f

∂xi
(a) = lim

h→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , am)− f(a1, a2, . . . , am)

h
.

Úloha 3.1.14. Ověřte, že pro m = 1 a funkci f = f(x1) jedné proměnné je

∂f

∂x1
= f ′(x1) .

Definice 3.1.15 (gradient funkce). Necht’ f : U → R je funkce definovaná
na okoĺı U ⊂ Rm bodu a, která má v a parciálńı derivaci podle každé z m
proměnných. Vektor jejich hodnot nazýváme gradientem funkce f v a. Znač́ıme
ho jako

∇f(a) := ( ∂f∂x1
(a), ∂f

∂x2
(a), . . . , ∂f

∂xm
(a)) .

85



Zobecńıme lineárńı aproximaci f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ o(h) funkce f(x)
jedné proměnné na zobrazeńı s n souřadnicovými funkcemi o m proměnných.

Definice 3.1.16 (diferenciál). Necht’ f : U → Rn je zobrazeńı definované na
okoĺı U ⊂ Rm bodu a. Řekneme, že f má v a diferenciál nebo že f je v a
diferencovatelné, když existuje takové lineárńı zobrazeńı L : Rm → Rn, že

lim
‖h‖→0

‖f(a+ h)− f(a)− L(h)‖
‖h‖

= 0

— pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že když h ∈ Rm splňuje a + h ∈ U a
0 < ‖h‖ < δ, pak ‖f(a + h) − f(a) − L(h)‖ < ε‖h‖. Diferenciálem zobrazeńı f
v a pak rozumı́me lineárńı zobrazeńı L a jeho hodnotu ve vektoru h ∈ Rm pak
znač́ıme

Df(a)(h) = L(h) .

Norma ve jmenovateli předchoźıho zlomku se bere v Rm a norma v čitateli v
Rn. Směrová a parciálńı derivace jsou pouhá č́ısla, kdežto diferenciál je objekt
vyšš́ıho řádu, lineárńı zobrazeńı.

Úloha 3.1.17. Co je diferenciál v bodě a ∈ R pro funkci jedné proměnné f(x)?

Směrová derivace, parciálńı derivace a diferenciál funkce f v bodu a dávaj́ı
lokálńı aproximace f pobĺıž a lineárńı funkćı:

f(a+ tv) = f(a) + Dvf(a) · t+ o(t), t→ 0 ,

f(a+ tei) = f(a) +
∂f

∂xi
(a) · t+ o(t), t→ 0 ,

f(a+ h) = f(a) + Df(a)(h) + o(‖h‖), ‖h‖ → 0 .

V prvńıch dvou vztaźıch je t reálné č́ıslo jdoućı k nule a aproximace plat́ı pouze
pro argumenty funkce na př́ımce jdoućı bodem a ve směru v, resp. ve směru i-té
souřadnicové osy. Ve třet́ım vztahu h prob́ıhá body Rm a aproximace plat́ı pro
všechny argumenty funkce v okoĺı bodu a. Diferencovatelnost funkce či zobrazeńı
je silněǰśı vlastnost než existence směrových nebo parciálńıch derivaćı, z nichž
neplyne ani spojitost v daném bodě.

Př́ıklad 3.1.18. Uvažme funkci

f = f(x, y) : R2 → R

definovanou jako f(x, y) = 1 pokud xy = 0 a f(x, y) = 0 jinde. Jak je to s jej́ımi
parciálńımi derivacemi a spojitost́ı v 0 = (0, 0)?

Protože má f libovolně bĺızko u počátku hodnoty 0 i hodnoty 1, neńı tam
spojitá. Má ale v počátku obě parciálńı derivace, podle x i podle y, a obě rovné
0. Funkce je totiž na souřadnicových osách konstantně rovná 1. 2
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Př́ıklad 3.1.19. Spoč́ıtejme parciálńı derivace funkce

f = f(x, y, z) = x3y sin(yz) + x log z : R3 → R .

Proměnné r̊uzné od té, podle které parciálně derivujeme, bereme jako konstanty.
Vystač́ıme proto s pravidly a postupy pro derivováńı funkćı jediné proměnné.
Pro naši funkci tak máme

∂f

∂x
= 3x2y sin(yz) + log z ,

∂f

∂y
= x3(sin(yz) + zy cos(yz)) a

∂f

∂z
= x3y2 cos(yz) + x/z .

2

Úloha 3.1.20. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1.21 (vlastnosti diferenciálu). Necht’

f = (f1, f2, . . . , fn) : U → Rn

je zobrazeńı definované na okoĺı U ⊂ Rm bodu a. Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Když diferenciál zobrazeńı f v a existuje, je určený jednoznačně.

2. Zobrazeńı f je diferencovatelné v a, právě když jeho každá souřadnicová
funkce fi je diferencovatelná v a.

3. Když je zobrazeńı f diferencovatelné v a, potom je f v a spojité.

Tvrzeńı 3.1.22 (diferenciál ⇒ ∂). Když je funkce f : U → R, U ⊂ Rm je
okoĺı bodu a, diferencovatelná v a, pak má v a všechny parciálńı derivace a jejich
hodnoty diferenciál určuj́ı:

Df(a)(h) =
∂f

∂x1
(a) · h1 +

∂f

∂x2
(a) · h2 + · · ·+ ∂f

∂xm
(a) · hm

= 〈∇f(a), h〉

— hodnota diferenciálu funkce f v h se dostane jako skalárńı součin vektor̊u h
a gradientu f v a. Funkce f pak má v a též všechny směrové derivace a plat́ı
vztah

Dvf(a) = Df(a)(v) .

Důkaz. Z linearity diferenciálu L = Df(a) máme

L(h) = L(h1e1 + h2e2 + · · ·+ hmem) = L(e1)h1 + · · ·+ L(em)hm ,
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kde ei je i-tý vektor kanonické báze. Dı́ky aproximaci f(a+tei) = f(a)+L(tei)+
o(‖tei‖) pro t→ 0, plynoućı z diferencovatelnosti f v a, máme

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= lim
t→0

L(tei) + o(‖tei‖)
t

= lim
t→0

tL(ei) + o(|t|)
t

= L(ei) + lim
t→0

o(|t|)
t

= L(ei) ,

a tak L(ei) = ∂f
∂xi

(a). To dává vyjádřeńı diferenciálu parciálńımi derivacemi.

Necht’ v ∈ Rm je nenulový vektor. Opět

Dvf(a) = lim
t→0

f(a+ tv)− f(a)

t
= lim
t→0

L(tv) + o(‖tv‖)
t

= lim
t→0

tL(v) + o(|t| · ‖v‖)
t

= L(v) + lim
t→0

o(|t| · ‖v‖)
t

= L(v) = Df(a)(v) .

2

Jak známo, dané lineárńı zobrazeńı L : Rm → Rn je popsáno matićı rozměru
n×m a hodnota L(h) se dostane maticovým násobeńım:

L(h) =


L(h)1

L(h)2

...
L(h)n

 =


l1,1 l1,2 . . . l1,m
l2,1 l2,2 . . . l2,m
...

... · · ·
...

ln,1 ln,2 . . . ln,m




h1

h2

...
hm


pro nějaké koeficienty li,j ∈ R. Je-li L diferenciál f v a, má podle tvrzeńı 3.1.22
tato matice v i-tém řádku gradient souřadnicové funkce fi v bodě a:

li, j =
∂fi
∂xj

(a) .

Důsledek 3.1.23 (Jacobiho matice). Necht’ U ⊂ Rm je okoĺı bodu a, na
němž je definované zobrazeńı

f : U → Rn ,

které je diferencovatelné v a. Diferenciál zobrazeńı f v a, kde f má souřadnicové
funkce f = (f1, f2, . . . , fn), je pak dán takzvanou Jacobiho matićı zobrazeńı f v
bodě a:

(
∂fi
∂xj

(a)

)n,m
i,j=1

=


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xm

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xm

(a)
...

... · · ·
...

∂fn
∂x1

(a) ∂fn
∂x2

(a) . . . ∂fn
∂xm

(a)

 .
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Je-li Jacobiho matice čtvercová, jej́ı determinant se nazývá jakobián.

Věta 3.1.24 (∂ ⇒ diferenciál). Necht’ U ⊂ Rm je okoĺı bodu a ∈ Rm. Má-li
funkce f : U → R na U všechny parciálńı derivace a ty jsou v bodě a spojité, pak
je f v bodě a diferencovatelná.

Důkaz. Omeźıme se na př́ıpad m = 2 dvou proměnných x, y a bod a =
0 = (0, 0), pro v́ıce proměnných se postupuje podobně (úloha 3.1.25). Rovněž
můžeme předpokládat, že U ⊂ R2 je koule (tedy otevřený kruh) se středem v
počátku. Necht’ h = (h1, h2) ∈ U a h′ = (h1, 0). Př́ır̊ustek f(h)− f(0) naṕı̌seme
pomoćı př́ır̊ustk̊u ve směrech obou souřadnicových os:

f(h)− f(0) = (f(h)− f(h′)) + (f(h′)− f(0)) .

Úsečky h′h a 0h′ obě lež́ı v U , funkce f je na nich definovaná a na prvńı úsečce
záviśı pouze na proměnné y a na druhé jen na x. Pro obě úsečky a funkci f
použijeme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě (pro funkce jedné proměnné),
viz MA I [5]:

f(h)− f(0) =
∂f

∂y
(ζ2) · h2 +

∂f

∂x
(ζ1) · h1 ,

kde ζ2 (resp. ζ1) je nějaký vnitřńı bod úsečky h′h (resp. 0h′). Body ζ1 a ζ2 lež́ı
v kouli B(0, ‖h‖). Dı́ky spojitosti obou parciálńıch derivaćı v počátku máme

∂f

∂y
(ζ2) =

∂f

∂y
(0) + α(ζ2) a

∂f

∂x
(ζ1) =

∂f

∂x
(0) + β(ζ1) ,

kde α(h) i β(h) je o(1) pro h → 0 (tj. pro každé ε > 0 máme δ > 0, že
‖h‖ < δ ⇒ |α(h)| < ε · 1 = ε a totéž pro β(h)). Tedy

f(h)− f(0) =
∂f

∂y
(0) · h2 +

∂f

∂x
(0) · h1 + α(ζ2)h2 + β(ζ1)h1 .

Z trojúhelńıkové nerovnosti a nerovnost́ı 0 < ‖ζ1‖, ‖ζ2‖ < ‖h‖ a |h1|, |h2| ≤ ‖h‖
plyne, že když ‖h‖ < δ, tak

|α(ζ2)h2 + β(ζ1)h1| ≤ |α(ζ2)| · ‖h‖+ |β(ζ1)| · ‖h‖ ≤ 2ε‖h‖ .

Tedy α(ζ2)h2+β(ζ1)h1 = o(‖h‖) pro h→ 0. Podle definice diferenciálu je funkce
f diferencovatelná v počátku. 2

Úloha 3.1.25. Rozmyslete si, jak se předchoźı věta dokáže pro obecnou funkci
s v́ıce než dvěma proměnnými.

Zobecńıme Lagrangeovu větu o středńı hodnotě na funkce v́ıce proměnných.

Tvrzeńı 3.1.26 (Lagrange pro funkce v́ıce proměnných). Necht’ u = ab
je úsečka s koncovými body a 6= b, jež lež́ı v otevřené množině U ⊂ Rm, a

f : U → R
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je funkce, jež je spojitá v každém bodě u a má v každém vnitřńım bodě u dife-
renciál. Pak pro nějaký vnitřńı bod ζ úsečky u plat́ı, že

f(b)− f(a) = Df(ζ)(b− a)

— rozd́ıl hodnot funkce f na konćıch úsečky u se rovná hodnotě diferenciálu
funkce f pro nějaký vnitřńı bod ζ úsečky u na směrovém vektoru úsečky u.

Důkaz. Uváž́ıme funkci

F (t) = f(a+ t(b− a)) : [0, 1]→ R .

Ta je patrně spojitá na [0, 1] a jej́ı derivace v bodě t ∈ (0, 1) je

F ′(t) = lim
h→0

F (t+ h)− F (t)

h

= lim
h→0

f(a+ (t+ h)(b− a))− f(a+ t(b− a))

h

= lim
h→0

Df(a+ t(b− a))(h(b− a)) + o(‖h(b− a)‖)
h

= Df(a+ t(b− a))(b− a) .

Klasická Lagrangeova věta o středńı hodnotě pak pro F (t) a interval [0, 1] přesně
dává se ζ = a+ t(b− a), 0 < t < 1, co se tvrd́ı. 2

Řekneme, že dva (r̊uzné) body a, b ∈M ⊂ Rm lze spojit v M lomenou čarou,
existuje-li taková posloupnost úseček s1, s2, . . . , sn ⊂ M , že a je konec s1, b je
konec sn, a lež́ı pouze v úsečce s1, b pouze v sn a pro každé i = 1, 2, . . . , n− 1
je si ∩ si+1 společný konec obou úseček.

Úloha 3.1.27. Dokažte, že a, b ∈M lze spojit v M lomenou čarou, právě když
existuje (spojité) po částech lineárńı zobrazeńı f : [0, 1] → Rm, jehož obraz je
obsažený v M , f(0) = a a f(1) = b.

Úloha 3.1.28. Ukažte, že když přidáme požadavek, aby si ∩ sj = ∅ pro každé
1 ≤ i, j ≤ n s |i−j| ≥ 2, dostaneme ekvivalentńı definici spojováńı bod̊u lomenou
čarou v rámci možiny.

Definice 3.1.29 (souvislost otevřených množin). Otevřenou množinu

M ⊂ Rm

nazveme souvislou, když lze každé dva body v M spojit v M lomenou čarou.
Tato definice se týká jen otevřených množin, pro obecnou množinu M ⊂ Rm se
souvislost definuje jinak.

Úloha 3.1.30. Dokažte, že každá koule v Rm je souvislá množina, stejně jako
Rm \ (`1 ∪ · · · ∪ `k), kde `i jsou př́ımky. Dokažte, že množina B \R, kde B ⊂ R3

je koule a R je rovina ji prot́ınaj́ıćı, neńı souvislá.
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Důsledek 3.1.31 (∂ = 0⇒ f ≡ const). Má-li funkce m proměnných

f : U → R

v každém bodě otevřené a souvislé množiny U ⊂ Rm nulový diferenciál, je na
U konstantńı. Totéž plat́ı, má-li f v každém bodě U každou parciálńı derivaci
nulovou.

Důkaz. Necht’ U ⊂ Rm je otevřená a souvislá množina a funkce f : U → R
má na U nulový diferenciál. Vezmeme dva libovolné body a, b ∈ U a spoj́ıme
je lomenou čarou pomoćı úseček s1, s2, . . . , sn lež́ıćıch v U . Pro každou z nich
si = aibi máme podle předchoźıho tvrzeńı a předpokladu o f , že

f(ai)− f(bi) = Df(ζ)(ai − bi) = 0 a f(ai) = f(bi)

(ζ je nějaký vnitřńı bod si). Hodnoty funkce f na konćıch všech úseček si se
rovnaj́ı a tedy f(a) = f(b).

Má-li funkce f v každém bodě U nulovou každou parciálńı derivaci, je f
podle věty 3.1.24 v každém bodě U diferencovatelná a (podle vyjádřeńı dife-
renciálu pomoćı parciálńıch derivaćı) jej́ı diferenciál je vždy nulový, č́ımž jsme
v předchoźı situaci. 2

Pod́ıváme se na aritmetiku parciálnich derivaćı a diferenciál̊u.

Úloha 3.1.32. Dokažte následuj́ıćı aritmetické vzorce pro parciálńı derivace.

Tvrzeńı 3.1.33. Necht’ jsou funkce

f = f(x1, . . . , xm), g = g(x1, . . . , xm) : U → R

definované na okoĺı U ⊂ Rm bodu a ∈ U a maj́ı v bodě a parciálńı derivaci podle
proměnné xi. Pak (α, β ∈ R a mı́sto ∂f

∂xi
ṕı̌seme stručněji ∂if)

∂i(αf + βg)(a) = α∂if(a) + β∂ig(a)

∂i(fg)(a) = g(a)∂if(a) + f(a)∂ig(a)

∂i(f/g)(a) =
g(a)∂if(a)− f(a)∂ig(a)

g(a)2
(pokud g(a) 6= 0) .

Tvrzeńı 3.1.34 (poč́ıtáńı s diferenciály). Uvažme bod a jeho okoĺı, Rm ⊃
U 3 a, a funkce f, g : U → R, obě diferencovatelné v a.

1. Když α, β ∈ R, pak i funkce αf + βg je v a diferencovatelná a

D(αf + βg)(a) = αDf(a) + βDg(a) .

2. Součinová funkce fg je též diferencovatelná v a a

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) .
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3. Když g(a) 6= 0, je i pod́ılová funkce f/g diferencovatelná v a a

D(f/g)(a) =
1

g(a)2

(
g(a)Df(a)− f(a)Dg(a)

)
.

Všimněme si, že výsledný diferenciál je vždy lineárńı kombinace diferenciál̊u
funkćı f a g.

Důkaz. Tyto vzorce plynou z tvrzeńı 3.1.33 a 3.1.22 a z věty 3.1.24. 2

Úloha 3.1.35. Dokažte, že vzorec pro diferenciál lineárńı kombinace v části 1
plat́ı obecněji i pro zobrazeńı f, g : U → Rn.

Zobecńıme vzorec pro derivaci složené funkce pro složené zobrazeńı. V následuj́ıćı
větě zapisujeme skládáńı funkćı a zobrazeńı v pořad́ı zprava doleva podle pořad́ı
aplikace: (g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Věta 3.1.36 (diferenciál složeného zobrazeńı). Necht’

f : U → V, g : V → Rk

jsou dvě zobrazeńı, definovaná na okoĺıch a ∈ U ⊂ Rm a b = f(a) ∈ V ⊂ Rn.
Je-li f diferencovatelné v a a g diferencovatelné v b, je složené zobrazeńı

g ◦ f = g(f) : U → Rk

diferencovatelné v a a jeho diferenciál se rovná složenině diferenciál̊u zobrazeńı
f a g:

D(g ◦ f)(a) = Dg(b) ◦Df(a) .

Než se pust́ıme do d̊ukazu, připomeneme význam symbol̊u o(h) a O(h) a v
lemmatu uvedeme jejich jednoduché vlastnosti, které v d̊ukazu využijeme.

Pro zobrazeńı z : U → Rn, kde U ⊂ Rm je okoĺı počátku 0, budeme pro
x → 0 psát stručně z(x) = o(x) mı́sto ‖z(x)‖ = o(‖x‖) a z(x) = O(x) mı́sto
‖z(x)‖ = O(‖x‖). Připomeňme si, že značeńı z(x) = o(x) je zkratka pro

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ ≤ ε‖x‖

(speciálně z(0) = 0) a z(x) = O(x) je zkratka pro

∃ c > 0 ∃ δ > 0 : ‖x‖ < δ ⇒ ‖z(x)‖ ≤ c‖x‖

(speciálně z(0) = 0).

Lemma 3.1.37. Necht’

z1, z2 : U → Rn, u : U → V a v : V → Rk

jsou zobrazeńı, kde U ⊂ Rm a V ⊂ Rn jsou okoĺı počátk̊u souřadnic. V následuj́ıćıch
tvrzeńıch x→ 0.
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1. Když je z1 lineárńı zobrazeńı, potom z1(x) = O(x).

2. Když z1(x) = o(x) a z2(x) = o(x), potom z1(x) + z2(x) = o(x).

3. Když z1(x) = o(x) a z2(x) = O(x), potom z1(x) + z2(x) = O(x).

4. Pokud u(x) = o(x) a v = O(x), pak v(u(x)) = o(x).

5. Pokud u(x) = O(x) a v(x) = o(x), pak v(u(x)) = o(x).

Důkaz. Čtenářka si d̊ukazy může rozmyslet jako cvičeńı, ale my je taky uve-
deme.

1. Necht’ je z1 dané matićı A = (ai,j) ∈ Rn×m a c = maxi,j |ai,j |. Pak pro
každé x ∈ Rm je

‖z1(x)‖ ≤ n max
1≤i≤n

|z1(x)i| ≤ mnc max
1≤i≤m

|xi| ≤ mnc‖x‖ .

2. Pokud pro dané ε > 0 je ‖z1(x)‖ ≤ ε‖x‖ i ‖z2(x)‖ ≤ ε‖x‖ na nějaké kouli
B(0, r) v Rm, pak podle trojúhelńıkové nerovnosti na ńı je i

‖z1(x) + z2(x)‖ ≤ ‖z1(x)‖+ ‖z2(x)‖ ≤ 2ε‖x‖ .

3. Pokud ‖z1(x)‖ ≤ ε‖x‖ a ‖z2(x)‖ ≤ c‖x‖, kde ε, c > 0 jsou konstanty, na
nějaké kouli B(0, r) v Rm, pak podle trojúhelńıkové nerovnosti na ńı je i

‖z1(x) + z2(x)‖ ≤ ‖z1(x)‖+ ‖z2(x)‖ ≤ (ε+ c)‖x‖ .

4. Necht’ ‖v(x)‖ ≤ c‖x‖, s konstantou c > 0, na nějaké kouli B(0, r) v Rn.
Pro dané ε > 0 zvoĺıme tak malé δ > 0, že εδ/c ≤ r a na B(0, δ) v Rm je
‖u(x)‖ ≤ (ε/c)‖x‖. Na této kouli pak máme

‖v(u(x))‖ ≤ c‖u(x)‖ ≤ c(ε/c)‖x‖ = ε‖x‖ .

5. Necht’ ‖u(x)‖ ≤ c‖x‖, s konstantou c > 0, na nějaké kouli B(0, r) v
Rm. Pro dané ε > 0 zvoĺıme tak malé δ > 0, že δ ≤ r a na B(0, cδ) v Rn je
‖v(x)‖ ≤ (ε/c)‖x‖. Na B(0, δ) v Rm pak máme

‖v(u(x))‖ ≤ (ε/c)‖u(x)‖ ≤ (ε/c)c‖x‖ = ε‖x‖ .

2

Důkaz věty 3.1.36. V okoĺı počátk̊u souřadnic máme podle předpokladu di-
ferencovatelnosti aproximace

g(b+ h) = g(b) + Dg(b)(h) + γ(h) a f(a+ h) = f(a) + Df(a)(h) + β(h) ,

kde γ(h) = o(h) v Rn a β(h) = o(h) v Rm. Označ́ıme si f(a+h) = f(a)+∆(h) =
b+ ∆(h) s ∆(h) = Df(a)(h) + β(h). Pak

(g ◦ f)(a+ h)− (g ◦ f)(a) = g(f(a+ h))− g(f(a))

(diferencovatelnost f v a) = g(b+ ∆(h))− g(b)

(diferencovatelnost g v b) = Dg(b)(∆(h)) + γ(∆(h))

(linearita Dg) = Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h))

= (Dg(b) ◦Df(a))(h) + α(h) ,
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kde

α(h) = Dg(b)(β(h)) + γ(∆(h)) = Dg(b)(β(h)) + γ(Df(a)(h) + β(h)) .

Zbývá ukázat, že pro h→ 0 je α(h) = o(h). Prvńı sč́ıtanec ve vyjádřeńı α(h) je
o(h) podle část́ı 1 a 4 lemmatu (lineárńı, tedy O, zobrazeńı složené s o dává o)
a druhý je rovněž o(h) podle část́ı 1, 3 a 5 (o zobrazeńı složené se součtem O a
o je o složené s O a tedy o). Celkem α(h) = o(h) podle části 2. Takže g ◦ f má
v a diferenciál rovný lineárńımu zobrazeńı Dg(b) ◦Df(a). 2

Za situace popsané v předchoźı větě je Jacobiho matice složeného zobrazeńı
h = g ◦ f v bodě a rovna součinu Jacobiho matice zobrazeńı g v bodě b = f(a)
a Jacobiho matice zobrazeńı f v bodě a:(

∂hi
∂xj

(a)

)k,m
i,j=1

=

(
∂gi
∂xj

(b)

)k,n
i,j=1

·
(
∂fi
∂xj

(a)

)n,m
i,j=1

=

(
n∑
r=1

∂gi
∂xr

(b) · ∂fr
∂xj

(a)

)k,m
i,j=1

.

Speciálně pro k = 1, kdy funkce h = h(x1, x2, . . . , xm) o m proměnných je
složeninou

h = g(f1, f2, . . . , fn)

funkce g = g(x1, x2, . . . , xn) o n proměnných s n funkcemi fi = fi(x1, x2, . . . , xm),
dostáváme řet́ızkové pravidlo pro parciálńı derivaci složené funkce:

∂h

∂xi
(a) =

n∑
j=1

∂g

∂xj
(f(a)) · ∂fj

∂xi
(a)

= 〈∇g(f(a)), ∂if(a)〉 ,

kde i = 1, 2, . . . ,m, f = (f1, f2, . . . , fn) a ∂if = (∂if1, ∂if2, . . . , ∂ifn).

Př́ıklad 3.1.38 (Einsteinova sumačńı konvence). Ve fyzikálńıch textech je
možné se často setkat se zjednodušeným značeńı součt̊u, které zavedl A. Einstein
v r. 1916. Pokud se indexová proměnná objevuje v nějakém členu dvakrát a neńı
jinak definovaná či omezená, implikuje sč́ıtáńı podle všech svých hodnot.

Např́ıklad řet́ızkové pravidlo se pak naṕı̌se stručněji jako

∂h

∂xi
(a) =

∂g

∂xj
(f(a)) · ∂fj

∂xi
(a) ,

protože index j se opakuje. 2

Zobecńıme pojem tečny ke grafu funkce jedné proměnné na (nad)rovinu
tečnou ke grafu funkce v́ıce proměnných. Pro jednoduchost značeńı se omeźıme
jen na př́ıpad funkce dvou proměnných a tečné roviny.
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Tvrzeńı 3.1.39 (existence tečné roviny). Předpokládejme, že U ⊂ R2 je
okoĺı bodu (x0, y0) a že funkce

f : U → R

je v bodě (x0, y0) diferencovatelná. Potom mezi všemi afinńımi funkcemi dvou
proměnných L(x, y) = α + βx + γy splňuj́ıćımi L(x0, y0) = f(x0, y0) je právě
jedna, jež pro (x, y)→ (x0, y0) vyhovuje aproximaci

f(x, y) = L(x, y) + o
(√

(x− x0)2 + (y − y0)2
)
.

Je to afinńı funkce

T (x, y) = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0) .

Důkaz. Podle předpokladu pro a = (x0, y0) a h = (x − x0, y − y0) → (0, 0)
máme aproximaci f(a+h) = f(a)+Df(a)(h)+o(h). Podle definice diferenciálu
a tvrzeńı 3.1.22 má afinńı funkce

T (x, y) = f(a) + Df(a)(h)

= f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0)

požadovanou aproximačńı vlastnost. Necht’ L(x, y) = α+βx+ γy = f(x0, y0) +
r(x − x0) + s(y − y0) s L(x0, y0) = f(x0, y0) je afinńı funkce r̊uzná od T (x, y).
To znamená, že r 6= ∂xf(a) nebo s 6= ∂yf(a). Necht’ nastává druhá možnost
s 6= ∂yf(a), argument pro prvńı je podobný. Pak pro y → y0 je

|f(x0, y)− L(x0, y)| ≥ |L(x0, y)− T (x0, y)| − |f(x0, y)− T (x0, y)|
= |s− ∂yf(a)| · |y − y0|+ o(y − y0)

6= o(y − y0)

—L(x, y) neaproximuje f(x, y) požadovaným zp̊usobem. 2

Definice 3.1.40 (tečná rovina). V situaci předchoźıho tvrzeńı nazveme graf
afinńı funkce T (x, y), množinu

{(x, y, T (x, y)) | (x, y) ∈ R2} ⊂ R3 ,

tečnou rovinou ke grafu

{(x, y, f(x, y)) | (x, y) ∈ U} ⊂ R3

funkce f(x, y) v bodě (x0, y0).
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Necht’ (x0, y0) ∈ U ⊂ R2, kde U je otevřená množina v rovině, a f : U → R
je funkce. Jej́ı graf

Gf = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ U, z = f(x, y)}

je plocha v tř́ırozměrném euklidovském prostoru. Na Gf lež́ı bod (x0, y0, z0),
kde z0 = f(x0, y0). Necht’ je funkce f v bodě (x0, y0) diferencovatelná. To
plyne z existence a jednoznačnosti diferenciálu, protože zřejmě T (x, y) = z0 +
Df(x0, y0)(x− x0, y − y0). Graf funkce T (x, y)

GT = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ R2, z = T (x, y)}

se nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce f v bodě (x0, y0, z0).
Rovnici tečné roviny z = T (x, y) přeṕı̌seme ve tvaru

∂f

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) · (y − y0)− (z − z0) = 0 ,

neboli 〈V, (x− x0, y − y0, z − z0)〉 = 0 ,

kde V ∈ R3 je vektor

V =

(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0),−1

)
.

Označ́ıme-li X = (x, y, z) a X0 = (x0, y0, z0), můžeme tečnou rovinu GT zapsat
i jako

GT = {X ∈ R3 | 〈V,X −X0〉 = 0} .

Tvoř́ı ji tedy právě ty body, jejichž směrové vektory k bodu X0 jsou kolmé na
V . Vektor V se nazývá normálovým vektorem ke grafu funkce f v bodě X0.

Definice 3.1.41 (parciálńı derivace k-tého řádu). Na neprázdné otevřené
množině U ⊂ Rm bud’ dána funkce

f = f(x1, x2, . . . , xm) : U → R

a bud’ dáno slovo u = i1i2 . . . ik, k ∈ N, nad abecedou [m] = {1, 2, . . . ,m}. Pro
jeho počátečńı úseky v = i1i2 . . . ij, 0 ≤ j ≤ k, definujeme následovně indukćı
podle j funkce fv : U → R.

1. Pro j = 0, kdy v = ∅, klademe fv = f∅ = f .

2. Když 0 < j ≤ k, fw pro w = i1i2 . . . ij−1 je definovaná a na U existuje
jej́ı parciálńı derivace

∂fw
∂xij

, pak klademe fv =
∂fw
∂xij

.

Pokud fw neńı definovaná nebo pokud je definovaná, ale jej́ı parciálńı de-
rivace podle xij neexistuje na celé U , neńı funkce fv definovaná.
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Je-li výsledná funkce fu definovaná, nazveme ji parciálńı derivaćı funkce f k-
tého řádu podle proměnných xi1 , xi2 , . . . , xik a označ́ıme ji jako

∂kf

∂xik∂xik−1
. . . ∂xi1

.

Slovo u, čtené zleva doprava, uvád́ı proměnné v tom pořad́ı, jak se podle nich
parciálně derivuje. V indexech ve jmenovateli posledńıho zlomku se u objev́ı
zapsané obráceně.

Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u. Pokud má funkce f : U → R definovaná
na okoĺı U ⊂ Rm bodu a v každém bodě U parciálńı derivaci F = ∂if a tato
funkce F : U → R má v bodě a parciálńı derivaci ∂jF (a) = ∂j∂if(a), řekneme,
že f má v bodě a parciálńı derivaci druhého řádu podle proměnných xi a xj a
jej́ı hodnotu znač́ıme

∂2f

∂xj∂xi
(a) .

Podobně definujeme parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u: má-li f = f(x1, x2, . . . , xm)
v každém bodě x ∈ U parciálńı derivaci (i1, i2, . . . , ik−1, j ∈ {1, 2, . . . ,m})

F =
∂k−1f

∂xik−1
∂xik−2

. . . ∂xi1
(x)

a F má v bodě a ∈ U parciálńı derivaci ∂jF (a), řekneme, že f má v bodě a
parciálńı derivaci k-tého řádu podle proměnných xi1 , . . . , xik−1

, xj a jej́ı hodnotu
znač́ıme

∂kf

∂xj∂xik−1
. . . ∂xi1

(a) .

Na pořad́ı proměnných při parciálńım derivováńı obecně zálež́ı: jako cvičeńı
dokažte, že funkce f : R2 → R,

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2 pro x2 + y2 6= 0

0 pro x2 + y2 = 0 ,

má v počátku obě smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu s r̊uznými hodnotami

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 1 a

∂2f

∂y∂x
(0, 0) = −1 .

Při spojitých parciálńıch derivaćıch však na pořad́ı proměnných nezálež́ı.

Tvrzeńı (obvykle ∂x∂yf = ∂y∂xf). Necht’ funkce f : U → R má na okoĺı
U ⊂ Rm bodu a parciálńı derivace druhého řádu ∂j∂if a ∂i∂jf , i 6= j, a ty jsou
v a spojité. Pak

∂j∂if(a) = ∂i∂jf(a) .
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Důkaz. Necht’ m = 2 a a = 0 = (0, 0), obecný př́ıpad je velmi podobný.
Dı́ky spojitosti obou parciálńıch derivaćı v počátku stač́ı nalézt pro každé (dosti
malé) h > 0 ve čtverci [0, h]2 dva body σ a τ , v nichž ∂x∂yf(σ) = ∂y∂xf(τ).
Pro h → 0+ pak totiž σ, τ → 0 a limitńı přechod a spojitost obou parciálńıch
derivaćı v 0 dávaj́ı, že ∂x∂yf(0) = ∂y∂xf(0).

Vrcholy čtverce označ́ıme a = (0, 0), b = (0, h), c = (h, 0), d = (h, h) a
uváž́ıme č́ıslo f(d) − f(b) − f(c) + f(a). Lze ho dvěma zp̊usoby napsat jako
rozd́ıl rozd́ıl̊u:

f(d)− f(b)− f(c) + f(a) = (f(d)− f(b))− (f(c)− f(a)) = ψ(h)− ψ(0)

= (f(d)− f(c))− (f(b)− f(a)) = φ(h)− φ(0) ,

kde
ψ(t) = f(h, t)− f(0, t) a φ(t) = f(t, h)− f(t, 0) .

Máme ψ′(t) = ∂yf(h, t)− ∂yf(0, t) a φ′(t) = ∂xf(t, h)− ∂xf(t, 0). Lagrangeova
věta o středńı hodnotě dává dvě vyjádřeńı

f(d)− f(b)− f(c) + f(a) = ψ′(t0)h = (∂yf(h, t0)− ∂yf(0, t0))h

= φ′(s0)h = (∂xf(s0, h)− ∂xf(s0, 0))h ,

kde 0 < s0, t0 < h jsou mezibody. Použijeme ji ještě jednou na rozd́ıly parciálńıch
derivaćı f a máme

f(d)− f(b)− f(c) + f(a) = ∂x∂yf(s1, t0)h2 = ∂y∂xf(s0, t1)h2, s1, t1 ∈ (0, h) .

Body σ = (s1, t0) a τ = (s0, t1) lež́ı ve čtverci [0, h]2 a máme ∂x∂yf(σ) =
∂y∂xf(τ) (protože obě hodnoty se rovnaj́ı témuž č́ıslu (f(d) − f(b) − f(c) +
f(a))/h2). 2

Rovnost hodnot obou derivaćı lze dokázat i za slabš́ıch předpoklad̊u: existuje-li
∂x∂yf v okoĺı bodu a a je v něm spojitá, potom existuje ∂y∂xf(a) a ∂y∂xf(a) =
∂x∂yf(a).

Pro otevřenou množinu U ⊂ Rm označ́ıme symbolem Ck(U) množinu funkćı
f : U → R, jejichž všechny parciálńı derivace do řádu k včetně jsou na U
definované a spojité.

Důsledek. Pro každou funkci f = f(x1, x2, . . . , xm) z Ck(U) hodnoty jej́ıch
parciálńıch derivaćı až do řádu k nezáviśı na pořad́ı proměnných—pro l ≤ k a
a ∈ U plat́ı

∂lf

∂xil∂xil−1
. . . ∂xi1

(a) =
∂lf

∂xjl∂xjl−1
. . . ∂xj1

(a) ,

jakmile se posloupnosti (i1, . . . , il) a (j1, . . . , jl) lǐśı jen pořad́ım člen̊u.

Důkaz. Když je posloupnost v = (j1, . . . , jl) pouze permutaćı posloupnosti
u = (i1, . . . , il), dokážeme u proměnit ve v prohazováńım dvojic člen̊u v u,

98



dokonce stač́ı prohazovat sousedńı členy: v u nalezneme člen j1 a necháme ho

”
propadnout“ až dol̊u na prvńı mı́sto, pak necháme propadnout na druhé mı́sto
j2 atd. Rovnost hodnot parciálńıch derivaćı tak plyne z předchoźıho tvrzeńı. 2

V př́ıpadě spojitých parciálńıch derivaćı tak zálež́ı jen na multimnožině proměnných,
podle kterých se derivuje, ale ne na jejich pořad́ı. Mı́sto ∂x∂x ṕı̌seme stručněji
∂x2 apod. Např́ıklad, pro f z C5(U) na U máme

∂5f

∂y ∂x ∂y ∂y ∂z
=

∂5f

∂y2 ∂x ∂z ∂y
=

∂5f

∂x ∂z ∂y3
=

∂5f

∂z ∂y3 ∂x
.

Důležitým nástrojem při studiu funkćı je Taylor̊uv polynom, jenž nyńı zo-
becńıme pro v́ıce proměnných. Na př́ıkladu vysvětĺıme, jak rozumět použitému
symbolickému zápisu mocniny diferenciálńıho operátoru. Necht’ f = f(x, y, z)
je funkce z C3(U) a a ∈ R3, α, β ∈ R jsou konstanty. Např́ıklad zápisem

(α∂y + β∂z)
3f(a)

se rozumı́

(α3(∂y)3 + 3α2β(∂y)2∂z + 3αβ2∂y(∂z)
2 + β3(∂z)

3)f(a)

= α3 ∂
3f

∂y3
(a) + 3α2β

∂3f

∂y2∂z
(a) + 3αβ2 ∂3f

∂y∂z2
(a) + β3 ∂

3f

∂z3
(a) .

Podobně pro jiné mocniny.

Věta (zobecněńı Taylorova polynomu). Necht’ U ⊂ Rm je okoĺı bodu a a
f : U → R je funkce z Cn(U). Potom pro každý bod h = (h1, h2, . . . , hm), že
a+ h ∈ U , máme Taylor̊uv rozvoj

f(a+ h) =

n∑
i=0

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + e(h)

=
∑ 1

i1!i2! . . . im!
· ∂i1+i2+···+imf

∂xi11 ∂x
i2
2 . . . ∂ximm

(a) · hi11 h
i2
2 . . . himm + e(h)

= f(a) +

m∑
i=1

∂xif(a)hi +
∑

1≤i<j≤m

∂xi∂xjf(a)hihj +

+
1

2

m∑
i=1

∂2
xif(a)h2

i + · · ·+ e(h) ,

kde e(h) je chybová funkce splňuj́ıćı pro h → 0 odhad e(h) = o(‖h‖n), tj.
limh→0 e(h)/‖h‖n = 0. V prvńım výrazu mocninu chápeme symbolicky (ve výše
popsaném smyslu) a ve druhém, kde jsme ji rozvinuli podle multinomické věty,
v sumě sč́ıtáme přes všechny m-tice nezáporných celých č́ısel i1, i2, . . . , im se
součtem nejvýše n. Ve třet́ım výrazu jsme uvedli začátek rozvoje pro hodnoty
i = 0, 1 a 2.
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3.2 Extrémy funkćı v́ıce proměnných

Vzpomeňme si na klasickou postačuj́ıćı podmı́nku pro existenci lokálńıho extrému
funkce f(x) jedné proměnné v bodě a ∈ R: z jej́ıho Taylorova polynomu stupně
2 (se středem v a)

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ 1
2f
′′(a)h2 + o(h2), h→ 0 ,

ihned vid́ıme, že

1. pokud f ′(a) 6= 0, funkce f nemá v a lokálńı extrém;

2. pokud f ′(a) = 0 a f ′′(a) > 0, funkce f má v a ostré lokálńı minimum a

3. pokud f ′(a) = 0 a f ′′(a) < 0, funkce f má v a ostré lokálńı maximum.

Pokud f ′(a) = f ′′(a) = 0, nelze bez daľśı analýzy o existenci extrému v a ř́ıci
nic. Pokud f ′(a) = 0 (a je

”
podezřelý“ bod), nemůžeme tedy jen ze samotné

hodnoty druhé derivace f ′′(a) nikdy vydedukovat neexistenci lokálńıho extrému.
Jak uvid́ıme, pro funkce v́ıce proměnných je situace jiná. Uvedenou postačuj́ıćı
podmı́nku nyńı zobecńıme na tyto funkce.

Nejprve ale zavedeme značeńı a oživ́ıme si pár věćı z lineárńı algebry. Necht’

A = (ai,j) ∈ Rn×n je symetrická (ai,j = aj,i) reálná n× n matice. Přǐrad́ıme j́ı
kvadratickou formu (= homogenńı polynom stupně 2) o n proměnných

PA(x1, x2, . . . , xn) = xAxT =

n∑
i,j=1

ai,jxixj : Rn → R ,

kde x označuje řádkový vektor (x1, x2, . . . , xn) a xT je týž vektor psaný trans-
ponovaně ve sloupci. Zřejmě PA(0) = 0 a PA(tx) = t2PA(x) (d́ıky homogenitě
P ) pro každou matici A, vektor x ∈ Rn a skalár t ∈ R. Matice A se nazývá

• pozitivně (resp. negativně) definitńı, když PA(x) > 0 (resp. PA(x) < 0)
pro každý bod x ∈ Rn\{0};

• pozitivně (resp. negativně) semidefinitńı, když PA(x) ≥ 0 (resp. PA(x) ≤
0) pro každý bod x ∈ Rn a

• indefinitńı, neńı-li ani pozitivně ani negativně semidefinitńı, to jest PA(x) >
0 a PA(y) < 0 pro nějaké dva body x, y ∈ Rn.

Vzhledem ke zmı́něné rovnosti PA(tx) = t2PA(x) určuj́ı definitnost A už hod-
noty PA na jednotkové sféře

S = {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1}

(proč?). Jak poznat definitnost A se o něco podrobněji zmı́ńıme později.
Připomeneme nomenklaturu extrémů. Funkce f : U → R, kde U ⊂ Rm

je okoĺı bodu a, má v a ostré lokálńı minimum, existuje-li takové δ > 0, že
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0 < ‖x − a‖ < δ ⇒ f(x) > f(a). (Neostré) lokálńı minimum v a znamená, že
‖x − a‖ < δ ⇒ f(x) ≥ f(a). Podobně pro ostré lokálńı maximum a (neostré)
lokálńı maximum. Funkce f nemá v a lokálńı extrém, nemá-li v a ani lokálńı
minimum ani lokálńı maximum, to jest pro každé δ > 0 existuj́ı takové dva body
x, y, že ‖x − a‖, ‖y − a‖ < δ a f(y) < f(a) < f(x). Funkce f : M → R, kde
M ⊂ Rm, nabývá na množině M maximum v bodě a ∈ M , když f(a) ≥ f(b)
pro každý bod b ∈M . Podobně pro nabýváńı minima.

V ZS jsme dokázali větu pro funkce jedné proměnné: každá funkce f : I →
R, spojitá na kompaktńım intervalu I (tj. I = [a, b], −∞ < a ≤ b < +∞),
nabývá na I maximum i minimum. Budeme potřebovat ji zobecnit na v́ıce
proměnných. Množina M ⊂ Rm je omezená, když existuje takový poloměr R >
0, že M ⊂ B(0, R), a je uzavřená, když jej́ı doplněk Rm\M je otevřená množina
(to jest každý bod b mimo M lež́ı mimo M i s nějakou celou kouĺı se středem v
b). Množina M ⊂ Rm je kompaktńı, když je současně omezená a uzavřená.

Věta (nabýváńı extrémů na kompaktu). Necht’ je funkce f : M → R, kde
M ⊂ Rm je neprázdná kompaktńı množina, na M spojitá. Pak f nabývá na M
minimumm i maximum.

Důkaz. Zat́ım bez d̊ukazu. Podáme ho pravděpodobně později v partii o met-
rických prostorech. 2

Např́ıklad výše definovaná jednotková sféra S je kompaktńı podmnožina Rn, a
proto každá spojitá funkce f : S → R nabývá na S minimum i maximum.

Posledńı definice před větou o lokálńıch extrémech: Hessova matice Hf (a)
funkce f v bodě a, kde f : U → R a U ⊂ Rm je okoĺı bodu a a f má na
U všechny derivace druhého řádu, je matice zaznamenávaj́ıćı hodnoty těchto
derivaćı:

Hf (a) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(a)

)m
i,j=1

.

Podle tvrzeńı o ∂x∂y = ∂y∂x je pro funkci z C2(U) (tj. se spojitými druhými
derivacemi na U) jej́ı Hessova matice symetrická.

Věta (o lokálńıch extrémech). Necht’ f ∈ C2(U), kde U ⊂ Rm je okoĺı
bodu a. Připomeňme, že (gradient) ∇f(a) je vektor hodnot prvńıch derivaćı a
(Hessova matice) Hf (a) je matice hodnot druhých derivaćı.

1. Pokud ∇f(a) 6= 0, nemá f v a ani neostrý lokálńı extrém. (Zde stač́ı
předpokládat pouze existenci gradientu ∇f(a).)

2. Pokud ∇f(a) = 0 a Hf (a) je pozitivně (resp. negativně) definitńı, potom
má f v a ostré lokálńı minimum (resp. maximum).

3. Pokud ∇f(a) = 0 a Hf (a) je indefinitńı, nemá f v a lokálńı extrém.
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Důkaz. 1. Pokud ∇f(a) 6= 0, pak např. ∂x1
f(a) > 0 (pro ∂x1

f(a) < 0 postupu-
jeme obdobně), a f(a1+h, a2, . . . , am) = f(a)+∂x1

f(a)h+o(h) pro h→ 0. Exis-
tuje tedy takové δ > 0, že pro h ∈ (−δ, 0) máme f(a1 + h, a2, . . . , am)− f(a) <
1
2∂x1

f(a)h < 0 a pro h ∈ (0, δ) máme f(a1+h, a2, . . . , am)−f(a) > 1
2∂x1

f(a)h >
0. Proto funkce f nemá v a ani neostrý lokálńı extrém.

2. Nyńı ∇f(a) = 0. Kvadratickou formu xHf (a)xT označ́ıme jako P (x) a f
aproximujeme v okoĺı a Taylorovým polynomem stupně n = 2 (podle věty o Ta-
ylorově polynomu). Sč́ıtanec f(a) odpov́ıdaj́ıćı i = 0 převedeme vlevo, sč́ıtanec
s i = 1 zmiźı, protože ∇f(a) = 0. Dále je P (x) homogenńı polynom stupně 2.
Pro ‖h‖ → 0 tak máme vyjádřeńı

f(a+ h)− f(a) =

2∑
i=1

1

i!
(h1∂1 + h2∂2 + · · ·+ hm∂m)if(a) + o(‖h‖2)

=
1

2

m∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj + o(‖h‖2)

=
1

2
hHf (a)hT + o(‖h‖2)

=
1

2
P (h1, h2, . . . , hm) + o(‖h‖2)

=
1

2
‖h‖2

(
P (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) + o(1)

)
=

1

2
‖h‖2(P (e(h)) + o(1)) ,

kde vektor e(h) = (h1/‖h‖, h2/‖h‖, . . . , hm/‖h‖) lež́ı na jednotkové sféře S. Jak
jsme se již zmı́nili, S je kompaktńı podmnožina Rm a funkce P (x) : Rm → R,
která je jistě spojitá na celém Rm, na S nabývá minimum a maximum:

µ = P (α) = min
‖x‖=1

P (x) a M = P (β) = max
‖x‖=1

P (x)

pro nějaké dva vektory α, β ∈ S. Pozitivńı (resp. negativńı) definitnost Hf (a)
je ekvivalentńı nerovnostem 0 < µ ≤ M (resp. µ ≤ M < 0) a indefinitnost je
ekvivalentńı nerovnostem µ < 0 < M .

Je-li Hf (a) pozitivně definitńı, máme P (e) ≥ µ > 0 pro každý vektor e ∈ S,
a tak existuje takové δ > 0, že pro každé h splňuj́ıćı 0 < ‖h‖ < δ plat́ı

f(a+ h)− f(a) =
1

2
‖h‖2(P (e) + o(1)) >

‖h‖2

2
· µ

2
> 0 .

Takže f má v a ostré lokálńı minimum. Podobně pro negativně definitńı Hf (a)
dostáváme v a ostré lokálńı maximum.

3. Když je Hf (a) indefinitńı, pak existuje takové δ > 0, že pro každé t ∈ (0, δ)
máme

f(a+ tα)− f(a) =
t2

2
(P (α) + o(1)) <

t2

2
· µ

2
< 0 a

f(a+ tβ)− f(a) =
t2

2
(P (β) + o(1)) >

t2

2
· M

2
> 0 .
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Takže f nemá v a lokálńı extrém. 2

Poznámky. Podle této věty funkce, která má v každém bodu otevřené množiny
U gradient, může mı́t lokálńı extrém pouze v bodech, v nichž je gradient nu-
lový. Těmto bod̊um se ř́ıká stacionárńı body. Dostaneme je jako řešeńı rovnice
∇f(a) = 0. Když je maticeHf (a) semidefinitńı, neř́ıká věta nic, funkce může mı́t
v a extrém a nemuśı. Konečně zd̊urazněme, že se věta týká otevřených množin
U , respektive vnitřńıch bod̊u množin. Pokud f : M → R, kde M ⊂ Rm, a
bod a ∈ M neńı vnitřńım bodem M , to jest nelež́ı v M spolu s nějakým svým
okoĺım, pak stále může f mı́t v a lokálńı extrém vzhledem k M , i když je gra-
dient ∇f(a) nenulový vektor. Lokálńımi extrémy v hraničńıch bodech množin
se budeme zabývat později, v partii o Lagrangeových multiplikátorech.

Poznámky o definitnosti matic. Necht’ A = (ai,j) ∈ Rn×n je symetrická
matice a P = P (x1, x2, . . . , xn) =

∑n
i,j=1 ai,jxixj je j́ı odpov́ıdaj́ıćı kvadratická

forma. Z lineárńı algebry v́ıme, že existuje taková regulárńı matice B = (bi,j) ∈
Rn×n, že po změně proměnných xT = ByT přejde P do tvaru

P (x1, x2, . . . , xn) = P (b1,1y1 + · · ·+b1,nyn, . . . , bn,1y1 + · · ·+bn,nyn) =

n∑
i=1

diy
2
i ,

kde di ∈ {−1, 0, 1}. Ekvivalentně,

P (x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=1

di(ci,1x1 + ci,2x2 + · · ·+ ci,nxn)2 ,

kde C = (ci,j) ∈ Rn×n je inverzńı k B. Počty koeficient̊u di rovných −1, 0 a
1 v tomto vyjádřeńı jsou určené jednoznačně matićı A (nezávisej́ı na změně
proměnných B) a udávaj́ı tzv. signaturu kvadratické formy P . Jsou-li všechny
di rovny 1 (resp. −1), je A pozitivně (resp. negativně) definitńı. Je-li některé di
rovno 1 a jiné −1, je A indefinitńı. Jsou-li všechny di rovny 1 nebo 0, je A pozi-
tivně semidefinitńı, a ve zbývaj́ıćım př́ıpadě −1 a 0 je A negativně semidefinitńı.
Do tohoto tvaru P = součet ± čtverc̊u lze P při malém počtu proměnných n = 2
či n = 3 transformovat snadno ručně, viz poč́ıtáńı v následuj́ıćım př́ıkladu.

Připomeňme ještě Sylvestrovo kritérium definitnosti z lineárńı algebry: po-
kud jsou všechny subdeterminanty dm = det(ai,j)

m
i,j=1, 1 ≤ m ≤ n, nenu-

lové, pak, jsou-li všechny kladné, je matice A pozitivně definitńı, nastává-li
(−1)mdm > 0, 1 ≤ m ≤ n, je A negativně definitńı, a jinak je indefinitńı; o
př́ıpadu, kdy dm = 0 pro alespoň jedno m, Sylvestrovo kritérium neř́ıká nic.

Př́ıklad. Nalezněte lokálńı a globálńı extrémy funkce

f : R2 → R, f(x, y) = y2 + y cosx− sinx− 2 .

Řešeńı (nebylo uvedeno na přednášce). Definičńı obor R2 je otevřená
množina, a pro hledáńı lokálńıch extrémů tak můžeme bez problémů použ́ıt
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větu o lokálńıch extrémech. Máme

∇f(x, y) = (∂xf, ∂yf) = (−y sinx− cosx, 2y + cosx)

a

Hf (x, y) =

(
∂2
xxf ∂2

xyf

∂2
yxf ∂2

yyf

)
=

(
−y cosx+ sinx − sinx

− sinx 2

)
.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic ∇f(x, y) = (0, 0):

−y sinx− cosx = 0, 2y + cosx = 0 .

Sečteńım rovnic obdrž́ıme y(2 − sinx) = 0. Nutně (nebot’ | sinx| ≤ 1) y = 0, a
tedy cosx = 0. Dostáváme stacionárńı body

sk = (π/2 + kπ, 0), k ∈ Z .

Podle věty o lokálńıch extrémech má f lokálńı extrémy pouze v těchto bodech.
Máme

Hf (sk) =

(
(−1)k (−1)k+1

(−1)k+1 2

)
,

to jest

Hf (sk) =

(
−1 1

1 2

)
pro liché k a Hf (sk) =

(
1 −1
−1 2

)
pro sudé k .

Prvńı matice je indefinitńı, protože

P (x, y) = −x2 + 2xy + 2y2 = −(x− y)2 + 3y2,

a druhá je pozitivně definitńı, protože

P (x, y) = x2 − 2xy + 2y2 = (x− y)2 + y2 .

Pro liché k neńı v sk lokálńı extrém a pro sudé k je v sk ostré lokálńı minimum,
vždy s hodnotou

f(s2k) = −3 .

Jediné lokálńı extrémy funkce f tedy jsou tato ostrá lokálńı minima.
Globálńı maximum neexistuje, protože f je shora neomezená: f(π/2, y) =

y2 − 3. Jiný d̊uvod je ten, že f nemá žádné lokálńı maximum (a globálńı
maximum by muselo být i lokálńım maximem). Nalezneme globálńı minima.
Definičńı obor R2 neńı kompaktńı (neńı omezený), nelze hned použ́ıt větu o
extrémech spojitých funkćı na kompaktech. Funkce f je však 2π-periodická v x
(tj. f(x± 2π, y) = f(x, y) pro každé x, y ∈ R) a pro vyšetřeńı globálńıch minim
stač́ı uvážit jej́ı hodnoty ve svislém nekonečném pásu

P = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 2π, y ∈ R} .
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Na jeho hranici máme

f(0, y) = f(2π, y) = y2 + y − 2 =

(
y +

1

2

)2

− 9

4
≥ −9

4
> −3 .

Ještě ale nejsme hotovi. I když hodnoty f na hranici pásu P jsou větš́ı než −3,
pás sám je nekompaktńı a pro y → ±∞ by někde uprostřed něj mohla f klesat
do hodnot menš́ıch než −3, třeba do −∞, a globálńı minimum by nemuselo
existovat. Jednoduchý odhad však ukazuje, že f se tak nechová. Pro |y| ≥ 2 a
libovolné x ∈ R máme

f(x, y) ≥ y2 − |y| − 3 =

(
y ± 1

2

)2

− 13

4
≥ −1 > −3 .

Když tedy pás P rozlož́ıme na disjunktńı sjednoceńı

P = P1 ∪ P2 ,

kde P1 = [0, 2π] × [−2, 2] je kompaktńı obdélńık a P2 je nekompaktńı zbytek,
pro každé a ∈ P2 plat́ı f(a) ≥ −1 > f(s0) = −3, přičemž s0 ∈ P1. Všechny
hodnoty f na P2 jsou větš́ı než hodnota f v bodu s0. Na hranici obdélńıka P1

má f vždy hodnotu alespoň min(−9/4,−1) = −9/4 > −3 a na jeho vnitřku,
což je otevřená množina, má f jediné lokálńı minimum f(s0) = −3. Proto má f
na obdélńıku P1 i na celém pásu P jediné ostré globálńı minimum f(s0) = −3.
Z 2π-periodičnosti v proměnné x plyne, že hodnoty f(s2k) = −3, k ∈ Z, jsou
právě všechna neostrá globálńı minima funkce f na R2.

Závěr. Jediné lokálńı extrémy f jsou ostrá lokálńı minima f(s2k) = −3 v
(nekonečně mnoha) bodech s2k = (π2 + 2kπ, 0), k ∈ Z. Tyto body jsou i body
neostrého globálńıho minima funkce f . Globálńı maximum f nemá. 2

Implicitńı funkce. Jak v́ıme z lineárńı algebry, soustava n lineárńıch rovnic o
n neznámých ai,1y1 +ai,2y2 + · · ·+ai,nyn+bi = 0, i = 1, 2, . . . , n, kde ai,j , bi ∈ R
jsou dané a det(ai,j)

n
i,j=1 6= 0, má pro každou volbu n konstant bi jednoznačné

řešeńı y1, y2, . . . , yn. Nav́ıc toto řešeńı yj je jakožto funkce volených konstant
bi homogenńı lineárńı funkce: yj(b1, b2, . . . , bn) = cj,1b1 + cj,2b2 + · · · + cj,nbn,
j = 1, 2, . . . , n, pro jisté konstanty cj,i ∈ R (to plyne z Cramerova vzorce vy-
jadřuj́ıćıho řešeńı nehomogenńı lineárńı soustavy ve tvaru pod́ılu dvou determi-
nant̊u).

Tento výsledek nyńı zobecńıme na situaci, kdy jsou lineárńı funkce nahra-
zeny obecnými funkcemi a kdy v každé rovnici lze předem zvolit v́ıce než jeden
parametr. Vezmeme soustavu n rovnic o m+ n neznámých

F1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

F2(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0

...

Fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) = 0 ,
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kde Fi jsou reálné funkce definované na okoĺı bodu (x0, y0) v Rm+n, kde x0 ∈ Rm
a y0 ∈ Rn, který je řešeńım této soustavy, to jest F1(x0, y0) = F2(x0, y0) = · · · =
Fn(x0, y0) = 0. Jak uvid́ıme, za jistých předpoklad̊u lze neznámé y1, y2, . . . , yn ze
soustavy eliminovat a vyjádřit je, lokálně v okoĺı x0, jako funkce yi = fi(x1, x2, . . . , xm)
neznámých x1, x2, . . . , xm. Nejprve ale zavedeme značeńı. Pro zobrazeńı F =
(F1, F2, . . . , Fn) a f = (f1, f2, . . . , fn), přičemž Fi = Fi(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)
a fj = fj(x1, . . . , xm), označ́ıme x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , yn) a

F ′x(x, y) =

(
∂Fi
∂xj

)n,m
i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . . ∂F1

∂xm

...
... · · ·

...
∂Fn
∂x1

∂Fn
∂x2

. . . ∂Fn
∂xm

 (x, y)

F ′y(x, y) =

(
∂Fi
∂yj

)n
i,j=1

(x, y) =


∂F1

∂y1
∂F1

∂y2
. . . ∂F1

∂yn

...
... · · ·

...
∂Fn
∂y1

∂Fn
∂y2

. . . ∂Fn
∂yn

 (x, y)

f ′(x) =

(
∂fi
∂xj

)n,m
i,j=1

(x) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xm

...
... · · ·

...
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xm

 (x) .

Prvńı a třet́ı matice maj́ı rozměr n×m, druhá matice je čtvercová s rozměrem
n× n.

Věta (o implicitńıch funkćıch). Necht’

F = (F1, F2, . . . , Fn) : W → Rn

je zobrazeńı definované na okoĺı W ⊂ Rm+n bodu (x0, y0), kde x0 ∈ Rm a
y0 ∈ Rn, které splňuje následuj́ıćı podmı́nky.

1. Fi = Fi(x, y) ∈ C1(W ) pro 1 ≤ i ≤ n.

2. Fi(x0, y0) = 0 pro 1 ≤ i ≤ n.

3. det(F ′y(x0, y0)) 6= 0.

Potom existuj́ı okoĺı U ⊂ Rm a V ⊂ Rn bod̊u x0 a y0 taková, že U × V ⊂ W
a pro každý bod x ∈ U existuje právě jeden bod y ∈ V splňuj́ıćı Fi(x, y) = 0
pro 1 ≤ i ≤ n. Jinak řečeno, existuje zobrazeńı f = (f1, f2, . . . , fn) : U → V
takové, že

∀(x, y) ∈ U × V : F (x, y) = 0 ⇐⇒ y = f(x) .

Nav́ıc každá funkce fi je v C1(U), takže zobrazeńı f je diferencovatelné na U a
jeho Jacobiho matice f ′(x) v bodě x ∈ U splňuje

f ′(x) = −(F ′y(x, f(x)))−1 · F ′x(x, f(x)) .

106



Důkaz této věty dělat nebudeme. Naznač́ıme ale, jak ze vztah̊u

Fk(x, f1(x), . . . , fn(x)) = 0, 1 ≤ k ≤ n a x ∈ U ,

a z fi ∈ C1(U) plyne hořeǰśı formule pro f ′(x) a také praktičtěǰśı explicitńı
formule pro ∂ifj(x). Parciálńım derivováńım těchto n rovnic podle proměnné xi
dostáváme n vztah̊u

∂Fk
∂xi

(x, f(x)) +

n∑
j=1

∂Fk
∂yj

(x, f(x)) · ∂fj
∂xi

(x) = 0, 1 ≤ k ≤ n .

To je soustava n rovnic s n neznámými ∂ifj(x), 1 ≤ j ≤ n, kterou zaṕı̌seme
maticově jako

F ′y · ∂if = −∂iF ,

kde F ′y = F ′y(x, f(x)), ∂iF je sloupcový vektor (∂xiF1, ∂xiF2, . . . , ∂xiFn)T , ∂if
je analogický sloupcový vektor pro f a argumenty parciálńıch derivaćı x, f(x) a
x pro stručnost vynecháváme. Odtud už pomoćı lineárńı algebry plynou vztahy

f ′(x) = −(F ′y(x, f(x)))−1 · F ′x(x, f(x))

a
∂fj
∂xi

= −
det(∂y1F, . . . , ∂yj−1F, ∂xiF, ∂yj+1F, . . . , ∂ynF )

det(∂y1F, ∂y2F, . . . , ∂ynF )

(v bodech x ∈ U a (x, f(x)) ∈ U × V ).

Jako př́ıklad na větu o implicitńıch funkćıch ukážeme, že soustava rovnic

x+ y − sin z = 0 a − x3 − y3 + ez − 1 = 0

definuje v okoĺı bodu x = 0 dvě funkce y = y(x) a z = z(x) tř́ıdy C1 s hodnotami
y(0) = z(0) = 0 a spočteme hodnoty derivaćı y′(0) a z′(0).

Polož́ıme F1(x, y, z) = x + y − sin z, F2(x, y, z) = −x3 − y3 + ez − 1 a
F = (F1, F2). Skutečně F (0, 0, 0) = (0, 0) a jacobián soustavy J je nenulový:

J = det(∂yF (0, 0, 0)T , ∂zF (0, 0, 0)T ) = det

(
1 − cos z
−3y2 ez

)
(0, 0, 0)

= det

(
1 −1
0 1

)
= 1 .

Předpoklady věty o implicitńıch funkćıch jsou splněny a uvedené funkce y(x) a
z(x) jsou na nějakém okoĺı nuly definovány. Protože

∂xF (0, 0, 0)T =

(
1

−3x2

)
(0, 0, 0) =

(
1
0

)
,
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podle vztah̊u uvedených na konci předešlé přednášky máme

y′(0) = −
det

(
1 −1
0 1

)
J

= −1 a z′(0) = −
det

(
1 1
0 0

)
J

= 0 .

Vázané extrémy. Z věty o implicitńıch funkćıch lze odvodit (pro d̊ukaz však
nemáme čas) zobecněńı prvńı části věty o lokálńıch extrémech — nutná podmı́nka
pro lokálńı extrém funkce v bodě otevřené množiny je nulovost všech parciálńıch
derivaćı — na extrémy na množině zadané soustavou rovnic. Necht’ U ⊂ Rm je
otevřená množina a

f, F1, . . . , Fn : U → R
jsou funkce z C1(U), přičemž n < m. Hledáme lokálńı extrémy funkce f na
množině

H = {x ∈ U | F1(x) = F2(x) = · · · = Fn(x) = 0} .
Typicky tato množina nemá žádný vnitřńı bod a větu o lokálńı extrémech nelze
použ́ıt. Př́ıkladem je jednotková sféra v Rm:

{x ∈ Rm | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m − 1 = 0} .

Následuj́ıćı tvrzeńı udává nutnou podmı́nku pro existenci lokálńıho extrému
funkce f v bodě množiny H.

Důsledek (Lagrangeovy multiplikátory). Necht’ a ∈ H. Jsou-li vektory
∇F1(a), . . . ,∇Fn(a) z Rm lineárně nezávislé a vektor ∇f(a) neńı jejich lineárńı
kombinaćı, pak f nemá v bodu a vzhledem k množině H ani neostrý lokálńı
extrém.

Ekvivalentně: jsou-li ∇F1(a), . . . ,∇Fn(a) lineárně nezávislé a funkce f má
v bodě a vzhledem k množině H (ostrý či neostrý) lokálńı extrém, potom existuj́ı
č́ısla λ1, . . . , λn ∈ R, tzv. Lagrangeovy multiplikátory, že

∇f(a)−
n∑
i=1

λi∇Fi(a) = 0 ,

to jest ∂xjf(a)− λ1∂xjF1(a)− · · · − λn∂xjFn(a) = 0 pro 1 ≤ j ≤ m.

Pro ilustraci metody si spočteme dva jednoduché př́ıklady. V prvńım př́ıkladu
nalezneme extrémy funkce f(x, y) = x + y vzhledem k množině H ⊂ R2 dané
rovnićı

H : F (x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 ,

což je jednotková kružnice se středem v počátku. Máme ∇F = (2x, 2y) a ∇f =
(1, 1). Patrně ∇F = 0 pouze v 0 6∈ H, tedy ∇F 6= 0 na H a předpoklad lineárńı
nezávislosti gradient̊u rovnicových funkćı je splněn. Podle Lagrangeových mul-
tiplikátor̊u jsou body, v nichž má f lokálńı extrém vzhledem k H, obsaženy v
řešeńıch soustavy

x2 + y2 − 1 = 0, 1 = 2λx a 1 = 2λy .
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Odečteńım posledńıch dvou rovnic dostáváme λ(x− y) = 0. Protože λ nemůže
být 0, je x = y. Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme, že x = y = λ = ±1/

√
2,

což dává přesně dvě řešeńı dané soustavy. Podezřelé body tak jsou

a = (−1/
√

2,−1/
√

2) a b = (1/
√

2, 1/
√

2) .

Množina H je kompaktńı a f je na ńı spojitá, a proto f nabývá na H minimum
i maximum. To jsou i lokálńı extrémy f . Protože f(a) = −

√
2 a f(b) =

√
2, má

f na H v a globálńı minimum a v b globálńı maximum.
Druhý př́ıklad ukazuje, že předpoklad lineárńı nezávislosti gradient̊u rov-

nicových funkćı nelze pominout. Vezměme si množinu H ⊂ R2 danou rovnićı

H : F (x, y) = y2 − x3 = 0 ,

což je sjednoceńı graf̊u fukćı y = x3/2 a y = −x3/2 pro x ≥ 0. Hledejme na
H extrémy funkce f(x, y) = x. Máme ∇F = (−3x2, 2y) a ∇f = (1, 0). Pro
podezřelé body dávaj́ı Lagrangeovy multiplikátory soustavu

y2 − x3 = 0, 1 = −3λx2 a 0 = 2λy .

Ta nemá řešeńı (z třet́ı rovnice je λ = 0 nebo y = 0 a oboj́ı vede ke sporu s
druhou rovnićı). Takže f nemá na H lokálńı extrém. To je však chybný závěr,
protože f má zjevně v bodě (0, 0) ∈ H na H ostré globálńı minimum s hodnotou
f = 0. Udělali jsme tu chybu, že jsme neověřili nenulovost vektoru ∇F v bodě
(0, 0). A právě v něm se gradient∇F anuluje, tj. předpoklad lineárńı nezávislosti
v něm neńı splněn.

3.3 Poznámky a daľśı úlohy
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Kapitola 4

Metrické prostory

4.1 Základńı definice a kompaktńı množiny

Definice metrického prostoru. Př́ıklady, zejména euklidovská metrika, supre-
mová, grafová a Hammingova.

S funkćı vzdálenosti d(x, y) jsme zat́ım pracovali jen v euklidovských pro-
storech Rm, m ∈ N. Na začátku odd́ılu 3.1 jsme viděli, že je tam odvozena z
normy ‖x‖ a dále ze skalárńıho součinu vektor̊u: pro x, y ∈ Rm je

d(x, y) = ‖x− y‖1/2 = 〈x− y, x− y〉1/2 =

(
m∑
i=1

(xi − yi)2

)1/2

.

Tři základńı vlastnosti funkce d(x, y) — nezápornost, symetrii a trojúhelńıkovou
nerovnost (viz začátek odd́ılu 3.1) — nyńı postulujeme jako určuj́ıćı pro abs-
traktńı prostor se vzdálenost́ı, tak zvaný metrický prostor.

Definice 4.1.1 (metrický prostor). Metrický prostor je dvojice (M,d) neprázdné
množiny M a funkce dvou proměnných

d : M ×M → R ,

zvané vzdálenost či metrika, vyhovuj́ıćı třem následuj́ıćım axiom̊um.

1. Pro každé x, y ∈M je d(x, y) ≥ 0. Dále d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

2. Pro každé x, y ∈M je d(x, y) = d(y, x).

3. Pro každé x, y, z ∈ M plat́ı trojúhelńıková nerovnost: d(x, y) ≤ d(x, z) +
d(z, y).

Úloha 4.1.2. Ukažte, že nezápornost metriky v axiomu 1 se nemuśı požadovat,
protože se dá odvodit z ostatńıch axiom̊u.
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Uvedeme několik př́ıklad̊u metrických prostor̊u.

Př́ıklad 4.1.3. Necht’ M = Rm pro m ∈ N a p ≥ 1 je reálné č́ıslo. Metriku na
M definujeme vztahem (x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , ym))

dp(x, y) =

(
m∑
i=1

|xi − yi|p
)1/p

.

Dokážeme, že (M,dp) je metrický prostor podle definice 4.1.1.

Prvńı dva axiomy jsou splněné triviálně. Přesněji, jejich splněńı hned plyne z
triviálńıch vlastnost́ı absolutńı hodnoty a reálné mocniny: pro každé x ∈ R je
|x| = | − x| a |x| ≥ 0, s rovnost́ı jen pro x = 0, a dále pro reálná č́ısla x ≥ 0 a
α > 0 je xα ≥ 0 a rovnost opět nastává jen pro x = 0. Dokázat trojúhelńıkovou
nerovnost je podstatně obt́ıžněǰśı. 2

Pro m = 1 dostáváme klasickou metriku |x−y| na reálné ose R a pro p = 2,m ≥
2 výše zmı́něnou euklidovskou metriku. Pro p = 1,m ≥ 2 dostáváme pošt’áckou
metriku

d1(x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi|

a pro p→∞ maximovou metriku

d∞(x, y) := max
1≤i≤m

|xi − yi| .

Úloha 4.1.4. Ověřte, že skutečně

lim
p→∞

dp(x, y) = d∞(x, y) .

Př́ıklad 4.1.5 (supremová metrika). Za M vezmeme množinu všech ome-
zených funkćı f : X → R definovaných na množině X. Na M pak máme supre-
movou metriku

d(f, g) = sup
x∈X
|f(x)− g(x)| .

Je vlastně odvozená ze supremové normy

‖f‖ = sup
x∈M
|f(x)| = sup({|f(x)| | x ∈M}) .

Prvńı dva axiomy metrického prostoru jsou splněné triviálně. Trojúhelńıková
nerovnost vyplývá z trojúhelńıkové nerovnosti pro metrický prostor R1. Pro
supremovou normu skutečně máme

‖f + g‖ = sup
x∈M
|f(x) + g(x)|

≤ sup
x∈M

(|f(x)|+ |g(x)|)

≤ sup
x∈M
|f(x)|+ sup

x∈M
|g(x)|

= ‖f‖+ ‖g‖ .
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2

Pokud M = C(a, b) — množina reálných funkćı definovaných a spojitých na
intervalu [a, b] — supremum se nabývá a máme maximovou metriku

d(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| .

Př́ıklad 4.1.6 (grafová metrika). Pro souvislý graf G = (M,E) s množinou
vrchol̊u M máme metriku

d(u, v) = počet hran na nejkraťśı cestě v G spojuj́ıćı vrcholy u a v .

Př́ıklad 4. Je-li A množina (abeceda), máme na množině M = Am slov
délky m nad abecedou A tak zvanou Hammingovu metriku (u = a1a2 . . . am, v =
b1b2 . . . bm)

d(u, v) = počet souřadnic i, pro něž ai 6= bi .

Měř́ı mı́ru odlǐsnosti obou slov, tj. jaký nejmenš́ı počet změn v ṕısmenech stač́ı
k přeměně u ve v.

V rychlosti zavedeme pár základńıch pojmů; s mnohými jsme se již setkali
u eukleidovských prostor̊u. Necht’ (M,d) je metrický prostor. Pak

• (otevřená) koule v M se středem v bodu a ∈ M a poloměrem R 3 r > 0
je množina B(a, r) = {x ∈M | d(a, x) < r};

• A ⊂M je otevřená množina, pokud ∀a ∈ A ∃r > 0 : B(a, r) ⊂ A;

• A ⊂M je uzavřená množina, je-li M\A otevřená množina;

• A ⊂M je omezená množina, pokud existuje bod a ∈M a poloměr r > 0,
že A ⊂ B(a, r);

• A ⊂ M je kompaktńı množina, pokud každá posloupnost bod̊u (an) ⊂ A
má konvergentńı podposloupnost, jej́ıž limita lež́ı v A.

Konvergence a limita se zobecňuj́ı z reálné osy na obecný metrický prostor
zřejmým zp̊usobem: posloupnost (an) ⊂ M je konvergentńı a za limitu má bod
a ∈M , psáno limn→∞ an = a, když

∀ε > 0 ∃n0 : n > n0 ⇒ d(an, a) < ε .

Jinak řečeno, limn→∞ d(an, a) = 0 (převedli jsme to na limitu reálné posloup-
nosti).

Již jsme dř́ıve zmı́nili vlastnosti otevřených množin: ∅ i M jsou otevřené,
sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená množina a pr̊unik
libovolného konečného systému otevřených množin je otevřená množina (d̊ukazy
si rozmyslete jako cvičeńı). Přechodem k doplňk̊um máme duálńı vlastnosti
uzavřených množin: ∅ i M jsou uzavřené, sjednoceńı libovolného konečného
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systému uzavřených množin je uzavřená množina a pr̊unik libovolného systému
uzavřených množin je uzavřená množina. Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že uzavřené
množiny jsou uzavřené na limity.

Tvrzeńı (charakterizace uzavřených množin). A ⊂M je uzavřená množina
v metrickém prostoru M , právě když limita každé jej́ı konvergentńı podposloup-
nosti (an) ⊂ A lež́ı v A.

Důkaz. Necht’ A ⊂M je uzavřená množina a (an) ⊂ A je konvergentńı posloup-
nost. Kdyby limn→∞ an = a 6∈ A, existoval by poloměr r > 0, žeB(a, r) ⊂M\A.
Pak ale d(an, a) ≥ r pro každé n, ve sporu s limn→∞ an = a. Tedy a ∈ A. Na-
opak, neńı-li A ⊂ M uzavřená množina, podle definice existuje takový bod
a ∈ M\A, že pro každý poloměr r > 0 je B(a, r) ∩ A 6= ∅. Polož́ıme r = 1/n,
n = 1, 2, . . . , a pro každé n zvoĺıme libovolně bod an ∈ B(a, 1/n) ∩ A. Pak
(an) ⊂ A a je to konvergentńı posloupnost s limn→∞ an = a, ale a 6∈ A. 2

4.2 Základńı věta algebry

Bla

Následuj́ıćı věta vyjadřuje základńı vlastnost tělesa C = (C,+, ·, 0, 1) kom-
plexńıch č́ısel vzhledem k jeho aritmetickým operaćım.

Věta 4.2.1 (ZVAlg, s d̊ukazem). Pro každou (k + 1)-tici č́ısel a0, a1, . . . , ak
v C, kde k ∈ N a ak 6= 0, existuje č́ıslo α ∈ C, že

k∑
j=0

ajα
j = 0 .

V oboru reálných č́ısel R = (R,+, ·, 0, 1) to samozřejmě neplat́ı: pro trojici
a0 = 1, a1 = 0 a a2 = 1 žádné takové α ∈ R neexistuje.

Úloha 4.2.2. Dokažte, že ZVAlg plat́ı v oboru R pro liché k.

4.3 Poznámky a daľśı úlohy
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Návody k řešeńı skoro
všech úloh

Úloha 0.0.1. Školský němčinář, kterým autor je, očekává tvar
”
. . . geschaffen

hat, . . .“, a takto i mnohé internetové zdroje D. Hilberta
”
cituj́ı“. Podle A.

Pultra se však jedná o př́ıpustnou poetickou výpustku.

Úloha 1.1.2. To plyne hned z linearity derivace.

Úloha 1.1.4. Přechod k rozd́ılové funkci F −G, použit́ı věty o středńı hodnotě
na ni, linearita derivace, předpoklad F ′ = G′.

Úloha 1.1.5. Funkce signum a jej́ı modifikace např. pro x > 0.

Úloha 1.1.8. Funkce f nabývá libovolně bĺızko u 0 hodnoty skoro 1 i hodnoty
skoro −1. Je-li obecná funkce g omezená v okoĺı 0, pak xg(x)→ 0 pro x→ 0.

Úloha 1.1.11. Aby F v̊ubec byla funkćı a měla v a1 jedinou hodnotu.

Úloha 1.1.15. K je relativně otevřený v J , pokud K = J ∩ L pro nějaký
otevřený interval L. Např. [0, 1

2 ) je relativně otevřený v [0, 1].

Úloha 1.1.19. Použijte d̊usledek Lagrangeovy věty o středńı hodnotě z MA I
[5], tvrzeńı o limitě derivace.

Úloha 1.1.25. x2ex − 2xex + 2ex.

Úloha 1.1.27. Obě funkce jsou primitivńı k 1
x na r̊uzných (a disjunkktńıch)

intervalech, ale ne na společném intervalu.

Úloha 1.1.31. Pro a = 0 je f(ax + b) konstantńı funkce s primitivńı funkćı
f(b)x+ c (na libovolném intervalu).

Úloha 1.1.36. Jako +∞. Pǐsme ai(x) = (x − α)mibi(x) s mi ∈ N a bi(α) 6=
0. Necht’ m1 < m2, . . . ,mk. Pak

∑
i ai(x) = (x − α)m1(b1(x) +

∑
i>1(x −

α)mi−m1bi(x)) = (x− α)m1b(x) a b(α) 6= 0.

Úloha 1.2.7. Pokud m = deg p ≥ n = deg q, existuje a ∈ F , že deg(p −
axm−nq) < deg p. Pro d̊ukaz jednoznačnosti odečtěte dvě taková vyjádřeńı po-
lynomu p(x) a pod́ıvejte se na stupně ve výsledném výrazu.
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Úloha 1.2.10. Použijte, že pro α ∈ C a P ∈ C[x] je P (α) = 0, právě když x−α
děĺı P (x), a že R[x] je obor integrity, pro P 6= 0 je PQ = PR⇒ Q = R.

Úloha 1.2.12. Je-li P ∈ F [x] s vedoućım koeficientem a ∈ F , pak P (x) =
aQ(x), kde Q je monický.

Úloha 1.2.14. Plyne to z následuj́ıćı úlohy.

Úloha 1.2.15. Pokud jsou soudělné, je kořen jejich společného nekonstantńıho
dělitele jejich společný kořen. Maj́ı-li společný kořen, pak vzhledem ke vztahu
reálné a komplexńı faktorizace reálného polynomu jejich reálné faktorizace maj́ı
společný činitel, což je jejich společný nekonstantńı dělitel.

Úloha 1.2.17. an+1 =
∏n
i=1(1− 1

2i ).

Úloha 1.3.2. Pokud f, g ∈ ∆ a f(x) 6= g(x), pak pro velké n je fn(x) 6= gn(x)
a tato nerovnost plat́ı i v každém racionálńım č́ısle y dostatečně bĺızkém x.

Úloha 1.3.3. Znamenaj́ı existenci injekce z P(N) do ∆(I) a naopak. Rovnost
kardinalit znamená existenci bijekce a plyne z Cantorovy–Bernsteinovy věty (viz
MAI [5]).

Úloha 1.3.6. Necht’ f(x) = x a g : R→ (0, 1) je rostoućı bijekce

Úloha 2.1.3. Protože mezi sč́ıtanci nikdy neńı současně +∞ a −∞.

Úloha 2.1.7. Postupujte jako v d̊ukazu tvrzeńı 2.1.11.

Úloha 2.1.18. Protože S(f,D) − s(F,D) < ε implikuje konečnost S(f,D) a
s(F,D).

Úloha 2.1.30. xui , xvi ∈ [ai, a
′
i].

Úloha 2.1.31. [xj , xj+1] je pokrytý jediným [ai, a
′
i].

Úloha ??. Dvě nerovnosti na začátku d̊ukazu se obrát́ı.
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Einstein, A., 94
Einsteinova sumačńı konvence, 94
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ekvivalence dvou definic, 44
Gauss̊uv, 69
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monický polynom, 19

Napoleon Bonaparte, 15
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rozklad na parciálńı zlomky, 17, 18, 20
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