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Mocninná øada s koe�cienty an je výraz

F (x) =
∞∑

n=0
anxn = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · · ,

kde an jsou èísla (celá, reálná, komplexní) a x
je promìnná. F (x) je generující funkce posloup-
nosti (a0, a1, a2, . . .); an je èasto poèet èehosi.

A generating function is a clothesline on which
we hang up a sequence of numbers for display.

(H. S. Wilf, generatingfunctionology, Academic
Press, 1994)

• zapouzdøení nekoneèného objektu (a0, a1, . . .)
do vy¹¹í entity F (x), napø.

(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .) jako F (x) = 1/(1− x− x2)

• dvì tváøe m. øad, diskrétní a analytická, napø.

(1, 1, 1, . . .) a funkce C\{1} 3 z 7→ 1/(1− z)

• pøeklad struktury objektù poèítaných an do
øeèi algebraických vlastností F (x) a naopak



{Proè mocninné øady 2{

Mocninné øady a generující funkce v ma-

tematice a informatice

•matematická analýza (funkce komplexní pro-
mìnné, øe¹ení diferenciálních rovnic, aplikace)
• teorie pravdìpodobnosti (diskrétní rozdì-
lení, náhodné procházky, tzv. charakteristické
funkce)
• teorie èísel (obyèejné gf v aditivní TÈ, Di-
richletovy øady v multiplikativní TÈ, modulární
formy, zeta funkce)
• algebraická geometrie (lokální parametri-
zace køivek)
• diskrétní matematika

• kombinatorická enumerace (poèítání rùz-
ných struktur)
• teoretická informatika (analýza algoritmù,
teorie formálních jazykù)
• algebra a logika (mocninné øady jsou zají-
mavé objekty i samy o sobì)
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Hlavní typy generujících funkcí (gf) posloup-
ností (a0, a1, a2, . . .):
• obyèejné gf

F (x) =
∞∑

n=0
anxn = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · ·

• exponenciální gf (Taylorovy øady)

F (x) =
∞∑

n=0

anxn

n!
= a0 + a1x +

a2x
2

2
+

a3x
3

6
+ · · ·

• Dirichletovy øady

F (s) =
∞∑

n=1

an

ns
= a1 +

a2
2s
+

a3
3s
+

a4
4s
+ · · ·

Obecnì: λ1 < λ2 < . . . buïte reálná èísla, pak

F (s) =
∞∑

n=0
ane−λns

dává ogf pro λn = n (x = e−s) a Dirichletovu
øadu pro λn = logn. Dal¹í zobecnìní: více pro-
mìnných, koe�cienty an z okruhu R, . . .
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Násobení ogf. Nech» an (resp. bn) je poèet
A-struktur (resp. B-struktur) váhy v(A) = n

(resp. v(B) = n), napø. poèet nìjakých grafù
na mno¾inì [n] = {1, 2, . . . , n}. Souèin odpoví-
dajících ogf∑

n≥0
anxn

∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0

( n∑
k=0

akbn−k

)
xn

má tento smysl: koe�cient u xn je poèet dvojic
(α, β), kde α je A-struktura, β je B-struktura a
v(A) + v(B) = n.

Násobení egf. Nech» an (resp. bn) je poèet
A-struktur (resp. B-struktur) na mno¾inì [n].
Souèin odpovídajících egf∑

n≥0

anxn

n!

∑
n≥0

bnxn

n!
=
∑
n≥0

( n∑
k=0

(n
k

)
akbn−k

)xn

n!

má tento smysl: koe�cient u xn je poèet dvojic
((X, α), (Y, β)), kde (X, Y ) je rozklad mno¾iny [n],
α je A-struktura na X a β je B-struktura na Y .
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Pøíklad na násobení ogf (na egf pozdìji).
Nech» an (resp. bn) je poèet slov délky n nad
{a, b, c} (resp. nad {1, 2, 3}). Pak an = bn = 3n a∑

n≥0
anxn

∑
n≥0

bnxn =
( ∑

n≥0
3nxn

)2
=

∑
n≥1
(n + 1)3nxn

a (n+1)3n = # slov nad abecedou {a, b, c, 1, 2, 3}
typu \nejprve písmena, pak èíslice".

Násobení Dø. V souèinu Dirichletových øad∑
n≥1

an

ns

∑
n≥1

bn

ns
=
∑
n≥1

(∑
d|n

adbn/d

) 1
ns

dostáváme Dirichletovu konvoluci (an) a (bn).
Napø.

ζ(s)2 =

∑
n≥1

1
ns

2 = ∑
n≥1

τ (n)
ns

,

kde τ (n) je poèet dìlitelù èísla n.
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Algebraický pohled. Operace + a × na mno-
¾inì C[[x]] formálních souètù

∑
n≥0 anxn, an ∈ C:∑

n≥0
anxn +

∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0
(an + bn)xn

∑
n≥0

anxn ×
∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0

( n∑
k=0

akbn−k

)
xn.

(C[[x]],+,×) je obor integrity (komut. okruh s
1, FG = 0⇒ F = 0 nebo G = 0).

Jednotky: 1/
∑

n≥0 anxn existuje ⇐⇒ a0 6= 0.

Tìleso zlomkù: mno¾ina C((x)) form. souètù∑
n≥k anxn, kde k ∈ Z (Laurentovy øady).

Formální konvergence. Nech» [xn]F je koe�-
cient u xn v F . Posloupnost m. øad (F1, F2, . . .)
(formálnì) konverguje, pokud pro ka¾dé n ≥ 0
je posloupnost koe�cientù

([xn]F1, [x
n]F2, [x

n]F3, . . .)

od jistého èlenu dále konstantní. Pak Fn → F .
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Nech»

ord(F ) = min{n ≥ 0 | [xn]F 6= 0}, ord(0) =∞.

Nekoneèné souèty a souèiny m. øad
∞∑

n=1
Fn a

∞∏
n=1
(1 +Gn)

jsou formální limity èásteèných souètù a èás-
teèných souèinù. Existují, právì kdy¾ ord(Fn)→
∞ a ord(Gn)→∞. Napø.

∞∏
n=1
(1 + xn) = 1 + x + x2 + 2x3 + 2x4 + 3x5 + · · ·

Skládání. Nech» F (x) =
∑

n≥0 anxn a G splòuje
G(0) = [x0]G = 0, pak F (G(x)) de�nujeme jako
formální souèet

F (G(x)) =
∑
n≥0

anG(x)n

(OK, proto¾e ord(anGn) ≥ n). Naopak, pokud
G(0) 6= 0 a F není polynom, nemá substituce
F (G(x)) smysl. Skládání m. øad je asociativní.
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G(x) je kompozièní inverz m. øady F (x), zna-
èíme G = F 〈−1〉, pokud F (G) = x. Nutnì ord(F ) =
ord(G) = 1.

Tvrzení. F má kompozièní inverz, právì kdy¾
ord(F ) = 1. Dále platí F 〈−1〉(F ) = F (F 〈−1〉) = x.

Lagrangeova inverzní formule. Pro F ∈ C[[x]]
s ord(F ) = 1,

[xn]F 〈−1〉 =
1
n
[xn−1]

( x

F (x)

)n
.

Ekvivalentnì: pokud G(0) 6= 0 a F je øe¹ením
rovnice F = xG(F ), pak

[xn]F =
1
n
[xn−1](G(x))n.

Pøíklad. Rovnici xF 5−F+x = 0 v C[[x]] vyøe¹íme
snadno: F = x(1 + F 5), a tak, pro n = 5m + 1,

[xn]F =
1
n
[xn−1](1 + x5)n =

1
n

(n

m

)
a jinak [xn]F = 0. (V C[[x]] je jediné øe¹ení.)
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Analytický pohled. Pro m. øadu

F (z) =
∑
n≥0

anzn ∈ C[[z]]

máme právì jedno èíslo R | polomìr kover-

gence F (z) | ¾e 0 ≤ R ≤ ∞ a F (z) absolutnì
konverguje pro |z| < R a diverguje pro |z| > R.
Kolik je R?

• Hadamard (1892, dizertace):

R =
1

lim supn→∞ |an|1/n
.

; Koe�cienty an pro n → ∞ rostou zhruba
jako (1/R)n.

• R = min |s|, s ∈ C je singularita funkce F (z).
; R je modul singularity nejbli¾¹í k 0.

• Pringsheim (≤1932): Pokud an ≥ 0 pro v¹echny
n ∈ N0, pak R je singularitou F (z) =

∑
n≥0 anzn.

; Singularitu nejbli¾¹í k 0 pak staèí hledat na
kladné èásti reálné osy.
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Pøíklady. 1. an = # zobrazení z {1, 2, . . . , n} na
{1, 2, . . . , m}, m ≤ n (# surjekcí). Uká¾eme, ¾e

F (z) =
∞∑

n=0

anzn

n!
=

1
2− ez

.

Ale 2 − ez = 0 ⇐⇒ z = log 2 + 2kπi, k ∈ Z, tedy
R = log 2 a an ∼ (1/ log 2)nn!.

2. an = # dobrých uzávorkování s n páry závo-
rek, napø. a3 = 5: ()()(), ()(()), (())(), (()()) a
((())). Spoète se celkem snadno, ¾e

F (z) =
∑
n≥0

anzn = 1+z+2z2+· · · =
1
2z
(1−

√
1− 4z).

Ale 1 − 4z = 0 ⇐⇒ z = 1/4, tedy R = 1/4 a
an ∼ 4n. (Pøesnìji: an = 1

n+1

(
2n
n

)
.)

3. O dva slajdy døíve, v pøíkladu na LIF, jsme
mìli F (z) =

∑
n≥0 anzn splòující

zF 5 − F + z = 0.

Jak urèíme R bez vzorce pro an?
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Vìta o implicitní funkci a Pringsheim: dvojice
(z, F ) = (R, F (R)) musí být øe¹ením soustavy

zF 5−F +z = 0 & ∂F (zF 5−F +z) = 5zF 4−1 = 0.

Jediné øe¹ení se z > 0 je (4
4/5

5 , 1
41/5
). Tak¾e R =

44/5
5 a an ∼ (1/R)n =

(
5
44/5

)n
= (1.64938 . . .)n, co¾

souhlasí s an = 1n
(

n
(n−1)/5

)
.

Obecnìji. Nech» f(z) =
∑

n≥0 fnzn má v R > 0
singularitu a je analytická v oblasti ∆ = ∆(r, φ) =
{z : |z| < r, | arg(z − R)| > φ}, r > R a 0 < φ <
π/2 (\camembertová" oblast). Nech» σ(z), τ (z)
jsou lin. kombinace funkcí ze ¹kály (α, β ∈ C)

1
(1− z/R)α

( 1
z/R

log
1

1− z/R

)β
.

Vìta. (Flajolet & Odlyzko, 1990). V této si-
tuaci platí pøenos asymptotik (z → R, z ∈ ∆ a
n →∞)

f (z) = σ(z) +O(τ (z))⇒ fn = σn +O(τn).
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Obecnìji o implicitní funkci.

Vìta. (Odlyzko, 1995). Nech» m. øady E(z, w) =∑
i,j≥0 eijz

iwj s e00 = 0, e01 < 1 a eij ≥ 0 a

F (z) =
∑

i≥1 fiz
i s fi ≥ 0 splòují:

(a) F (z) je analytická v z = 0.
(b) F (z) = E(z, F (z)).
(c) fi, fj, fk > 0 a (j − i, k− i) = 1 pro nìjaká tøi

èísla 0 < i < j < k.

(d) Existují èísla R, S, δ > 0 taková, ¾e E(z, w) je
analytická v |z| < R+δ a |w| < S+δ, E(R, S) = S,

Ez(R, S) 6= 0, Ew(R, S) = 1 a Eww(R, S) 6= 0.

Potom R je polomìr konvergence F (z), F (R) =
S a pro n →∞ platí

fn = (1 + o(1))

√√√√ R · Ez(R, S)
2π · Eww(R, S)

· n−3/2 ·
( 1
R

)n
.
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Experiment v r. 2003, resp. 2006, s vyhledává-

ním v internetové databázi vìdeckých èasopisù

SCIENCE DIRECT (pøes 1700 èasopisù).

Dotaz na \power series" v názvech, abstrak-

tech a klíèových slovech vrátil 1324, resp. 1984,

èlánkù. Dotaz na \generating function" vrá-

til 1250, resp. 1890, èlánkù. Nìkteré èasopisy:

Advances in Mathematics

Chemical Physics Letters

Composite Structures

Chaos, Solitons & Fractals

Discrete Mathematics

Fluid Phase Equilibria

Fuzzy Sets and Systems

Historia Mathematica

Information Processing Letters

Insurance: Mathematics and Economics

International J. of Pressure Vessels and Piping



International Review of Financial Analysis

J. of Aerosol Science

J. of Crystal Growth

J. of Discrete Algorithms

J. of Number Theory

J. of Petroleum Science

J. of Statistical Planning and Inference

Microelectronics and Reliability

Neurocomputing

Nuclear Physics B

Ocean Engineering

Optics Communications

Performance Evaluation

Powder Technology

Reliability Engineering & System Safety

Signal Processing

Solar Energy Materials and Solar Cells

Stochastic Processes and their Applications

Tectonophysics

Theoretical Computer Science

Theoretical Population Biology

Thin Solid Films

Vacuum

Vistas in Astronomy
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Exponenciální generující funkce (egf) po-
sloupnosti a0, a1, . . . je mocninná øada

A(x) =
∞∑

n=0

anxn

n!
= a0 +

a1x

1!
+

a2x
2

2!
+

a3x
3

3!
+ · · ·

Souèinová formule: Posloupnosti (a0, a1, . . .) a
(b0, b1, . . .) mìjte egf A(x) a B(x) a posloupnost
(c0, c1, . . .) buï dána vztahem

cn =
m∑

k=0

(n
k

)
akbn−k

(cn = # C-struktur na [n] tvaru ((X, α), (Y, β)),
kde (X, Y ) je rozklad [n], α je A-struktura na X
a β je B-struktura na Y ). Pak

C(x) =
∞∑

n=0

cnxn

n!
= A(x)B(x).

Pøíklad. Nech» an = bn = 1, pak cn = # (pod-
mno¾in mno¾iny [n]) = 2n. Vskutku,

C(x) = A(x)B(x) = exex = e2x =
∞∑

n=0

2nxn

n!
.
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Kompozièní formule. Nech» A(x) a B(x) jsou
egf poètù nìjakých A-struktur a B-struktur na
mno¾inách [n], n ∈ N. Odvozená C-struktura
je daná rozkladem {Y1, . . . , Yk} mno¾iny [n] na
neprázdné mno¾iny, volbou A-struktury na [k]
a volbami B-struktur na mno¾inách Y1, . . . , Yk.
Pak poèty C-struktur mají egf danou kompo-
zicí

C(x) =
∞∑

n=0

cnxn

n!
= A(B(x)).

Exponenciální formule je speciální pøípad s
an = 1 a tedy A(x) = ex: Je-li cn = # struktur na
[n] typu (Y1, β1, Y2, β2, . . . , Yk, βk), kde {Y1, . . . , Yk}
je rozklad [n] a βi je B-struktura na Yi, pak

C(x) =
∞∑

n=0

cnxn

n!
= eB(x).

Poznámka. V obou formulích je nutné, aby
b0 = 0, tj. B(x) = b1x+b2x

2/2!+· · ·, jinak dosazení
B(x) nedává obecnì smysl.
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Uvedeme nìkolik pøíkladù na tyto formule.
Bellova èísla. Nech» cn = # neusp. rozkladù
{Y1, . . . , Yk} mno¾iny [n] na neprázdné mno¾iny.
Poèty cn se dostanou exp. konstrukcí s bn = 1
pro n ≥ 1 a b0 = 0, tak¾e B(x) = exp(x)− 1. Exp.
formule dává

C(x) =
∞∑

n=0

cnxn

n!
= eB(x) = ee

x−1.

Uspoøádaná Bellova èísla (# surjekcí). Nyní
èísla cn poèítají uspoøádané rozklady (Y1, . . . , Yk)
mno¾iny [n]. Dostanou se komp. konstrukcí s
an = n!, bn = 1 pro n ≥ 1 a b0 = 0. Tak¾e
A(x) =

∑
n≥0 n!x

n/n! = 1/(1−x), B(x) = exp(x)−1
a

C(x) =
∞∑

n=0

cnxn

n!
= A(B(x)) =

1
1− (ex − 1)

=
1

2− ex
.

Odtud se hned dostane asymptotika (c > 0 je
konstanta)

cn = (c+o(1))(1/ log 2)nn! = (c+o(1))(1.44269 . . .)nn!.
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Odvodíme Cayleyho vzorec (Cayley, 1857)

tn = nn−2

pro poèet stromù (souvislých grafù bez kru¾-

nic) na mno¾inì vrcholù {1, 2, . . . , n}.
Napø. t5 = 53 = 125, proto¾e pro 5 vrcholù máme

jen tøi mo¾né neizomorfní typy stromù (cestu,

hvìzdu a vidlièku):

} } } } } �
�

�
�

@
@

@
@

} } }
} }

} } } }
}

a ty se na mno¾inì {1, 2, 3, 4, 5} realizují 3
(
5
3

)
2 +

5 + 3
(
5
3

)
2 = 5 + 60 + 60 = 125 zpùsoby.

Nebudeme pracovat s egf èísel tn, ale s egf

K(x) =
∞∑

n=1

knxn

n!

poètù kn koøenových stromù (stromù s vyzna-

èeným vrcholem). Zøejmì kn = ntn.
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Koøenový strom T se po vypu¹tìní koøene roz-
padne na mno¾inu nìkolika koøenových stromù,
které mají dohromady o 1 ménì vrcholù a z
nich¾ se T dá jednodu¹e zrekonstruovat. Tak¾e:

#{koøenové stromy T na [n]}
= #{(A, (B1, T1), (B2, T2), . . . , (Bk, Tk))},

kde {A, B1, . . . , Bk} je rozklad [n] na neprázdné
mno¾iny, |A| = 1 (koøen T ) a Ti je koøenový
strom na Bi. Podle souèinové a exponenciální
formule dostáváme rovnici

K(x) =
1x1

1!
exp(K(x)) = x exp(K(x)).

Vyøe¹íme ji Lagrangeovou inverzní formulí:

kn = n![xn]K(x) =
n!
n
[xn−1] exp(x)n

=
n!
n
[xn−1] exp(nx) =

n! · nn−1

n · (n− 1)!
= nn−1

a tedy tn = kn/n = nn−1/n = nn−2.



{Kombinatorická enumerace 6{

Støídavé permutace. σ = σ1σ2 . . . σn je støí-

davá permutace èísel 1, 2, . . . , n, pokud

σ1 < σ2 > σ3 < σ4 > σ5 < · · · .
pn = # stø. permutací =?? Klademe p0 = 1.
Zkusíme pomocí egf P (x) rovné

∑
n≥0

pnxn

n!
=

∑
2m+1≥1

p2m+1x
2m+1

(2m + 1)!
+

∑
2m≥0

p2mx2m

(2m)!

= L(x) + S(x).

Pokud σ ∈ L a |σ| > 1, pak σ = (κ, n, λ), kde
κ, λ ∈ L. Pokud σ ∈ S a |σ| > 0, pak σ = (κ, n, λ),
kde κ ∈ L a λ ∈ S. A naopak . . .
Tak¾e P (x) = L(x) + S(x) a

(L(x)− x)′ = L(x)2 a (S(x)− 1)′ = L(x)S(x).

Vyøe¹ením diferenciálních rovnic dostaneme∑
n≥0

pnxn

n!
= L(x) + S(x) = tanx +

1
cosx

.

Nenulový koe�cient u xn v Taylorovì rozvoji
funkcí secx = 1/ cosx a tanx je tedy roven pn/n!.
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Ogf | racionální funkce. Dùle¾itou tøídou
ogf jsou racionální m. øady, charakterizované
touto vìtou:

Vìta. Následující tøi vlastnosti mocninné øady
F (x) =

∑
n≥0 anxn ∈ C[[x]] jsou ekvivalentní.

1. F (x) = p(x)/q(x), kde p, q jsou polynomy.
2. Pro n > n0 platí

an + c1an−1 + c2an−2 + · · · + cran−r = 0,

kde ci ∈ C jsou konstanty.
3. Pro n > n0 platí, ¾e

an = p1(n)α
n
1 + p2(n)α

n
2 + · · · + pk(n)α

n
k ,

kde pi jsou polynomy a αi ∈ C jsou rùzná èísla
(koøeny polynomu q(x)).

Dùsledek. Operace Hadamardova souèinu∑
n≥0

anxn ∗
∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0

anbnxn

zachovává tøídu racionálních m. øad.



{Kombinatorická enumerace 8{

Metoda pøechodové matice (transfer mat-
rix method). Úlohy \lokálního" charakteru èi
s \koneènou" historií vedou na racionální ogf.

G buï orientovaný graf, násobné ¹ipky a smyèky
jsou povoleny. Procházka (v G) délky n z vr-
cholu u do vrcholu v je posloupnost n na sebe
navazujících ¹ipek e1e2 . . . en, zaèínající v u a
konèící ve v. G mù¾e vypadat tøeba takto:

} } }
& %& %

' $
&%
'$

&%
'$

< <

<

> >
< <

1

2 3

Nech» má ka¾dá hrana e z G váhu w(e) ∈ R
(R je komut. okruh s 1). Pro procházku P =
e1e2 . . . en de�nujeme w(P ) = w(e1)w(e2) . . . w(en).
Grafu G, kde V (G) = {v1, . . . , vp}, a délce pro-
cházky n ∈ N0 pøiøadíme p × p matici A(n) =
(Aij(n)),

Aij(n) =
∑

P z vi do vj, |P |=n

w(P ).
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Klademe Aij(0) = δij. Pro n = 1 máme matici
sousednosti A = A(1), Aij =

∑
vah ¹ipek jdou-

cících z vi do vj.
Pozorování: Aij(n) = (An)ij a tedy A(n) = An.

De�nujeme ogf a matici

Fij(G, x) =
∑
n≥0

Aij(n)x
n ∈ R[[x]]

F (G, x) = (Fij(G, x)) ∈ R[[x]]p×p.

Díky R[[x]]p×p ∼= Rp×p[[x]] a pozorování máme

F (G, x) =
∑
n≥0

A(n)xn =
∑
n≥0

Anxn = (I − xA)−1,

z èeho¾ plyne
Vìta (MPM). Fij(G, x) je ((I − xA)−1)ij, a tak

Fij(G, x) =
(−1)i+j det(I − xA : j, i)

det(I − xA)
.

Fij(G, x) je tedy racionální m. øada z R[[x]] a
posloupnost Aij(0), Aij(1), Aij(2), . . . splòuje li-
neární rekurenci s konstantními koe�cienty.



{Kombinatorická enumerace 10{

Pøíklad. Nech» an je poèet slov u = u1u2 . . . un

délky n nad abecedou {1, 2, 3} takových, ¾e ani
11 ani 23 se neobjevuje jako uiui+1. Kolik je an?

De�nujeme orientovaný graf G na {1, 2, 3} tak,
¾e i → j, pokud v u mù¾e následovat j po i. G

je na pøedpøede¹lém slajdu. Nyní R = Z a

A = A(1) =

 0 1 11 1 0
1 1 1

 .

Oznaèíme Q(x) = det(I − xA) = 1− 2x− x2+ x3 a
Qij = det(I − xA : j, i). Podle MPM máme

∑
n≥0

an+1x
n =

∑3
i,j=1Qij(x)

Q(x)
...

=
3 + x− x2

1− 2x− x2 + x3
.

Odtud an = 2an−1+an−2−an−3 pro n ≥ 4 (a1 = 3,
a2 = 7, a3 = 16).
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ogf v aditivní TÈ. V r. 1770 Lagrange doká-
zal, ¾e ka¾dé èíslo n ∈ N0 je souètem 4 ètvercù,
napø. 5 = 22 + 12 + 02 + 02, 300 = 162 + 62 + 22 + 22.
(Èísla tvaru 8n + 7 nejsou souètem 3 ètvercù.)
Dùkaz (Jacobi, 1829). Nech»

r4(n) = #(x1, x2, x3, x4) ∈ Z4 : n = x21+x22+x23+x24.

Chceme ukázat, ¾e v¾dy r4(n) > 0. Máme

∑
n≥0

r4(n)x
n =

( ∞∑
n=−∞

xn2
)4

.

Po sérii transformací se ètvrtá mocnina vpravo
nakonec pøetransmutuje v

1 + 8
∑
n≥1

nxn

1− xn
− 8

∑
n≥1

4nx4n

1− x4n
.

Ov¹em∑
n≥1

nxn

1− xn
=

∑
n≥1
(nxn + nx2n + nx3n + · · ·)

=
∑
n≥1

(∑
d|n

d
)
xn.
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Tedy r4(0) = 1 a pro n ≥ 1,

r4(n) = 8
∑

d|n, 46 |d
d.

Pro n ∈ N skuteènì r4(n) = 8(1 + · · ·) ≥ 8 > 0. 2

Napø. r4(20) = 8(1+ 2+ 5+ 10) = 144, co¾ souhlasí
s 20 = 42 + 22 + 02 + 02 = 32 + 32 + 12 + 12.

Dal¹í identity? Tøeba r8(n) = 16
∑

d|n(−1)n+dd3

(Jacobi, 1829) nebo (Milne, 2002)

r24(n) = (−1)n
16
9

(
17σ†3(n) + 8σ

†
5(n) + 2σ

†
7(n)

)
+ (−1)n

512
9

n−1∑
m=1

(
σ
†
3(m)σ

†
7(n−m)

−σ
†
5(m)σ

†
5(n−m)

)
,

kde

σ
†
k(n) =

∑
d|n
(−1)ddk.
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Rozklad N na AP. Mno¾inu N = {1, 2, 3, 4, . . .}
mù¾eme rozlo¾it jako

N = {1, 3, 5, . . .} ∪ {2, 4, 6, . . .}
= {1, 3, 5, . . .} ∪ {2, 6, 10, . . .} ∪ {4, 8, 12, . . .}
atd.

Lze N psát jako disjunktní sjednocení aritme-
tických posloupností A1, . . . , Al (l > 1) se vzá-
jemnì rùznými diferencemi d1 > d2 > . . . > dl?

Ne:∑
k≥1

zk =
∑

k∈A1

zk +
∑

k∈A2

zk + · · · +
∑

k∈Al

zk

z

1− z
=

za1

1− zd1
+

za2

1− zd2
+ · · · +

zal

1− zdl

a vezmi z → exp(2πi/d1).
Bez disjunktnosti ano: ka¾dé n ∈ N splòuje ale-
spoò jednu ze ¹esti kongruencí: ≡ 0 (2), ≡ 0 (3),
≡ 1 (4), ≡ 3 (8), ≡ 7 (12) a ≡ 23 (24) (Erd}os,
1950).
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Dirichletovy øady v multiplikativní TÈ. Di-
richletova øada posloupnosti (a1, a2, . . .) je

F (s) =
∑
n≥1

an

ns
(obvykle s ∈ C).

Pro (1, 1, . . .) dostáváme dzeta funkci

ζ(s) =
∞∏

n=1

(
1− 1/ps

)−1
=

∞∑
n=1

1
ns

(Re(s) > 1).

Odtud

1/ζ(s) =
∞∏

n=1

(
1− 1/ps

)
=

∞∑
n=1

µ(n)
ns

,

kde µ(n), Möbiova funkce, se rovná (−1)r pro
n = p1p2 . . . pr a jinak µ(n) = 0.

Möbiova inverze. Nech» posloupnosti an a bn

pro ∀n ∈ N splòují bn =
∑

d|n ad. Tedy∑
n≥1

bn

ns
= ζ(s)

∑
n≥1

an

ns
⇐⇒ ζ(s)−1

∑
n≥1

bn

ns
=
∑
n≥1

an

ns
,

a ekvivalentnì an =
∑

d|n µ(d)bn/d.
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Dùkaz nekoneènosti poètu prvoèísel. Pr-
voèísla: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, . . .
Podle Základní vìty aritmetiky má ka¾dé èíslo
n ∈ N jednoznaèný rozklad n = p

a1
1 p

a2
2 . . . par

r ,
kde 2 ≤ p1 < p2 < . . . jsou prvoèísla a ai ∈ N.

Euclides (-3. st.): Existuje nekoneènì mnoho
prvoèísel.

Dùkaz (Euler, 18.st.) Sporem. Nejprve ale
Lemma. Nech» dvì øady kladných reálných èí-
sel A = a0 + a1 + a2 + · · · a B = b0 + b1 + b2 + · · ·
konvergují. Potom konverguje i jejich souèin

a0b0 + (a0b1 + a1b0) + (a0b2 + a1b1 + a2b0) + · · ·
Toté¾ pro více øad.
Dùkaz. Pro cn =

∑n
i=0 aibn−i máme

c0 + c1 + · · · + cn

< (a0 + a1 + · · · + an)(b0 + b1 + · · · + bn)
< AB.

2
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Pokraèujeme v Eulerovì (?) dùkazu nekoneè-

nosti poètu prvoèísel. Pro ka¾dé prvoèíslo p ge-

ometrická øada

1
1− 1/ps

= 1 +
1
ps
+
1
(p2)s

+
1
(p3)s

+ · · ·

konverguje pro s > 0. Pokud je prvoèísel ko-

neènì mnoho, p1, p2, . . . , pk, souèin tìchto øad

se podle ZVA rovná

k∏
i=1

1
1− 1/ps

i

=
k∏

i=1

(
1 +
1
ps
i

+
1

(p2i )
s
+ · · ·

)

=
1
1s
+
1
2s
+
1
3s
+
1
4s
+
1
5s
+
1
6s
+ · · ·

=
∞∑

n=1

1
ns
= ζ(s)

a podle Lemmatu konverguje taky pro s > 0.
Ale výsledná øada pro 0 < s ≤ 1 diverguje |

spor. 2
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Uspoøádané faktorizace. Nech» m(n) je poèet
zpùsobù, jak pøirozené èíslo n vyjádøit jako sou-
èin nìkolika èinitelù vìt¹ích ne¾ 1, pøièem¾ zá-
le¾í na poradí. Napø. m(1) = 0, m(2) = 1, m(12) =
8 (12, 2× 6, 6× 2, 3× 4, 4× 3, 2× 2× 3, 2× 3× 2,
3× 2× 2). Hodnoty m(n) pro n = 1, 2, . . . , 60:

1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 4, 2, 3, 1, 8, 1, 3, 3, 8, 1, 8, 1, 8, 3, 3, 1,
20, 2, 3, 4, 8, 1, 13, 1, 16, 3, 3, 3, 26, 1, 3, 3, 20, 1, 13, 1,
8, 8, 3, 1, 48, 2, 8, 3, 8, 1, 20, 3, 20, 3, 3, 1, 44, . . .

Jak (ne)smí být velká hodnota m(n)? Pomù¾e
nám Dirichletova øada. Pomocí

ζ(s)− 1 =
1
2s
+
1
3s
+
1
4s
+
1
5s
+
1
6s
+ · · ·

máme

F (s) =
∞∑

n=1

m(n)
ns
=

∞∑
k=0
(ζ(s)− 1)k =

1
2− ζ(s)

.

F (s) konverguje pro s > ρ, kde ρ = 1.72864 . . . je
øe¹ení rovnice ζ(ρ) = 2. Tak¾e m(n) > cnρ+ε, c >
0 je konstanta, nemù¾e nastat pro nekoneènì
mnoho n. Tudí¾ m(n) = o(nρ+ε) pro n →∞.
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Vlastnì platí m(n) ≤ nρ pro ka¾dé n ∈ N . Dù-
kaz indukcí (Coppersmith & Lewenstein, 2005):
m(1) = 1 ≤ 1ρ a pro n > 1

m(n) =
∑

d|n, d>1

m(n/d) ≤
∑

d|n, d>1

nρ/dρ

< nρ
∑
d>1
1/dρ = nρ(ζ(ρ)− 1)

= nρ.

Pøesnìj¹í odhady m(n). (Klazar & Luca, 200?)
Pro ka¾dé ε > 0 pro v¹echna n > n0(ε) platí

m(n) <
nρ

exp
(
(logn)1/ρ/(log logn)1+ε

)
a existuje nekoneènì mnoho n takových, ¾e

m(n) >
nρ

exp
(
3(logn)1/ρ/(log logn)1/ρ

).
Dolní odhad dokazujeme pomocí Dirichleto-
vých øad. (ρ = 1.72864 . . . a 1/ρ = 0.57848 . . .)
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gfp. X buï diskrétní náhodná velièina s hod-
notami v N0. Její gfp, gf pravdìpodobností, je

p(u) = pX(u) =
∑
n≥0
P(X = n) · un.

Zøejmì p(1) = 1.

Pøíklad. X = Xn = # nul v max. poèáteè-
ním úseku nul ve slovì u ∈ {0, 1}n a Y = Yn =
celkový # nul v u; ka¾dé slovo u má pravdì-
podobnost 1/2n. Patrnì (〈V 〉 je char. funkce
výroku V )

P(X = k) =
〈0 ≤ k < n〉
2k+1

+
〈k = n〉
2n

P(Y = k) =
1
2n

(n
k

)
.

Tak¾e

pX(u) =
n−1∑
i=0

ui

2i+1
+

un

2n
=
(u/2)n − 1

u− 2
+

un

2n

pY (u) =
n∑

i=0

1
2n

(n
k

)
un =

(1 + u

2

)n

.
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Stø. hodnota a rozptyl z gfp. Patrnì

E(X) =
∑
n≥0

nP(X = n) = p′X(1)

V(X) = E(X2)− E(X)2

= p′′X(1) + p′X(1)− p′X(1)
2.

Limitní zákony. V pøíkladu s binárními slovy
pro pevné k a n →∞ máme P(Xn = k)→ 1/2k+1
(diskrétní limitní zákon, geometrické rozdìlení)
a P(Yn = k)→ 0, ale | pro µn = n/2, σn =

√
n/2

a pevné y |

P(Yn ≤ µn + yσn)→ Φ(y) :=
1√
2π

∫ y

−∞
e−t2/2 dt

(spojitý limitní zákon, normální rozdìlení).

\Centrální limitní zákony": gfp pn(u) pro n →
∞ splòují jisté podmínky ⇒ náhodné velièiny
Xn mají pro n →∞ spojitý limitní zákon s nor-
málním rozdìlením.
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Bender & Richmond, 1983; Hwang, 1994:

Vìta. Nech» gfp pn(u) náh. velièin Xn v pev-

ném okolí u = 1 pro n →∞ stejnomìrnì splòují

pn(u) = A(u)B(u)βn(1 +O(1/κn)),

kde posloupnosti βn, κn →∞, A(u) a B(u) jsou
analytické v u = 1, A(1) = B(1) = 1 a B′′(1) +
B′(1)−B′(1)2 6= 0. Pak

P
(Xn − µn

σn
≤ y

)
= Φ(y) +O

(
1/κn + 1/

√
βn

)
,

kde

µn = A′(1) + βnB′(1) +O(1/κn)

σ2n = A′′(1) +A′(1)−A′(1)2

+ βn(B′′(1) +B′(1)−B′(1)2) +O(1/κn).

Aplikace. Nech» Xn = m v náhodné surjekci

[n] → [m], m ≤ n. Platí, ¾e Xn → Φ s µn ∼ C1n

a σn ∼
√

C2n, kde C1 = 1/2 log 2 a C2 = (1 −
log 2)/(4 log 2)2.
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Frobeniùv problém. a1, a2, . . . , ad ∈ N buïte

vesmìs nesoudìlná èísla a

S = {x1a1 + x2a2 + · · · + xdad : xi ∈ N0} ⊂ N0
buïte nezáporné lineární kombinace èísel ai, tj.

aditivní pologrupa generovaná a1, . . . , ad. Dá se

lehce dokázat, ¾e S obsahuje v¹echna n > n0.

Napø. pro a1 = 4 a a2 = 7 máme 1 = 2 · 4− 1 · 7,
tak¾e 42 = 6·7, 43 = 42+1 = 2·4+5·7, 44 = 43+1 =
4·4+4·7, . . ., 48 = 12·4+0·7, 49 = 7·7, 50 = 2·4+6·7
atd. Ve skuteènosti ale S ⊃ [18,+∞) a 17 6∈ S,

tak¾e 17 je nejvìt¹í N 6∈ S = S(4, 7).

• Frobenius: jaké je nejvìt¹í N 6∈ S(a1, . . . , ad)?
• Teorie slo¾itosti: pro neomezené d je to NP

tì¾ká úloha.

• Erd}os a Graham, 1972: pro ka¾dé d mù¾e být

N velké a¾ � t2, kde t = max(a1, a2, . . . , ad).
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• Kannan, 1992: existuje algoritmus, který pro

pevné d nalezne N v poètu krokù polynomi-

álním ve velikosti vstupu a1, a2, . . . , ad (= d +∑d
i=1 log2 ai).

Existuje polynomiální algoritmus, který by pro

pevné d a vstup a1, a2, . . . , ad (+ pøípadné dal¹í

parametry jako a, b ∈ N) nalezl poèet n ∈ N\S?
Poèet n ∈ [a, b]\S? Poèet n ≡ a (mod b), n 6∈ S?

• Takový algoritmus, zalo¾ený na racionálních

m. øadách ve více promìnných, na¹li v r. 2003

Barvinok a Woods.

Nástin jejich algoritmu. Pro A ⊂ N0, nech»
f(A; z) =

∑
n∈A zn. Je-li p(z)/q(z) rac. funkce,

f (A; z) = p(z)/q(z)

chápeme jako rovnost pro |z| < 1 (a z 6= póly).
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Pro daná (nesoudìlná) a1, a2, . . . , ad ∈ N a S =
S(a1, . . . , ad) máme triviálnì

f(S; z) =
∑
n∈S

zn = p(z) +
zN+1

1− z
,

kde N = max(N\S) a p(z) je polynom stupnì

< N (a s koe�cienty 0 a 1). Tato reprezentace

f (S; z) je v¹ak obecnì exponenciálnì velká ve

velikosti vstupu.

Vìta (Barvinok a Woods, 2003). Nech» d je

pevné. Pak existuje s = s(d) ∈ N a polyno-

miální algoritmus, který pro vstup a1, a2, . . . , ad

nalezne f(S; z), S = S(a1, . . . , a2), ve tvaru

f (S; z) =
∑
i∈I

αiz
pi

(1− zbi1)(1− zbi2) . . . (1− zbis)
,

kde I je mno¾ina indexù, αi ∈ Q, pi, bij ∈ Z a

bij 6= 0. (A rovnost chápeme jako vý¹e.)
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Proto¾e je tato reprezentace vygenerována po-
lyn. algoritmem, |I| = O(|vstup|c); podobnì jsou
èísla αi, pi a bij jen polynomiálnì velká. Hledaný
poèet èísel v N\S se pak rovná

|N\S| = lim
z→1

(
z

1− z
− f (S; z)

)
,

kde se z vhodnì blí¾í k 1. Podobnì se efektivnì
spoètou i #[a, b]\S a #n ≡ a (mod b), n 6∈ S.

Vìta je dùsledkem dvou obecnìj¹ích výsledkù.
• Barvinok, 1994: Pro pevné d ex. polyn. al-
goritmus, který pro vstupní racionální polyedr
P ⊂ Rd nalezne pro gf

∑
a∈P∩Zd x

a1
1 . . . x

ad
d efek-

tivní reprezentaci racionální funkcí.
• Barvinok & Woods, 2003: Toté¾ pro gf mno-
¾in tvaru T (P ∩ Zd), kde T je lineární transfor-
mace T : Rd → Rk, T (Zd) ⊂ Zk, a polyedr P je
omezený.

Ve Frobeniovì pr. vezmeme P = {x ∈ Rd
≥0 :

‖x‖1 ≤ N} a T : Rd → R, T (x) = x1a1+ · · ·+xdad.



Dìkuji!


