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1. Co je diofantická rovnice. Kdo byl Diofantos.

Diofantická rovnice:

P (x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

P ∈ Z[x1, . . . , xn] je polynom a øe¹ení xi ∈ Z (celá èísla).
Variace: soustavy rovnic, exponenciální funkce místo
polynomù, xi ∈ Q a dal¹í obory. Motivace: vztahy mezi
výrazy vytvoøenými z celých èísel pomocí aritmetických
operací + a ×. Zkoumané otázky:

• existence øe¹ení
• (ne)koneènost poètu øe¹ení
• efektivní nalezení øe¹ení
Pøíklad. Pythagorejské trojice (PT): hledáme trojici èí-
sel x, y, z ∈ Z, ¾e

x2 + y2 = z2 .
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Triviální PT: 02 + (−2015)2 = 20152, . . . | xyz = 0.
Netriviální PT: (−24)2 + 102 = (−26)2, . . . | xyz 6= 0.
Primitivní PT: x, y, z > 0, (x, y) = NSD(x, y) = 1, x je

liché a y sudé. Ka¾dá netriviální PT se lehce pøevede

na primitivní.

Vìta. x, y, z je primitivní PT ⇐⇒ x = a2 − b2, y = 2ab,
z = a2 + b2, kde a > b > 0, (a, b) = 1 a mají rùznou paritu

(a, b ∈ Z).

Dùkaz. Implikace ⇐ je jasná. ⇒: x2 + y2 = z2 dává(
y

2

)2

=
z + x

2
·
z − x

2
=: u · v ,

kde u, v ∈ N = {1, 2, . . . } a (u, v) = 1. Tedy u = a2, v = b2,

y = 2ab, x = a2 − b2, z = a2 + b2 a a, b mají uvedené

vlastnosti. 2
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Na¹li jsme ∞ mnoho rùzných netriviálních PT, dokonce

jsme je v¹echny popsali. Pou¾ili jsme Základní vìtu

aritmetiky (ZVA) | ka¾dé n ∈ N má jediný rozklad

n =
∏k
i=1 p

ai
i , kde ai ∈ N a p1 < p2 < · · · < pk jsou

prvoèísla | a to tak, ¾e ze ZVA plyne

u, v, c ∈ N, (u, v) = 1, uv = c2 ⇒ u = a2, v = b2 .

ZVA poprvé pøesnì formuloval a dokázal a¾ C. F. Gauss

(1777-1855) v Disquisitiones Arithmeticae v r. 1801.

Vzorec pro PT x, y, z ji¾ u Eukleida (cca -300), Základy,

kniha X, tvrzení XXIX. Prvnì se objevují ale o 1500 let

døíve.

Plimpton 322. Klínopisná tabulka z Babylonu (dne¹ní

ji¾ní Irák), è. 322 v Plimptonovì sbírce na Kolumbijské

univerzitì, z r. cca −1800, autor neznámý písaø èi uèitel.

1.3



Na 15 øádcích uvádí slo¾ky y, z PT v ¹edesátkové sou-
stavì, napø. y = 5 : 19 = 319, z = 8 : 01 = 481 nebo
y = 1 : 22 : 41 = 4961, z = 2 : 16 : 01 = 8161.
Geometrické odvození vzorce pro PT
Rovnice pro PT je (x/z)2+(y/z)2 = 1, tedy hledáme Q2∩C
pro kru¾nici C : x2 + y2 = 1. Nech» ` je pøímka jdoucí
bodem (0, 1) ∈ C, ne rovnobì¾ná s osou x, (t, 0) je prù-
seèík ` a osy x, α je druhý prùseèík ` a C. Pak t 7→ α je
bijekce mezi Q a (Q2∩C)\{(0, 1)}. Máme ` : x = (1− y)t,
z èeho¾ se spoète

α =

(
2t

t2 + 1
,
t2 − 1
t2 + 1

)
=

(
2ab

a2 + b2,
a2 − b2

a2 + b2

)
, t = a/b ∈ Q

| `∩C ↔ (1− y)2t2 + y2 = 1↔ (t2 + 1)y2− 2t2y+ t2− 1 = 0,
tedy y-ová souø. prùseèíku α je [(t2 − 1)/(t2 + 1)]/1 (F.
Vi�ete (1540{1603) a jeho vzorce).
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Obrázek:
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Diofantos (∆ιoϕαντoζ) z Alexandrie (201{215 a¾ 289{

299) byl staroøecký (správnì: øímský) matematik, autor

øady knih nazvaných Aritmetika, mnohé z nich¾ se ne-

dochovaly. Jako první u¾íval algebraický symbolismus a

znaèení. Øe¹ení po nìm pozdìji nazvaných rovnic uva-

¾oval ve Q (v Z systematicky a¾ Fermat). Metrodorus

(5. st.) uvádí ve sbírce rébusù a høíèek Diofantùv vìk

jako øe¹ení (diofantické?) rovnice

x =
x

6
+
x

12
+
x

7
+ 5 +

x

2
+ 4

(1/6 ¾ivota chlapectví, 1/12 mládí, po 1/7 se o¾enil, po

5 letech pøi¹el syn, jen¾, ¾el, se do¾il jen 1/2 vìku otce,

4 roky po nìm ode¹el i D.) | x = 84 (nelze ovìøit z

jiného zdroje).
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Vydání pøekladu Diofantovy Aritmetiky do latiny v r.

1621, které poøídil Claude Gaspard Bachet de Mézirac

(1581{1638), se proslavilo marginálními poznámkami

P. de Fermat. (Bachetova, nesprávnì Bezoutova, iden-

tita praví

a, b ∈ Z, (a, b) = 1 ⇒ ∃c, d ∈ Z : ca + db = 1 .)

Nejslavnìj¹í z nich je jistì

Fermatova poslední vìta (FPV). Kdy¾ x, y, z, n ∈ N,
tak

xn + yn = zn ⇒ n ≤ 2

(pro n = 2 máme PT). Podíváme se na ni v následující

kapitole.
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2. Fermatova poslední vìta a abc domnìnka.

Pierre de Fermat (1601/7{1665): právník, èlen míst-

ního parlamentu v Toulouse, amatérský matematik, te-

orie èísel, FPV, základy matem. analýzy, optika.

FPV. x, y, z, n ∈ N, xn + yn = zn ⇒ n ≤ 2.
Vìta (Fermat). FPV pro n = 4: x, y, z ∈ Z,

x4 + y4 = z4 ⇒ xy = 0 .

Dùkaz. Fermatova poznámka v Diofantovì Aritmetice,

pomocí metody nekoneèného sestupu. Výsledek zmi-

òuje v záøí 1636 v dopisu M. Mersennovi (1588{1648)

pro Sainte-Croix. 2

Èásteèné výsledky k FPV. L. Euler (1707{1783):

n = 3; S. Germainová (1776{1831): x, y, z ∈ Z, xp + yp =
zp, 2p + 1 = q ⇒ p |xyz; exponent n = 5 vyøe¹ili
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A. M. Legendre (1752{1833) (debakl s portrétem) r.
1830 a P. Dirichlet (1805{1859) r. 1828; G. Lamé
(1795{1870) v r. 1839: n = 7; E. Kummer (1810{
1893) v r. 1847: FPV platí pro n = p, kdy¾ p nedìlí ani
jeden èitatel zlomkù B2, B4, . . . , Bn−3, kde x/(ex − 1) =∑
n≥0Bnx

n/n! (platí pro p ≤ 100, p 6= 37, 59, 67); G. Terja-
nian v r. 1977: x, y, z ∈ Z, x2p + y2p = z2p ⇒ 2p |x nebo
2p | y (elementární dùkaz!).

Vìta (A. Wiles a R. Taylor, 1995). FPV platí, tedy

x, y, z, n ∈ N, xn + yn = zn ⇒ n ≤ 2 .

Poznámky. Dùkaz pomocí eliptických køivek, první verze
obsahovala mezeru (proto Taylor). Jeho délka je 129
stran (A. W., Ann. Math., 141 (1995) 443{551 a R. T.
and A. W., Ann. Math., 141 (1995) 553{572).
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Dùkaz Feitovy{Thompsonovy vìty (neexistuje nekomu-
tativní jednoduchá grupa lichého øádu) má 255 stran
(W. F. and J. T., Paci�c J. Math. 13 (1963) 775{
1029). Formalizovaný dùkaz F.-T. vìty v systému Coq
byl proveden (naprogramován) po ¹estiletém úsilí v r.
2012 skupinou vedenou G. Gonthierem. A co FPV, nyní
Wilesova-Taylorova vìta? Podle expertù není zatím for-
malizovaný dùkaz v dohledu | W.-T. dùkaz je na mno-
hem vy¹¹í úrovni abstrakce ne¾ F.-T. vìta.

Je W.-T. dùkaz v rámci ZFC (Zermelova{Fraenkelova
teorie mno¾in s axiomem výbìru)? Jak je, prý nikoli:
algebr. geometrie ; Grothendieckova universa ; ne-
dosa¾itelné kardinály. Lze je ale (snad) z dùkazu elimi-
novat, viz C. McLarty (Bull. Symb. Logic 16 (2010)
359{377).

2.3



Následují dva slajdy s úplným dùkazem

Fermatovy poslední vìty . . . pro polynomy
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Pro polynom a ∈ C[x] jako r(a), radikál a, oznaèíme
poèet jeho koøenù bez násobností. Patrnì r(anb) = r(ab)
a r(a) ≤ deg a.

Vìta (W. Stothers, 1981; R. C. Mason, 1984). Kdy¾

a, b, c ∈ C[x], kde (a, b) = 1 a nìkterý z a, b, c není kon-

stantní, pak

a + b = c ⇒ deg a, deg b, deg c ≤ r(abc)− 1 .

Dùkaz. Nech» a(x) = α
∏

(x− αi)ai atd. Z (a/c)′/(b/c)′ =
−1 máme [(a/c)′/(a/c)] / [(b/c)′/(b/c)] = −b/a a

S

S
·
∑
ai/(x− αi)−

∑
ci/(x− γi)∑

bi/(x− βi)−
∑
ci/(x− γi)

= −
b

a
,

kde S =
∏

(x− αi)(x− βi)(x− γi) má degS = r(abc). Tedy
r(abc)− 1 ≥ deg b, deg a a toté¾ pro deg c. 2
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Dùsledek (FPV pro polynomy). Kdy¾ n ∈ N, a, b, c ∈
C[x], kde (a, b) = 1 a nìkterý z a, b, c není konstantní, pak

an + bn = cn ⇒ n ≤ 2

(pro n = 2 to opìt øe¹í polynomiální PT).

Dùkaz. S.-M. vìta pro an+ bn = cn dává tøi nerovnosti
n deg a, n deg b, n deg c ≤ r(anbncn)−1 ≤ deg a+deg b+deg c−1,
jejich¾ seètení vede na

n(deg a + deg b + deg c) ≤ 3(deg a + deg b + deg c)− 3

a n < 3. 2

Jak toté¾ udìlat v okruhu Z místo C[x]? Pro nenu-
lové a ∈ Z oznaèíme r(a) =

∏
p | a p (v prvoèíselném roz-

kladu |a| zapomeneme násobnosti). Opìt r(anb) = r(ab)
a r(a) ≤ |a|.
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abc domnìnka (D. Masser a J. Oesterlé, 1985).
Kdy¾ a, b, c ∈ Z a (a, b) = 1, pak pro ka¾dé ε > 0 platí

a + b = c ⇒ |a|, |b|, |c| �ε r(abc)1+ε

(zde �ε . . . znamená < C(ε)| . . . |, C(ε) > 0).

Dùsledek abcd (skoro FPV). Kdy¾ n, a, b, c ∈ N, pak

an + bn = cn ⇒ n ≤ n0 .

Dùkaz je shodný s polynomiálním pøípadem.
Dùsledek abcd (Rothova vìta z r. 1955). Je-li α ∈ R
iracionální algebraické èíslo, pak∣∣∣∣∣α− pq

∣∣∣∣∣�α,ε
1

q2+ε

pro ka¾dé ε > 0 a p/q ∈ Q.
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V srpnu v roce 2012 ohlásil japonský matematik Shi-

nichi Mochizuki (1969) (Ph.D. v r. 1992 pod vedením

G. Faltingse) dùkaz abc domnìnky za pomoci þInter-

Universal Teichmüller theoryÿ. Vèetnì prerekvizit má

asi 1500∼2000 stran (vlastní autorovo vyjádøení). Bøe-

zen 2015: lze øíci, ¾e þthe jury is still outÿ ohlednì

platnosti Mochizukiho dùkazu.
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3. Catalanùv problém. Kdo je P. Mih�ailescu.

Eug�ene Charles Catalan (1814{1894): francouzský a
belgický matematik, nar. v Brugách. Studoval v Paøí¾i
a v Châlons-sur-Marne. Ph.D. v r. 1841 na Paøí¾ské
univerzitì, vedoucí J. Liouville. Úèastnil se revoluce v
r. 1848. Prof. na Univerzitì v Li�ege, kde zemøel. Cata-
lanova èísla: 1

n+1

(
2n
n

)
. Øetìzové zlomky, kombinatorika,

minimální plochy (E. Catalan dokázal, ¾e rovina a heli-
koida jsou jediné minimální pøímkové plochy).
Domnìnka (E. Catalan, 1844). Jediná dvì po sobì
jdoucí èísla v mno¾inì ryzích mocnin

RM = {ab | a, b ∈ N\{1}}
jsou 8 a 9. Ekvivalentnì: 32 − 23 = 1 je jediné netriviální
øe¹ení diofantické rovnice xm − yn = 1.
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Èásteèné výsledky. L. Euler v 18. st.: m = 2, n = 3;
V.-A. Lebesgue (1791{1875) v r. 1850: n = 2; Chao Ko
v r. 1965: m = 2; J. Cassels (1922) v r. 1960: xp−yq = 1,
x, y ∈ N ⇒ p | y a q |x; R. Tijdeman (1943) v r. 1976:
efektivnì koneènì mnoho øe¹ení (metoda A. Bakera).
Preda Mih�ailescu (1955): rumunsko-nìmecký matema-
tik, nar. v Bukure¹ti. Z Rumunska ode¹el v 18 letech,
studoval matematiku a informatiku v Curychu. Ph.D.
na ETH v Curychu v r. 1997 u E. Englera a H. Lenstry.
Pùsobil v Paderbornu, 2005{ prof. na Georg-Augustovì
univerzitì v Göttingen. Numerická matematika a TÈ.
Vìta (P. Mih�ailescu, 2002). Catalanova d. platí:

x, y,m, n ∈ N\{1}, xm − yn = 1 ⇒ x = n = 3, m = y = 2 .

Domnìnka. n, n + 2 ∈ RM ⇒ n = 52, n + 2 = 33?
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4. Desátý Hilbertùv problém.

Na prvním Mezinárodním kongresu matematikù v Paøí¾i

v r. 1900 se D. Hilbert (1862{1943) zeptal:

Desátý Hilbertùv problém (D. Hilbert, 1900). Je

øe¹itelnost diofantických rovnic

P (x1, x2, . . . , xn) = 0

(P ∈ Z[x1, . . . , xn], xi ∈ Z) algoritmicky rozhodnutelná?

Pozorování (Th. Skolem, 1934). Staèí se omezit

na polynomy s degP ≤ 4. Nebo» (P1 = 0) & . . . & (Pk =
0) ⇐⇒ P 2

1 + · · · + P 2
k = 0 a x = x1x2 . . . xk ⇐⇒ (x =

x1y1) & (y1 = x2y2) & . . . & (yk−2 = xk−1xk).
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Jurij Vladimiroviè Matijaseviè (1947): ruský matema-
tik, nar. v Leningradu. 1980{ laboratoø matem. logiky
LOMI (Petrohrad). Informatika, TÈ, matem. logika,
kombinatorika.

Vìta (Matijaseviè, 1970). Ka¾dé rekurzivnì spoèetné
mno¾inì A ⊂ Z odpovídá polynom P ∈ Z[x, x1, . . . , xn],
¾e a ∈ A ⇐⇒ ∃a1, . . . , ak ∈ Z : P (a, a1, . . . , ak) = 0.
Dùsledek. Proto¾e existují rek. spoèetné mno¾iny s al-
goritmicky nerozhodnutelným nále¾ením, je odpovìï na
otázku 10. H. problému negativní.
Dùsledek. Existuje P ∈ Z[x1, . . . , xn], ¾e {a ∈ N | a =
P (a1, . . . , an), ai ∈ N0} = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, . . . }.
Dùkaz vìty vyu¾ívá výsledku M. Davise (1928), J. Ro-
binsonové (1919{1985) a H. Putnama (1926), ¾e staèí
dokázat diofantovost exponenciály.
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5. C. Runge, A. Thue, Th. Skolem, C. L. Siegel,
A. Baker, G. Faltings.

Vìty o koneènosti poètu øe¹ení celých tøíd diofantických
rovnic, nejlépe efektivní koneènosti.

Carl Runge (1856{1927): nìmecký matematik a fyzik
(spektroskopie). Narodil se v Havanì (jeho otec tam byl
dánským konzulem). Ph.D. v r. 1880 u K. Weierstrasse
a E. Kummera v Berlínì, pozdìji pùsobil v Göttingen.
Rungeho{Kuttovy metody pro numerické øe¹ení ODR.
První koneèný a efektivní výsledek o tøídách diof. rovnic.

Nech» 0 6= F ∈ Z[x, y], degx F = m, degy F = n, S = {(i, j) ∈
N2

0 | ai,j = [xiyj]F 6= 0}, ` je pøímka x/m + y/n = 1 jdoucí
body (m, 0), (0, n) a T = ` ∩ S.
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Vìta (C. Runge, 1887). Nech» F ∈ Z[x, y] je ireduci-
bilní ve Q[x, y] a diofantická rovnice

F (x, y) = 0

má nekoneènì mnoho øe¹ení x, y ∈ Z. Pak
1. ®ádný bod z S se nenachází nad pøímkou ` (tudí¾
(m, 0), (0, n) ∈ T ).
2. `-vedoucí èást F splòuje

∑
(i,j)∈T ai,jx

iyj = apk, kde
0 6= a ∈ Z, k ∈ N a p ∈ Z[x, y] je ireducibilní.
3. F (x, y) = 0, x, y ∈ C s x u ∞, urèuje algebraickou
(víceznaènou) funkci, její¾ v¹echny Puiseuxovy rozvoje
jsou vzájemnì konjugované.

To jest, poru¹uje se 1 nebo 2 nebo 3 ⇒ F (x, y) = 0 má
jen koneènì mnoho øe¹ení x, y ∈ Z. Dùkaz je efektivní!
Vìtu v¹ak nelze pou¾ít tøeba pro x3 − 2y3 = 1.
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Dùsledek. Napøíklad ka¾dá rovnice tvaru

yn = (ax)n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ,

kde a, ai, n ∈ Z, n ≥ 2, a 6= 0 a a0 není d-tá mocnina pro

¾ádného dìlitele d ≥ 2 èísla n, má jen koneènì mnoho

øe¹ení x, y ∈ Z.

Dùkaz Rungeho vìty je efektivní, konkrétnì platí:

Vìta (P. G. Walsh, 1995). Nech» F ∈ Z[x, y] je ire-

ducibilní ve Q[x, y] a poru¹uje jednu z podmínek 1{3

Rungeho vìty, d = max(m,n) a h = max |ai,j|. Pak

x, y ∈ Z, F (x, y) = 0 ⇒ |x|, |y| < (2d)2d+18d7h12d6 .
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Axel Thue (1863{1922): norský matematik. Narozen v
Tönsbergu, mìsteèku u Oslofjordu. Profesor na Uni-
verzitì v Kristianii (Oslo), 7 dìtí, nutná dal¹í výuka na
vojenské akademii. Teorie èísel a kombinatorika slov:
Thueho{Morseovo slovo 011010011001 · · · 6⊃ u3.
Vìta (A. Thue, 1909). Je-li α ∈ R algebraické èíslo

stupnì d ≥ 2, pak

|α− p/q| �α,ε q
−d/2−1−ε

pro ka¾dé ε > 0 a p/q ∈ Q.

Vìta (A. Thue, 1908). Kdy¾ je F ∈ Z[x, y] homogenní,

degF ≥ 3 a je ireducibilní v Z[x, y], pak má diofantická

rovnice

F (x, y) = m ∈ Z

jen koneènì mnoho øe¹ení x, y ∈ Z.
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Thueho rovnice jsou rovnice popsané ve vìtì. Napøíklad

x3 − 2y3 = m

má pro ka¾dé m ∈ Z jen koneènì mnoho øe¹ení x, y ∈ Z
(doka¾te si to pro m = 0). Jak je ale nalézt? Thueho

dùkaz je bohu¾el neefektivní (neposkytuje algoritmus),

dává jen odhad poètu øe¹ení rovnice, nikoli jejich veli-

kosti. A tak to zùstalo, skoro, a¾ do Bakerových prù-

lomù v 60-tých letech.

Pøíklad. Pellova rovnice

x2 − 2y2 = 1

má nekoneènì mnoho øe¹ení: (3+2
√

2)n = xn+yn
√

2 dává
øe¹ení (xn, yn)n≥1 = (3, 2), (17, 12), (99, 70), . . . .
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Vìta (A. Thue, 1918). Nech» a, b, α, β, γ, n ∈ N, n ≥ 3
prvoèíslo, aαn − bβn = γ,

(∗) (4aαn)n−2 > γ2n−2nn
2/(n−1)(aαn/bβn)2(n−1)2/n ,

c > 0, r ∈ N0 splòují r ≥ (log c− logK)/ logL, kde

K =
n(n2−4n+1)/(n−1)b(n2−n+1)/nβ(n−1)2

2n+4γn−1α2n+1a(n+1)/n

L = LS/PS (v nerovnosti (*), > 1) .

Potom ka¾dé øe¹ení p, q ∈ N nerovnosti |apn − bqn| ≤ c

splòuje

p ≤
nbβn−1

2γ

(
4aαn

γ2nn/(n−1)(aαn/bβn)(2n−2)/n

)r
.
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Smysl: má-li f(x, y) = axn − byn dosti malou hodnotu

f(α, β) = γ splòující (*), lze efektivnì odhadnout veli-

kost v¹ech øe¹ení x, y ∈ N nerovnosti |f(x, y)| ≤ c a tedy

efektivnì vyøe¹it ka¾dou Thueho rovnici f(x, y) = m.

Dùsledek. Thueho vìta tøeba dává: x, y, c ∈ Z,

x7 − 17y7 = c ⇒ |x|, |y| ≤ 693|c|4 ,

díky hodnotì 37 − 17 · 27 = 11.

Poznámky. V originálu je ve vzorci pro K chybnì uve-

dena mocnina α2n. Znehodnocuje to jeden z Thueho

numerických pøíkladù a dùkaz výsledku S. Lubelskiho

(1902{1941, zabit v Bia lystoku nebo KT Majdanek) z

r. 1935, ¾e jediná øe¹ení rovnice x4 − 15y4 = 1 jsou ±1, 0
a ±2,±1, jen¾ se o Thueho vìtu opírá.
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Thoralf Skolem (1887{1963): norský matematik. Nej-

prve asistentem fyzika K. Birkelanda, v Súdánu pozo-

rovali zvíøetníkové svìtlo. Ph.D. v r. 1926 pod vedením

A. Thueho. Pùsobil v Bergenu a na Univerzitì v Oslo.

Algebra, teorie svazù, matematická logika, prùkopník

teorie modelù (Löwenheimova{Skolemova vìta, Skole-

mùv paradox), diofantické rovnice, p-adické metody.

Vìta (T. Skolem, 1933; K. Mahler, 1935; C. Lech,

1953). K buï tìleso s char(K) = 0 a (a1, a2, . . . ) ⊂ K

buï lin. rekur. posloupnost: existují c1, . . . , ck ∈ K, ¾e

pro ka¾dé n > k je an =
∑k
i=1 cian−i. Pak existuje modul

m ∈ N, ¾e pro i = 1, 2, . . . ,m ka¾dá z m mno¾in

Zi := {n ∈ N0 | ai+mn = 0K} = N0 nebo je koneèná .

Dùkaz. Pomocí p-adických èísel, dosud neefektivní. 2
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Poznámky. (1, 0, 1, 0, 1, 0, . . . ) ⊂ Q daná rekurencí an =
an−2 má m = 2, Z1 = ∅ a Z2 = N0. SML vìta popisuje
øe¹ení n ∈ N exponenciální diofantické rovnice

an =
r∑
j=1

pj(n)αnj = 0, pj ∈ K[x], αj ∈ K .

(Fibonacciova èísla (fn) = (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ) mají fn =
aαn + bβn, a, b, α, β ∈ Q, x2 − x− 1 = (x− α)(x− β).)

Skolemùv problém. Je pøítomnost 0 v lin. rekur. po-
sloupnostech (an) ⊂ Z algoritmicky rozhodnutelná?

Algoritmus znám pouze pro rekurence an =
∑k
i=1 cian−i,

ci ∈ Z, øádu k ≤ 4. Viz preprint Halava et al., Skolems
problem . . . , 2005 (kde se mimo jiné pøedkládá algorit-
mus pro rekurence øádu k = 5, dùkaz je ale chybný).
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Carl Ludwig Siegel (1896{1981): nìmecký matematik.

Narodil se v Berlínì. Paci�sta, bìhem 1. sv. války v

psych. léèebnì. Ph.D. 1920 pod vedením E. Landau.

1940-51 IAS Princeton, od r. 1951 Göttingen. Ma-

tematická analýza, nebeská mechanika a teorie èísel

(transcendence, L-funkce, ζ(s), diofantické rovnice).

Vìta (C. L. Siegel, 1929). C buï geometricky ire-

ducibilní hladká a�nní køivka, de�novaná nad èíselným

tìlesem K. Kdy¾ rod(C) ≥ 1 nebo má C alespoò 3 body

v ∞, pak má C jen koneènì mnoho bodù s K-celými

souøadnicemi.

Dùkaz je neefektivní. Jednodu¹¹í dùkaz podali P. Cor-

vaja (1967) a U. Zannier (1957) v r. 2002.
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Vìta (C. L. Siegel, 1937). Nech» a, b, c, d, n ∈ N, n ≥ 3,

λn = 4nn
∏
p |n p

n/(p−1). Pak

(ab)n/2−1 ≥ λnc2n−2 ⇒ axn − byn = c

má nejvý¹e jedno øe¹ení x, y ∈ N.

Napø. jediné celoèíselné øe¹ení rovnic 33x7 − 32y7 = 1 i

33x11 − 32y11 = 1 je x = y = 1.

Vìta (C. L. Siegel, 1972). Øe¹itelnost kvadratické di-

ofantické rovnice

F (x1, x2, . . . , xn) = 0

(F ∈ Z[x1, x2, . . . , xn], degF ≤ 2 a xi ∈ Z) je algoritmicky

rozhodnutelná.
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Alan Baker (1939): britský matematik, nar. v Londýnì,
FRS. Ph.D. v r. 1964 na Cambridgeské univerzitì pod
vedením H. Davenporta. Fieldsova medaile v r. 1970
(efektivní výsledky v TÈ). Prof. na Cambridgeské uni-
verzitì. TÈ (transcendence, diofantické rovnice).
Vìta (A. Baker, 1964). a, b, n ∈ N, n ≥ 3, 7a/8 ≤ b < a,

n | a− b, µn =
∏
p |n p

1/(p−1), λ = 4b/µn(a− b)2 > 1, κ, c > 0:

λκ = 2µn(a + b) a c = 1/2κ+3(a + b). Potom∣∣∣p/q − (a/b)1/n
∣∣∣ > c/q1+κ

pro ka¾dé p, q ∈ N.

Napø. a = 128 = 27, b = 125 = 53 a n = 3 dávají
Dùsledek. x, y, c ∈ Z,

x3 − 2y3 = c⇒ |x|, |y| < (263000|c|)22 .
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Vìta (A. Baker, 1968). Nech» µ, α1, α2, . . . , αn ∈ K,
kde K je èíselné tìleso stupnì d, αi jsou vzájemnì rùzné,
n ≥ 3, µ 6= 0 a K = Q(α1, . . . , αn, µ, β) pro alg. èíslo β.
Pak pro x, y ∈ OK máme

n∏
i=1

(x− αiy) = µ ⇒ h(x), h(y) < exp
(

(dH)(10d)5
)
.

Zde OK jsou K-celá èísla, h(x) = max |konjugát x| a H =
max |c|, kde c ∈ Z je koe�cient de�nujících polynomù pro
èísla µ, α1, . . . , αn, β.
Dùsledek. Klasická Thueho rovnice F (x, y) = m stupnì
d ≥ 3: pro x, y ∈ Z máme

F (x, y) = m ⇒ |x|, |y| < exp
(

(dH)(10d)5
)
,

kde H je maximum abs. hodnoty koe�cientu polynomu
F (x, y)−m ∈ Z[x, y].
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Gerd Faltings (1954): nìmecký matematik. Narozen v

Gelsenkirchenu-Bueru (NSR). Ph.D. v r. 1978 na Uni-

verzitì v Münsteru pod vedením H.-J. Nastolda. Field-

sova medaile v r. 1986 za dùkaz Mordellovy domnìnky.

1985{94 prof. na Princetonské univerzitì, od r. 1994

øeditel Ústavu Maxe Plancka pro matematiku v Bonnu.

Aritmetická a algebraická geometrie.

Vìta (G. Faltings, 1983). Na geometricky ireducibilní

hladké projektivní køivce rodu ≥ 2, de�nované nad èí-

selným tìlesem K, le¾í pouze koneènì mnoho bodù se

souøadnicemi v K.

Dùsledek. x, y, z, n ∈ Z, (x, y) = 1, n ≥ 5, xn + yn = zn ⇒
|x|, |y|, |z| < c.

Pùvodnì domnìnka L. J. Mordella (1888{1972) z r.

1922 pro pøípad K = Q. Dùkaz je neefektivní.
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Dal¹í dùkazy: P. Vojta (1957) (napsal prohlí¾eè xdvi) v

r. 1991 a E. Bombieri (1940) té¾ v r. 1991. Obdobu

Mordellovy domnìnky pro pole funkcí dokázal v r. 1965

H. Grauert (1930{2011). Dùkaz Ju. Manina (1937) z

r. 1963 obsahoval mezeru, kterou odstranil R. Coleman

(1954{2014) a¾ v r. 1990.

Dìkuji za pozornost!

(Za cenné poznámky bìhem pøedná¹ky 3. bøezna 2015

a po ní dìkuji doc. A. ©olcové i dal¹ím posluchaèùm.)
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