12. prednaska 6. ledna 2010

Metricky prostor C, derivace. Mame C = R?, komplexni &sla tvoii dvou-
rozmérny euklidovsky prostor (ktery je navic vybaveny nasobenim). Vime tedy,
co jsou oteviené a uzaviené podmnoziny C a co jsou spojité funkce f: X — C,
kde X C C je oteviena. Metricky prostor C je uplny a X C C je kompaktni,
pravé kdyz je uzaviend a omezena. Pripomenime, ze vzdalenost komplexnich
éisel z1 = a1 + bll a z9 = az + bQZ je

d(Zl,ZQ) = |2’1 — 22| = \/(al — a2)2 + (bl - b2)2.

Stejné jako pro realné funkce i pro funkce komplexni hraje dulezitou roli
derivace. Definice a metody vypoctu se oproti redlnému pripadu nijak neméni.
Necht f: X — C, kde X C C je oteviena, a zg € X. Rekneme, Ze f md v bodé
zo derivaci, kdyz existuje limita L € C,

f(z) — f(20)

L= lim —~ 120
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Derivaci opét oznacujeme f’(z9) = L. Na rozdil od redlného ptipadu jeji ne-
vlastni hodnoty neuvazujeme, vzdy pozadujeme f'(z9) € C. Jako v redlném
pripadu i pro komplexni funkce f,g a konstanty «, 8 € C mame vztahy

_f9-1d

72 , (f(9) = f'(9)d"

f /
(@f+0) = af+5g', (fo) = Fo+1d. (!
Ma-li f v bodé zy derivaci, da se v jeho okoli linearné aproximovat:
f(2) = f(z0) + f'(20) - (z = 20) + 0(2 — 20), 2z — 20-
Specidlné je f spojitad v zp.

Definice. Necht zg € X € C, X oteviend, a f: X — C. Ma-li f v 2z derivaci,
fekneme, ze funkce f je holomorfni v bodé zy. Ma-li f derivaci v kazdém bodé
mnoziny X, fekneme, ze f je holomorfni na mnoziné X. Celd ¢i celistvd funkce
je funkce holomorfni na celém C.

Funkce holomorfni na X je na X pochopitelné spojita. Prikladem holomorfni
funkce je polynom p(z) = anz™ + -+ + a1z + ag, jenz je celou funkci. Jinym
piikladem je raciondlni funkce r(z) = p(z)/q(z) (podil dvou polynomi), jez je
holomorfni na mnoziné C\R, kde R je mnoZina kofent polynomu ¢(z).
Derivace komplexni funkce v daném bodé je definovana forméalné stejné jako
pro funkci redlnou, ale v komplexnim pfipadeé jeji existence znamend pro funkci



daleko vétsi omezeni a naroky nez v redlném piipadé. V komplexnim ptipadé se
totiz chee, aby limita vyrazu (f(z) — f(20))/(z — 20) existovala a byla taz pro
vSechny mozné sméry, jimiz se v komplexni roviné mize z blizit k 2y, kdezto
v readlném pfipadé se z k zg blizi pouze po redlné ose a ma tedy na vybér jen
dva sméry—zleva nebo zprava. Vysvétlime to podrobnéji. Uvazme tuto situaci:
f: (—a,a) = R, kde a > 0, je redlnd funkce definovand na intervalu v okoli 0
a g: D — C je komplexni funkce definovana na otevieném kruhu se stfedem v
0 a polomérem a (tj. D = {z € C | |z| < a}), ktera rozsifuje f do komplexniho
oboru, takze f(x) = g(x) pro kazdé x € (—a,a). Pro kazdé zy € D pak muZzeme
pocitat komplexni derivaci

z—20,26€C Z— 20

a pokud je zg € (—a,a) redlné, mizeme pocitat navic i redlnou derivaci

zZ—20 zZ— 20 z—z20,2€ER zZ— 20

Zakladni véta komplexni analyzy pravi (viz Véta 5, dokazovat ji na pfednaskach
nebudeme), ze kdyz mé g pro kazdé zo € D derivaci (tj. g je holomorfni na D),
potom uz g musi mit na D (komplexni) derivace vSech ¥ad a v disledku toho jeji
redlné zizeni f m4 na intervalu (—a, a) (realné) derivace vSech ¥adt. To nastéva
tfeba pro redlnou exponencidlu a jeji komplexni rozsifeni (definované pomoci
mocniné fady, viz nize), které maji derivace vSech fadt. Na druhou stranu je
lehké definovat f tak, Ze na (—a, a) méa vlastni prvni (redlnou) derivaci, ale nikoli
druhou. Tfeba f : (—a,a) — R definovand jako f(z) =0 pro —a <z <0 a
f(z) = 22 pro 0 < ¢ < a mé na (—a,a) (redlnou) derivaci, f’(z) = 0 pro
—a<z<0a f'(z) =2z pro0 <z <a,alevz=0nemi druhou (reilnou)
derivaci, protoze f”(0) = 0 a f}(0) = 2. Diky zminéné zakladni vété vime, Ze
tuto f nelze vibec zadnym zptsobem komplexné rozsirit na g : D — C tak,
aby ¢ byla na D holomorfni. T¥eba (naivni) rozsifeni g(z) = 0 pro z € D s
Re(z) <0 a g(z) = 22 pro z € D s Re(z) > 0 nemé (komplexni) derivaci g'(2)
pro zédné nenulové zg = bi, —a < b < a, protoze v zy tato g neni ani spojita.
Zékladni véta nam fika, ze vibec zadné holomorfni rozsifeni neexistuje.

Spatna zprava komplexni analjzy tak je, e existenci derivace lze zarudit
mnohem obtiznéji nez pro realné funkce. Piebiji ji vSak dobra zprava: komplexni
funkce, které uz derivaci maji, tim automaticky ziskavaji spoustu uzite¢nych,
podivuhodnych a vpravdé neuvéfitelnych vlastnosti (o nichz si bohuzel v téchto
tfech pfednéskach budeme moci Fici jen mélo).

Mocninné fady v komplexnim oboru. Kromé racionalnich funkci v tomto
okamziku vlastné zadné jiné hezké (tj. holomorfni) komplexni funkce k dispo-
zici neméame. Mocnym, a jak uvidime fakticky jedinym, nastrojem pro zavedeni
takovych funkci jsou mocninné rady. Pfipomeneme jejich vlastnosti, které jsou
analogické vlastnostem nam uz znamym z realného pripadu.



Mocninnd Tada s koeficienty a, a stredem zg je formélni nekonecény soucet
oo
M= E an(z — 20)",
n=0

kde a,, a zo jsou dana komplexni ¢éisla a z je (zatim formélni) proménnd. Pokud
M konverguje pro kazdé z z néjaké mnoziny X C C, urcuje funkci f: X — C,
kde f(z) pro z € X je odpovidajici soucet:

f(z)= lim (ag + a1(z — 2z0) + ... + an(z — 20)").
M vzdy konverguje pro z = zg, kde f(zo) = ag.

Tvrzeni 1 (o poloméru konvergence). Necht M = > >° ja,(z — z)" je
mocninnd Tada a redlné c¢islo R > 0, respektive R = +00, je ddno vztahem

1

" lim SUp,,_, o0 |an |/™

(1/0 = +00 a 1/ + 00 = 0). Pak kdyZ z € C a |z — z9| < R nebo z = z,
mocninnd Tada M absolutné konverguje, a kdyz |z — zo| > R, mocninnd tada M
diverguge.

Mnozinu D(zg, R) = {2z € C | |z — 20| < R}, coz je otevieny kruh se stfedem v
zp a polomérem R, nazyvame diskem konvergence mocninné rady M. Pro R =0
je disk konvergence prazdny a M konverguje pouze pro z = zg. Pro R = 400
mocninna fada M konverguje pro kazdé z € C a disk konvergence se rovna C.
Pro 0 < R < 400 mocninné fada M konverguje na disku konvergence D(zg, R)
a diverguje na vnitfku jeho doplitku, tj. na mnoziné {z € C | |z — z9| > R}. O
konvergenci na hrani¢ni kruznici {z € C | |z| = R} tvrzeni nefik4 nic.

Tvrzeni 2 (o stejnomeérné konvergenci). Mocninnd fada M se stiedem zo a
polomeérem konvergence 0 < R < 400 konverguje stejnomérné na kaZdém disku
D(z9, R—9) pro 6 > 0. Pokud R = +0c0, konverguje M stejnomérné na kaZdém
omezeném disku D(zg,S) pro 0 < S < 4o0.

Mocninna fada M tedy na svém disku konvergence definuje spojitou komplexni
funkei f : D(z9, R) — C. Pomoci stejnomérné konvergence se dokaze nasledujici
tvrzeni

Tvrzeni 3 (o derivaci m. Fady). Necht M =" a,(z — 20)™ je mocninnd
fada a N =3 07 (n+1)ant1(z—20)™ je M formdiné zderivovand élen po élenu.
Mocninné rady M a N maji tyz polomer konvegence R. Pro R > 0 definuji M
a N na D(zg, R) po tadé funkce f a g spliujici na D(zy, R) rovnost ' = g.

Opakovanym pouzitim tohoto tvrzeni plyne, ze funkce zadanad mocninnou fadou
je na disku konvergence holomorfni a ma na ném derivace vSech rada.



Komplexni exponenciala. Nejdulezitdjsi funkei zadanou mocninnou fadou je

funkce exponencialni:
X _n

z

z L c

e’ =exp(z) := Z E
n=0

Tato mocninné fada s koeficienty a, = 1/n! mad R = +oo, takZe exponencidla

je definovand na celém C a je to celd funkce. Z mocninného rozvoje se lehce

odvodi nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 4 (vlastnosti exponencialy). Funkce exp(z) md tyto vlastnosti:
1. Pro kazdé z € C je exp(z)’ = exp(z), exponencidla se rovnd své derivaci.

2. Pro kaZdé z1,z0 € C je exp(z1 + 22) = exp(z1)exp(z1), exponencidla
prevadi s¢itdni na ndsobeni.

3. Pro kazdé z € C je exp(z) # 0.
4. Pro kaZdé a € R je exp(ai) = cis(a) = cos(a) + isin(a).
5. Pro kazdé z € C je | exp(z)| = exp(Re(z)).
6. Pro kazdé nenulové u € C md rovnice exp(z) = u nekoneéné mnoho tesent
z € C, ktera se vzdjemné lisi o celociselné ndsobky cisla 2mi.
Specidlné feSeni rovnice exp(z) = 1 jsou pravé ¢isla 2kwi, k € Z. Posledni

vlastnost nejvice odlisuje komplexni exponencidlu od jeji realné verze, v niz ma
exp(z) = u pravé jedno feseni pro u > 0 a zadné pro u < 0. S inverzni funkei ke
komplexni exponenciale, komplexnim logaritmem, jsou proto problémy.

Analytické funkce. Jsou to funkce lokdlné vyjadfitelné mocninnou fadou.
Presnéji:

Definice. Necht zp € X C C s otevienou X a f: X — C. KdyZ existuje
r >0, ze D(zp,7) C X a f se d& na disku D(zg, r) vyjadfit mocninnou fadou se
stfedem v zg, fekneme, ze f je analytickd v okoli bodu zy. Kdyz je f analyticka
v okoli kazdého bodu mnoziny X, fekneme, ze f je analytickd na X. Kdyz se
pro kazdé zyp € X a kazdé takové r > 0, ze D(zp,r) C X, d& f vyjadfit na disku
D(zp, ) mocninnou fadou se stfedem v zg, fekneme, Ze f je globdlné analytickd
na X.

Vé&ta 5 (hlavni, holomorfnost je totéZ co analyti¢nost). Necht X C C je
otevrend a f : X — C. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. Funkce f je na X holomorfni.
2. Funkce f je na X analytickd.

8. Funkce f je na X globdlné analytickd.



Implikace 3 = 2 je trividlni z definice, implikace 2 = 1 plyne jednoduse z
vlastnosti mocninnych fad a je obsahem Tvrzeni 3. Hluboka je implikace 1 = 3,
o0 jejimz dikazu si ani povSechné nic povédét nestacime.

Podle této véty jsou pro komplexni funkce existence derivace na oteviené
mnoziné a (lokalni) rozvinutelnost do mocninné fady totozné vlastnosti. Spe-
cidlné kazda holomorfni funkce ma nejenom prvni derivaci, ale derivace vSech
radu. To je podstatny rozdil proti redlnému piipadu, jak jsme uz vysvétlili na
piikladu po definici derivace. Tam uvedend redlnd funkce f: (—a,a) — R mé
na (—a, a) prvni derivaci, ale neda se v zddném okoli bodu 0 vyjadfit mocninnou
fadou ani v realném oboru (protoze f”(0) neexistuje).

Jednoznaénost koeficienti mocninné fady. Necht je komplexni funkce
f analytickd v okoli bodu zg, takze existuje r > 0 a mocninnd fada M =
Yoo o an(z — 20)™ s polomérem konvergence alespoii r, ze

o0
flz) = Zan(z — 2p)" pro kazdé z € Cse |z — 2| < 7.
n=0

Jsou koeficienty a, urcené jednoznacné? Neexistuje jesté jind mocninnd fada
N =3 o bn(z — 20)" s odlisnymi koeficienty, kterd lokalné v okoli zg poéita
funkci f? Odpovéd je nikoli, protoze koeficienty mocninné fady se jednoznacné
vypocitaji z hodnot funkce, kterou lokalné vyjadiuje, pomoci derivaci:

F (20) '

b, = a, = |
n!

Jinak feéeno, pokud M(z) = N(z) plati (jako rovnost funkci) pro kazdé z z
néjakého okoli bodu zg, potom se koeficienty nutné shoduji, a,, = b,, pro kazdé
n=0,1,2,.... Pokud pfedpoklad oslabime a budeme predpokladat, ze rovnost
M(z) = N(z) plati pro kazdé z z néjaké nekoneéné mnoziny X C C (kterad
nemusi byt okolim zp), bude stale nutné platit rovnost koeficientd a,, = b,,? Jak
dobfe zndmo, pokud M i N je polynom (maji jen koneéné mnoho nenulovych
koeficientt1), odpovéd je ano, protoZe pro odlisné koeficienty by M — N byl
nenulovy polynom s nekone¢né mnoha koteny. Jsou-li M a N obecné mocninné
fady, zni odpovéd ne, jak ukazuje tento piiklad: Pro (zp = 0)

23 28

oo
M:ZOz" a N:Sin(z):z—g—i—ﬁ—

n=0
je M(kw) = N(kr) = 0 pro kazdé k € Z, i kdyz koeficienty obou mocninnych
rad jsou odlisné. Z nekone¢né mnoha hodnot mocninné rady jako funkce tedy
obecné nelze zrekonstruovat jeji koeficienty. Nicméné to je mozné, pokud mno-
zina argumenttt ma hromadny bod. Toto tvrzeni pro jednoduchost dokézeme
pro pripad stfedu v poc¢atku, zobecnéni pro obecny stfed je zifejmé. Beze zmény
plati i v redlném ptipadé, kdy jsme si ho méli uvést, takze alespori ted.

Tvrzeni 6 (jednoznaénost koeficientti m. fady). M =>"7 ja,2" a N =
oo o bnz™ budte mocninné fady a (z,) bud prostd posloupnost kompleznich



cisel konvergujict k 0, kterd lezi v disku konvergence M i N. Pokud pro kaZdé n
je M(zn) = N(zp), potom pro kaZdé n je a,, = by,.

Dukaz. Az pristé. m]
Jednoduchy, ale dulezity pfiklad. Uvazme tyto dvé komplexni funkce, ho-

lomorfni na svych defini¢nich oborech:

f:DO,1)=C, f(z)=) 2" a g: C\{1} = C, g(z) = 1;-

Diky vzorci pro soucet geometrické fady vime, Ze f(z) = ¢(z) pro vSechna
z € D(0,1). Funkce g je ale definovand ne pouze na disku D(0, 1), ale na celém C
s vyjimkou jediného bodu 1. Holomorfné tedy rozsifuje funkci danou mocninnou
fadou ) 7 ;2™ s polomérem konvergence 1 i mimo disk konvergence, kromé
Spatného bodu z = 1. Jak je to pro obecnou mocninnou fadu? Ma taky vzdy
takovy ,Spatny“ bod, kam se neda rozsirit? K ¢emu jsou tyto ,Spatné“ body
vibec dobré? Uvidime piisté.



