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FUNKCÍ. J. LIOUVILLE A M. ROSENLICHT

Opakováńı Newtonova integrálu

Připomeňme si definici Newtonova integrálu v minulé přednášce.

Pro A < B v R∗ a funkce F, f ∈ F((A,B)) s F =
∫
f definujeme

Newton̊uv integrál funkce f od A do B jako rozd́ıl limit

(N)

∫ B

A

f = FB − FA := lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) ,

jsou-li obě vlastńı. Polož́ıme (N)
∫ A
A f := 0 a pro B < A také

(N)
∫ B
A f := −(N)

∫ A
B f . Je-li (N)

∫ B
A f definovaný, řekneme, že f

je newtonovsky integrovatelná od A do B, a ṕı̌seme f ∈ N (A, B).

• Úmluva. V této přednášce zápis Newtonova integrálu zkrát́ıme

z (N)
∫ B
A f na

∫ B
A f , Riemann̊uv integrál totiž dnes neuvažujeme.

• Úloha. Ukažte, že pro A ≤ K < L ≤ B plat́ı, že f ∈ N (A,B)

⇒ f | (K,L) ∈ N (K,L).

Pak ṕı̌seme jednodušeji f ∈ N (K,L). Např. 1
1+x2

∈ N (0,+∞)

a
∫ +∞
0

1
1+x2

= arctan+∞− arctan0 = π
2 − 0 = π

2 . Trochu obecněji

definujeme pro netriviálńı interval I ⊂ R a f ∈ F(I) integrál
∫
I f

jako
∫ B
A f , kde A = inf(I) a B = sup(I). Pro F ∈ R a A,B ∈ R∗

zavád́ıme zápis

[F ]BA := FB − FA := lim
x→B

F (x)− lim
x→A

F (x) (∈ R) ,

jsou-li obě limity definované a vlastńı. Aditivitu N. integrálu jsme

dokázali minule, dnes ji trochu zobecńıme.
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Tvrzeńı 1 (aditivita N.
∫

) Necht’ A,B,C ∈ R∗, D :=

min({A,B,C}), E := max({A,B,C}) a f ∈ N (D,E). Pak∫ C
A f =

∫ B
A f +

∫ C
B f , tj. S :=

∫ B
A f +

∫ C
B f +

∫ A
C f = 0 .

Důkaz. Necht’ A, . . . , E a f jsou, jak uvedeno. Dokážeme druhou

formulaci, že S = 0. Pokud |{A,B,C}| ≤ 2, tvrzeńı triviálně plat́ı.

Necht’ |{A,B,C}| = 3, {A,B,C} = {D < G < E} a F =
∫
f .

Podle úlohy výše všechny tři integrály v S existuj́ı. Tedy
∫ G
D f =

limx→G− F (x)−FD,
∫ E
G f = FE− limx→G+ F (x) a

∫ D
E f = −

∫ E
D f

= FD − FE. Protože limx→G− F (x) = F (G) = limx→G+ F (x),

součet těchto tř́ı integrál̊u je 0. 2

Minule jsme také dokázali monotonii N. integrálu, že když f, g

jsou v N (A,B) a f ≤ g, tak
∫ B
A f ≤

∫ B
A g.

Výpočty Newtonových integrál̊u

• Linearita. Integrál lineárńı kombinace je kombinace integrál̊u.

Tvrzeńı 2 (linearita)
∫ B
A (af+bg) = a

∫ B
A f+b

∫ B
A g, je-li

pravá strana definovaná.

Důkaz. Necht’ A < B jsou v R∗, f, g ∈ N (A,B), F =
∫
f

a G =
∫
g. Pak aF + bG =

∫
(af + bg) a máme, že a

∫ B
A f +

b
∫ B
A g = a(FB−FA) + b(GB−GA) = aFB + bGB − (aFA+ bGA)

= (aF + bG)B − (aF + bG)A =
∫ B
A (af + bg) (dle AL funkćı). 2

• Integrace per partes. Tento vzorec dobře známe z partie o pri-

mitivńıch funkćıch. Pro N. integrály má následuj́ıćı podobu.
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Věta 3 (per partes) Necht’ f, g, F,G ∈ F((A,B)), F =∫
f a G =

∫
g. Pak se

∫ B
A fG = [FG]BA −

∫ B
A Fg, jakmile

jsou v této rovnosti definované dva ze tř́ı člen̊u.

Důkaz. Necht’ je definovaný prvńı a druhý. Tedy [FG]BA =: T2
a pro H =

∫
fG máme [H ]BA =: T1, přičemž Ti ∈ R. Pak

(FG−H)′ = fG + Fg − fG = Fg a [FG−H ]BA = T2 − T1 .

Tedy FG−H =
∫
Fg a T1 = T2 −

∫ B
A Fg.

Necht’ je definovaný prvńı a třet́ı. TakžeH1 =
∫
fG,H2 =

∫
Fg,

[H1]
B
A =: T1 a [H2]

B
A =: T3, Ti ∈ R. Pak (H1 +H2)

′ = fG+ Fg =

(FG)′. Podle věty 14 v př. 9 existuje c ∈ R, že H1+H2+kc = FG.

Proto

[FG]BA = [H1 + H2 + kc]
B
A = [H1]

B
A + [H2]

B
A = T1 + T3

a T1 = [FG]BA − T3. Př́ıpad definovaného druhého a třet́ıho členu

je podobný prvńımu př́ıpadu. 2

Euler̊uv integrál

Tvrzeńı 4 (n! =
∫

) Pro každé n ∈ N0 se
∫ +∞
0 xne−x = n!.

Důkaz. Pro n ∈ N0 tento N. integrál označ́ıme jako In. Indukćı

podle n současně dokážeme jeho existenci a urč́ıme jeho hodnotu.

I0 =
∫ +∞
0 e−x = [−e−x]+∞0 = 0 − (−1) = 1 = 0!. Necht’ n > 0.

Pak podle předešlé věty se In =
∫ +∞
0 xn(−e−x)′

PP
= [−xne−x]+∞0 +∫ +∞

0 (xn)′e−x = −0 − (−0) + n
∫ +∞
0 xn−1e−x = nIn−1. V PP je

definovaný druhý a třet́ı člen. Takže In = n · (n− 1)! = n!. 2

Integrace substitućı
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Dva substitučńı vzorce z minula uprav́ıme pro Newton̊uv integrál.

Věta 5 (substituce) A,B,C,D ∈ R∗, A < B, C < D,

g : (A,B) → (C,D), D(g) = (A,B) a f ∈ F((C,D)). Pak

plat́ı následuj́ıćı.

(1) f má prim. funkci ⇒
∫ B
A f (g) · g′ =

∫ gB
gA
f , je-li pravá

strana definovaná.

(2) Když g je surjekce a g′ 6= 0, pak {g−1C , g−1D } = {A, B}
a
∫ D
C f =

∫ g−1D

g−1C

f (g) · g′, je-li pravá strana definovaná.

Důkaz. Necht’ A, . . . , D, g a f jsou, jak je uvedeno. 1. Necht’

F =
∫
f a existuje

∫ gB
gA
f . Tedy existuj́ı limity gA := limx→A g(x)

a gB := limx→B g(x) (∈ R∗) a zřejmě lež́ı v L((C,D)). Pravá

strana se tak rovná FgB − FgA = limy→gB F (y) − limy→gA F (y),

speciálně dvě posledńı limity existuj́ı a jsou vlastńı. Zřejmě F (g) =∫
f (g) · g′. Tedy

∫ gB
gA
f = limy→gB F (y) − limy→gA F (y) se podle

věty o limitě složené funkce (věta 10 v př. 5) se splněnou prvńı

podmı́nkou (funkce F je spojitá) rovná

limx→B F (g(x))− limx→A F (g(x)) =
∫ B
A f (g) · g′ .

2. Necht’ g je na, g′ je nenulová a existuje
∫ g−1D

g−1C

f (g) · g′. V́ıme,

že g i g−1 je rostoućı nebo klesaj́ıćı bijekce a že g−1 je spojitá

(část 2 věty 21 v př. 6). Limity g−1C := limy→C g
−1(y) a g−1D :=

limy→D g
−1(y) (∈ R∗) existuj́ı (věta 6 v př. 5) a {g−1C , g−1D } =

{A,B}. Dı́ky předpokladu máme G =
∫
f (g)·g′ a pravá strana má

hodnotu limx→g−1D
G(x) − limx→g−1C

G(x). V́ıme, že G(g−1) =
∫
f .

Takže
∫ g−1D

g−1C

f (g)g′ = limx→g−1D
G(x)− limx→g−1C

G(x) se podle věty
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o limitě složené funkce rovná

limy→DG(g−1(y))− limy→C G(g−1(y)) =
∫ D
C f .

2

Newton̊uv integrál a plocha pod grafem

Přirozeně se nab́ıźı otázka o vztahu Newtonova integrálu a plochy

pod grafem (nezáporné) funkce. Minule jsme dokázali větu 16 o rov-

nosti plochy pod grafem a Riemannova integrálu. Analogická věta

plat́ı i pro Newton̊uv integrál.

Věta 6 (PG a N.
∫

) f ∈ F([a, b]) ∩ N (a, b) & f ≥ 0.

Pak se PG(f ) = (N)
∫ b
a f .

Hodnoty funkce f (a) & f (b) jsou zde nepodstatné. V tvrzeńı 18

jsme minule uvedli př́ıklad funkce f ∈ F([0, 1]) s PG(f ) = (N)
∫ 1

0 f

= 2, která nemá Riemann̊uv integrál. Větu 6 dokážeme později

pomoćı H.–K. integrálu.

Primitivńı funkce některých elementárńıch funkćı

Obráceńım pravidel pro derivováńı uvedených v závěru 7. př. do-

staneme bez práce následuj́ıćı vzorce.

1. Na R se
∫

expx = exp x,
∫

sinx = − cosx,
∫

cosx = sin x,∫
1

1+x2
= arctanx,

∫
xn = xn+1

n+1 pro n ∈ N0 a
∫
kc = cx

(= kc · IdR).

2. Na (−∞, 0) a na (0,+∞) se
∫

1/x = log(|x|) a
∫
xn = xn+1

n+1

pro n ∈ {−2,−3, . . . }.

3. Na (0,+∞) se
∫
xb = xb+1

b+1 pro b ∈ R \ Z.
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4. Na (kπ − π
2 , kπ + π

2), k ∈ Z, se
∫

1
(cosx)2

= tanx.

5. Na (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z, se
∫

1
(sinx)2

= − cotx.

6. Na (−1, 1) se
∫

1√
1−x2 = arcsinx.

Obecněǰśı Newtonovy integrály

V́ıme, že funkce sgnx 6∈ N (−1, 1), protože na (−1, 1) nemá primi-

tivńı funkci. Uvažuj́ı se ale i obecněǰśı antiderivace F , které v rovnos-

tech F ′(x) = f (x) povoluj́ı výjimky v několika bodech x, a s nimi

se už spočte, že (N+)
∫ 1

−1 sgnx = 0.

Výpočet antiderivace racionálńı funkce

• Co je racionálńı funkce? Ve 4. př. jsme racionálńı funkce defino-

vali jako funkce, které vzniknou z identické funkce x (= idR) a z kon-

stantńıch funkćı c (= kc), c ∈ R, sč́ıtáńım, násobeńım a děleńım.

Připomeňte si, co jsou polynomy, a větu 1 o kanonickém tvaru po-

lynomu v př. 9. Následuj́ıćı větu tu nedokazujeme.

Věta 7 (RAC a POL) Když je r ∈ RAC, potom r je bud’

prázdná, r = ∅, anebo existuj́ı polynomy p a q, že q 6= k0
a r = p/q.

Je jasné, že pak M(r) = R \ Z(q). Jak v́ıme, |Z(q)| ≤ deg q.

Na rozd́ıl od kanonického tvaru polynomu toto vyjádřeńı racionálńı

funkce neńı jednoznačné, např. 1/x, 2/(2x) (= k2/(k2 · idR)) a x/x2

je tatáž racionálńı funkce r s M(r) = R \ {0}. Jednoznačnými

kanonickými tvary racionálńıch funkćı se tu nebudeme zabývat.

• Ireducibilńı trojčleny. Monický polynom má vedoućı koeficient 1.

Monický polynom x2 + bx + c s diskriminantem b2 − 4c < 0 je
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ireducibilńı trojčlen, krátce IT. Nemá tedy reálné kořeny a na R
má jen kladné hodnoty. Např. x2 + 2x + 2 je IT.

• Antiderivace racionálńıch funkćı. Vypadaj́ı následovně.

Věta 8 (
∫
r) Každá r = p

q ∈ RAC má na každém ne-

triviálńım intervalu I ⊂M(r) antiderivaci R =
∫
r tvaru

R(x) = r0(x) +
∑k

i=1 si · log(|x− αi|) +

+
∑l

i=1 ti · log(ai(x)) +
∑m

i=1 ui · arctan(bi(x)) ,

kde r0 ∈ RAC, k, l,m ∈ N0, prázdné součty se definuj́ı jako

nuly, si, ti, ui ∈ R, αi ∈ Z(q), ai jsou ITy a bi ∈ POL maj́ı

deg bi = 1.

Funkce těchto čtyř typ̊u se v R(x) mohou všechny objevit. Např.

na libovolném netriviálńım intervalu I ⊂ R \ {0, 1} se∫
r(x) :=

∫ (
1
x4

+ 1
x−1 + 2x+2

x2+2x+2
+ 1

x2+2x+2

)
= − 1

3x3
+ log(|x− 1|) + log(x2 + 2x + 2) + arctan(x + 1)

− kontrola zderivováńım je snadná. Pro d̊ukaz věty 8 potřebujeme

teorii parciálńıch zlomk̊u.

Parciálńı zlomky

• Ještě MLPy. MLP označuje monický lineárńı polynom, polynom

tvaru x + ka, a ∈ R.

• Úloha. Dva r̊uzné MLPy a ITy nemaj́ı společný kořen α ∈ C. Je-

li p MLP nebo IT a α ∈ C je jeho kořen, p(α) = 0, pak p′(α) 6= 0.

Následuj́ıćı větu tu nebudeme dokazovat.

7



Věta 9 (reálné ired. rozklady) Každý p ∈ POL \ {k0}
lze psát jednoznačně jako součin p = kc ·

∏k
i=1 pi ·

∏l
i=1 qi,

kde c ∈ R \ {0}, k, l ∈ N0, pi jsou MLPy a qi jsou ITy.

Jako obvykle prázdný součin (k = 0 či l = 0) se definuje jako

1 (tj. k1). ”
Jednoznačně“ zde znamená jednoznačně až na pořad́ı

činitel̊u. Součin p = kc
∏k

i=1 pi
∏l

i=1 qi je ireducibilńı rozklad po-

lynomu p. Dva nenulové polynomy jsou nesoudělné, pokud jejich

ireducibilńı rozklady nemaj́ı žádný společný MLP ani IT. Zřejmě

Z(p) =
⋃k
i=1Z(pi).

Tvrzeńı 10 (Bachetova identita) Pro jakékoli dva ne-

soudělné polynomy p a q existuj́ı polynomy r a s, že

rp + sq = 1 (= k1). Tedy (k1/pq =) 1/pq = s/p + r/q.

Důkaz. Necht’ p, q ∈ POL jsou nesoudělné polynomy a necht’ S :=

{rp+sq | r, s ∈ POL} (⊂ POL). Necht’ polynom t ∈ S, t 6= k0, má

nejmenš́ı stupeň. Libovolný polynom a ∈ S j́ım děĺıme se zbytkem:

a = tb + c, kde b, c ∈ POL a deg c < deg t nebo c = k0. Ale

c = a− b · t ∈ S (úloha ńıže). Polynom c je tedy nulový a a = bt,

takže t děĺı každý prvek v S. Ale p, q ∈ S a t je oba děĺı. Protože

p a q jsou nesoudělné polynomy, t je nenulový konstantńı polynom.

Búno t = k1. Tedy k1 ∈ S, což je uvedená identita. 2

• Úloha. Proč c lež́ı v S?
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Věta 11 (parciálńı zlomky) Každá rac . funkce r = p
q

v RAC \ {∅} má vyjádřeńı ve tvaru

r = s +
∑k

i=1

∑mi
j=1 βi,j/p

j
i +
∑l

i=1

∑ni
j=1 ri,j/q

j
i ,

kde s ∈ POL, k, l ∈ N0, mi, ni ∈ N, βi,j ∈ R, pi jsou r̊uzné

MLPy, ri,j jsou polynomy s deg ri,j ≤ 1 a qi jsou r̊uzné ITy.

Důkaz. Necht’ r = p/q je neprázdná racionálńı funkce. Jmenovatel

q naṕı̌seme jako q = kc
∏k

i=1 p
mi
i

∏l
i=1 q

ni
i , kde c ∈ R\{0}, k, l jsou

v N0, mi, ni ∈ N, pi jsou r̊uzné MLPy a qi jsou r̊uzné ITy. Podle

Bachetovy identity se

p/q =
∑k

i=1 pbi/p
mi
i +

∑l
i=1 pri/q

ni
i

pro nějaké bi, ri ∈ POL. Polynom pbi děĺıme polynomem pmi
i se

zbytkem: pbi/p
mi
i = si + ti/p

mi
i , kde si, ti ∈ POL a ti = k0 nebo

deg ti < mi = deg pmi
i . Dále můžeme ti napsat jako lineárńı kom-

binaci ti =
∑mi

j=1 βi,mi−j+1p
j−1
i s βi,j ∈ R (samozřejmě βi,j = kβi,j

atd.). Podobně dostaneme vyjádřeńı pri/q
ni
i = ui + vi/q

ni
i , kde

ui, vi jsou v POL a vi = k0 nebo deg vi < 2ni = deg qnii , a vi =∑ni
j=1 ri,ni−j+1q

j−1
i , kde ri,j ∈ POL s deg ri,j ≤ 1. Takže p/q se

rovná∑k
i=1 si +

∑l
i=1 ui +

∑k
i=1

∑mi
j=1 βi,j/p

j
i +
∑l

i=1

∑ni
j=1 ri,j/q

j
i ,

což je požadované vyjádřeńı racionálńı funkce p/q. 2

Důkaz věty 8

S pomoćı předchoźı věty vyjádř́ıme danou neprázdnou p/q ∈ RAC
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součtem parciálńıch zlomk̊u:

p(x)

q(x)
= s(x) +

k∑
i=1

mi∑
j=1

βi,j
(x− αi)j

+

l∑
i=1

ni∑
j=1

γi,jx + δi,j
qi(x)j

,

kde s(x) je polynom, k, l ∈ N0, mi, ni ∈ N, βi,j, γi,j a δi,j jsou v R,

αi jsou r̊uzné reálné kořeny polynomu q a qi(x) jsou r̊uzné ITy.

Podle linearity stač́ı nalézt antiderivaci ke každému sč́ıtanci zvlášt’.

Prvńı dva členy jsou snadné:
∫
s(x) je polynom na každém I ,∫

β
(x−α)j = −β

(j−1)(x−α)j−1 pro j ≥ 2 na každém I a
∫

β
x−α = β log(|x−

α|) na každém I ⊂ R \ {α}. V R dostáváme členy prvńıch dvou

typ̊u ve větě 8.

Najdeme antiderivaci
∫

(γx + δ)/(x2 + bx + c)j, kde j ∈ N a

γ, δ, b, c ∈ R splňuj́ı, že b2 − 4c < 0. Pomoćı d :=
√
c− b2/4 > 0

a e := (δ − γb/2)/d2j−1 zaṕı̌seme (γx + δ)/(x2 + bx + c)j jako

γ
2 ·

2x+b
(x2+bx+c)j

+ δ−γb/2
(x2+bx+c)j

= γ
2 · T + e · 1/d

((x/d+b/2d)2+1)j
= γ

2T + eU .

Integraćı substitućı máme, že
∫
T = 1/

(
(1 − j)(x2 + bx + c)j−1

)
pro j ≥ 2 a

∫
T = log(x2 + bx + c) pro j = 1 (na libovolném

netriviálńım reálném intervalu I). T́ım v
∫
r(x) ve větě 8 dostáváme

členy prvńıho a třet́ıho typu.

Nakonec spoč́ıtáme
∫
U . Integraćı substitućı máme, že na li-

bovolném netriviálńım intervalu I je
∫
U = Ij(x/d + b/2d), kde

Ij = Ij(y) :=
∫

1/(y2 + 1)j. Pro j ∈ N integraćı per partes a deri-

vováńım složených funkćı dostaneme vztah

Ij =

∫
y′ · 1

(y2 + 1)j
=

y

(y2 + 1)j
+ 2j

∫
(y2 + 1)− 1

(y2 + 1)j+1

=
y

(y2 + 1)j
+ 2j · Ij − 2j · Ij+1 .
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Máme tedy rekurenci I1 = arctan y (podle hořeǰśı tabulky) a Ij+1 =

y/(2j · (y2 + 1)j)− (1− 1/2j) · Ij, j ∈ N. Z toho vyplývá, že pro

každé j ∈ N je Ij(y) = u(y)+z ·arctan y, kde u(y) ∈ RAC a z ∈ Q.

Protože
∫
U = Ij(x/d+b/2d), posledńı př́ıspěvek k

∫
r(x) ve větě 8

je prvńıho a čtvrtého typu. 2

Liouvilleova a Rosenlichtova teorie

Ve čtyřicátých letech 19. stolet́ı francouzský matematik Joseph

Liouville (1809–1882) vybudoval teorii umožňuj́ıćı dokázat, že

některé elementárńı funkce maj́ı pouze neelementárńı antiderivace.

V sedmdesátých letech 20. stolet́ı dal této teorii rigorózńı podobu

americký matematik Maxwell Rosenlicht (1924–1999) (viz MR,

Integration in Finite Terms, American Mathematical Monthly 79

(1972), 963–972). Na jeden speciálńı př́ıpad této teorie se pod́ıváme.

Věta 12 (J. Liouville, 1835) Necht’ f, g ∈ RAC \ {∅}
a I ⊂ M(f ) ∩M(g) je netriviálńı interval. Potom na in-

tervalu I existuje
∫
f · eg ∈ EF ⇐⇒ existuje a ∈ RAC, že

f = a′ + ag′.

Implikace⇐ je triviálńı, protože (a exp g)′ = (a′+ag′) exp g, takže

a exp g =
∫

(a′ + ag′) exp g =
∫
f exp g a přitom a exp g ∈ EF.

Hluboká část Liouvilleovy věty je implikace ⇒.

Necht’ p = kc
∏k

i=1 pi
∏l

i=1 qi je ireducibilńı rozklad polynomu

p 6= k0 a necht’ r je MLP nebo IT. Násobnost́ı m(r, p) ∈ N0 poly-

nomu r v p rozumı́me počet jeho výskyt̊u mezi pi a qi.

Lemma 13 (násobnost a derivace) Když n := m(r, p)

je alespoň 1, pak m(r, p′) = n− 1.

11



Důkaz. Necht’ n ≥ 1, p a r jsou jako výše. Pak p = rnq, kde

polynom q 6= k0 a je součinem několika MLPů a ITů, mezi nimž

se r nevyskytuje (q může být konstantńı). Pak ale plat́ı, že p′ =

rn−1(nr′q+rq′). Necht’ α ∈ C je kořen polynomu r, takže r(α) = 0.

Protože (nr′q+rq′)(α) = nr′(α)q(α)+r(α)q′(α) = nr′(α)q(α) 6= 0

(podle úlohy výše), v ireducibilńım rozkladu polynomu nr′q + rq′

se r nevyskytuje a m(r, p′) = n− 1. 2

Jako př́ıklad aplikace L.–R. teorie ted’ dokážeme, že ex
2

nemá ele-

mentárńı primitivńı funkci.

Důsledek 14 (
∫

exp(x2) 6∈ EF) Funkce ex
2

(∈ C(R)) nemá

elementárńı primitivńı funkci.

Důkaz. Zde f = 1 (= k1), g = x2 a podle Liouvilleovy věty máme

rovnici 1 = a′ + 2xa. Necht’ ji pro spor a = p/q, kde p, q ∈ POL

s q 6= k0, splňuje. Patrně p 6= k0. Když q je konstantńı, pak vlastně

a ∈ POL. V 1 = a′+ 2xa pak ale levá strana má stupeň 0, zat́ımco

pravá má stupeň ≥ 1, což neńı možné.

Necht’ q je nekonstantńı polynom a r je nějaký MLP nebo IT

z jeho ireducibilńıho rozkladu a s násobnost́ı m(r, q) =: n ≥ 1.

Můžeme předpokládat, že polynomy p a q jsou nesoudělné. Rovnice

1 = a′ + 2xa přecháźı v rovnici

q2 − p′q + pq′ − 2xpq = 0 .

Násobnost polynomu r v těchto čtyřech členech je po řadě 2n, ≥ n,

n− 1 (d́ıky lemmatu 13 a nesoudělnosti p a q) a ≥ n. Minimálńı

násobnost polynomu r v těchto členech je tedy n − 1 a nabývá se

jednoznačně, jen ve třet́ım členu. Levá strana tedy neńı nulová, viz

úloha ńıže, a opět máme spor. 2
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• Úloha. Vysvětlete, proč levá strana v posledńı vystavené rovnici

neńı nulová.

DĚKUJI ZA POZORNOST!
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