Prednaska 7, 14. listopadu 2014

Uvedeme bez ditkazu klasické zobecnéni Leibnizova kritéria (v némz b,, =
(_1)n+1).
Tvrzeni (Dirichletovo a Abelovo kritérium). Necht (a,),(b,) C R,
pricemz ay > as > az > --- > 0. Pak plati, Ze

1. (Dirichletovo kritérium) kdyz lima, =0 a )b, md omezené cdastecné
soucty, pak _ a,b, konverguje a

2. (Abelovo kritérium) kdyz > b, konverguje, pak > a,b, konverquje.

Peter L. Dirichlet (1805-1859) byl némecky matematik (dokazal, ze kazda
aritmetickd posloupnost a,a + m,a + 2m, ..., kde a,m € N jsou nesoudélna
Cisla, obsahuje nekoneéné mnoho prvocisel) a Niels Henrik Abel (1802-1829)
byl norsky matematik (dokézal obecnou nefesitelnost rovnic patého stupné
v odmocninach). Ptikladem fady, jejiz konvergence plyne z Dirichletova kri-
téria, je
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(Navod: omezenost posloupnosti (sin1+sin2+---+sinn) dokazte ze vzorce
pro tyto soucty, ktery odvodite sectenim vztahti €% = cosp + ising, p =
1,2,...,n).

Dokézeme, jak jsme slibili, Ze pro s > 1 je ((s) < 400, tedy ze > n~
konverguje. Necht n € N je ddno a r € N je libovolné &slo, pro néz 2" > n.
Pak, ozna¢ime-li ¢ = 217 < 1,
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podle vzorce pro soucet geometrické fady. Posloupnost c¢astecnych souctt

s < $9 < ... ma tedy horni mez 1/(1 — 2'7%) a > n~* konverguje. (Pro¢
plati prvni a druhé nerovnost? Scitaci obor ¢ = 1,2, ...,n jsme pokryli dis-
junktnimi intervaly 2% 28 4-1,... 281 —1 kde k = 0, 1,...,r. Podet s¢itancti

1/i* v k-tém intervalu je 2" —1— 2% +-1 = 2% a nejvétsl z nich je 1/(2%)%. Je
to podobna metoda jako v diikazu divergence harmonické fady. Geometricka
fada zde triumfuje nad zeta funkci.) Argument se lehce nésledovné zobecni.
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Tvrzeni (Cauchyho kondenzacéni kritérium). KdyZ a; > as > as
<o >0, pak Tada Y 2"asm = 2ay + 4ay + 8ag + ... konverguje, prdvé kdy
konverguje fada > a,,.

N«

Diikaz. Uloha — kdo pochopil piedchozi diikaz, nebude mit s timto zadny
problém. a

Porovnavani fad, hlavné s geometrickou. Zapisme si uziteéné pozo-
rovani: kdyz pro dvé posloupnosti (a,), (b,) C R plati a, = b, pro kazdé
n > ng, pak fada > a, konverguje, pravé kdyz konverguje fada »_ b,.
(Jsou-li totiz s, a t, Castecné soucty téchto fad, pak pro kazdé n > ng
je sp =ty + (Sny — tny), takze se posloupnosti (s,) a (¢,) pro indexy n > ny
lisi jen pric¢tenim konstanty s,, —t,,. Takové dvé posloupnosti soucasné kon-
verguji ¢i soucasné diverguji.)

Tvrzeni (srovnani Fad). Redlnd cisla ay, b, budte nezdpornd.

1. Kdyz pro kazdé n > ng je a, < b, a fada > b, konverguje, pak konver-
quje iy ay.

2. Necht lima, /b, = 1. Pak (i) pro 0 < | < +00 mdme, Ze Y a,, konver-
guje <= > b, konverguge, (ii) pro l =0 mdme, Ze > b, konverguje
= > a, konverguje a (iii) pro | = +o0o0 mdme, Ze Y a, konverguje =
> by, konverguge.

Diikaz. 1. Casteéné soucty fad > a, a b, oznaéime jako s, a t,. Podle
horejsiho pozorovani miizeme predpokladat, ze nerovnost a, < b, plati do-
konce pro kazdé n = 1,2,... (prvnich ng séitancti mohu libovolné zménit).
Takze i s, < t, pro kazdé n. Podle predpokladu existuje ¢ > 0, ze t,, < ¢ pro
kazdé n. Tedy i s, < ¢ pro kazdé n a fada ) a,, konverguje.

2. (i) Pron > ng je 1/2 < a,/b, < 2, tedy a, < 2lb, a b, < (2/0)a,.
Ekvivalence konvergenci fad > a,, a >_ b, tedy plyne z prvni ¢asti (a tvrzeni
o linearni kombinaci fad). (ii) Pro n > ng je a,/b, < 1, tedy a, < b, a
pouzijeme prvni ¢ast. (iii) Pron > ng je 1 < a,, /by, tedy b, < a,, a pouZijeme
prvni c¢ast. O
Véta (odmocninové kritérium). Redind cisla a, budte nezdpornd.

1. Kdyz existuje q, 0 < ¢ < 1, a ng, Ze pron > ny je a}/n < q, pak Tada

> a, konverguge.

2. KdyZ lim sup ay/" < 1, pak tada ) a, konverguje.
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3. KdyZ lim al" < 1, pak tada Y a, konverguje.

4. Kdyz lim sup ay/™ > 1, pak tada ) a, diverguje.

5. Kdyzlimay™ > 1, pak fada S a, diverguje.

Dikaz. 1. Pro n > ng je tedy a, < ¢" a podle tvrzeni o srovnani fad rada
> a, konverguje (srovnavame ji s konvergentni geometrickou fadou).

2. Podle definice limsupu existuje ng a ¢islo ¢ < 1, ze pro n > nyg je
ar/™ < q, takze podle &sti 1 jsme hotovi.

3. Kdyz limita existuje, rovna se limsupu, jsme hotovi podle 2.

4 a 5. Zde je jasné, zZe existuje ¢ > 1, Ze pro nekone¢né mnoho indexi n (v

¢asti 5 dokonce pro kazdé n > ng) je at™ > q. Pro tato n tedy a,, > ¢" > 1
a neni splnéna nutna podminka konvergence rady, ze lima,, = 0. a

Véta (podilové kritérium). Redind ¢isla a,, budte kladnd.

1. Kdyz existuje q, 0 < q < 1, a ng, Ze pron > ng je ayr1/a, < q, pak
fada Y a, konverguje.

2. Kdyz limsup a,1/a, < 1, pak tada Y a, konverguje.
3. Kdyz lima,1/a, <1, pak tada _ a, konverguje.

4. Existuje posloupnost (b,), b, > 0, Ze limsupb,1/b, > 1 a 7ada >_ b,
presto konverguje.

5. Kdyzlima,,1/a, > 1, pak fada > a, diverguge.

Diikaz. 1. Jak vime, prvnich ng ¢leni fady lze libovolné zménit (aniz by se
cokoli stalo s konvergenci), a mizeme tak predpokladat, ze a,1/a, < q plati
pro kazdé n € N. Vyndsobenim n nerovnosti a; < aj,as/a; < q,as/as <
¢ ... 0,/0,_1 < q dostaneme nerovnost a, < a;¢""! a jsme hotovi diky
tvrzeni o srovnéni fad (opét srovnavame s konvergentni geometrickou fadou).

2 a 3. Dokazuje se stejné jako v predeslé vété.

4. Necht (a,) = ((1/2)"!) (geometrickd posloupnost, pro kazdé n je
ap/an—1 = 1/2) a posloupnost (b,,) ziskdme z (a,) tak, ze si zvolime libovolnou
posloupnost indextt 1 < ny < ny < ..., ovSem spliujici n;1; > n; + 1 (tj.
zadné dva zvolené indexy nesousedi), a pro n # n; polozime b, = a, a pro
n = n; polozime b, = 4a,,. Pro n = n; pak je b,/b,_1 = 4a, /a,_1 = 2, takze



limsup b, /b,—1 > 2 (fakticky se rovna dvéma). OvSem ) a,, je konvergentni
geometrickd fada (s kvocientem ¢ = 1/2) a pro kazdé n je b, < 4a,, takze i
> b, konverguje.

5. Mdme ¢ > 1 a ng, Ze pro n > ng je a,y1/a, > q. Podobné jako v
¢asti 1 mizeme predpokladat, ze Ze a,y1/a, > ¢ plati pro kazdé n € N.

Vynésobenim n nerovnosti a1 > aj,as/a; > q,as/as > q,...,a,/an_1 > q
dostaneme nerovnost a,, > a;¢""! > a; > 0 — fada Y a, diverguje, protoze
neni splnéna nutna podminka konvergence fady, ze lim a,, = 0. O

Dilezita poznamka: kdyz limsup popf. limita z al™ & ani1/an vyjde 1,

pak kritéria nefikaji nic a fada muize konvergovat nebo divergovat. Napft.
C(s) => a, => n"* ma pro kazdé pevné s € R lim ay™ = lim Upi1/an, =1
(dokazte si to). Odmocninové kritérium se ¢asto spojuje se jménem A.-L.
Cauchyho a podilové se jménem Jeana-Baptisty le Ronda d’Alemberta (1717
1783), podle Wikipedie francouzského matematika, mechanika, fyzika, filo-
sofa, hudebniho teoretika a encyklopedisty.

Prerovnani fad. Prerovndnim fady ) a, rozumime fadu ) apm) =
ap(1) + ap2) + ap) + ... danou néjakou permutaci p mnoziny pfirozenych
¢isel N = {1,2,...}, coz je jakdkoli bijekce p : N — N (bijekce je zobrazeni,
jez je prosté i na). Prosté néjak zpiehazime séitance v ) a,,.

Véta (Riemannova o prerovnani ¥ad). Necht 7ada ) a,, konverquje, ale
ne absolutné. Pak pro kaZdé o € R nebo o = —oo nebo a = +o0 existuje
permutace p: N — N, Ze

Z ap(n) = .

Diikaz. Jen naznaceny. Necht > b, resp. Y ¢, je podiada fady ) a, se-
stavajici z nezédpornych, resp. zapornych, séitanct a,. Pak > b, = 400 a
> ¢p = —00, avSak lim b, = lim¢,, = 0. Nechf o € R, pro nekoneéné « se na-
sledujici postup snadno upravi. Ze Y b, vezmeme takovy nejkratsi ¢astecny
soucet tp,,, ze t,, > a. Pak ze ) ¢, vezmeme takovy nejkratsi ¢astecny
soucet Uy, ze ty, + un, < a. Ze zbytku > b, vezmeme takovy nejkratsi
Castecny soulet ty, — tmy, M1 < Ma, 7€ by, + Up, + (tny — tny) > . Ze
zbytku > ¢, vezmeme takovy nejkratsi ¢asteény soucet u,, — un,, n1 < na,
7€ tymy +Uny + (tmg — tmy ) + (Uny — Up, ) < a. Takto postupujeme déle. Vznikla
fada je pferovnani Y a,, jehoz ¢astecné soucty konverguji k a. a



Prikladem tady, na niz se vztahuje Riemannova véta, je tfeba stiidava har-
monicka fada
1—1—1—1—1—1—---:10 2
273 1 82
Véta (o prerovnani AK fady). Necht je tada _ a, absolutné konver-
gentni. Pak pro kaZdou permutaci p : N — N je prerovnand fada ) apn)

absolutné konvergentni a md tyz soucet jako > a,.

Dikaz. Pristé. O



