Prednaska 6, 7. listopadu 2014
Cast 3: nekone¢né rady

Zakladni definice. Nekonecnd rada, kratce Tada, je posloupnost redlnych
¢isel (a,) C R uvedend v zapisu

Zan:a1+a2+a3+... s

n=1

spolu s metodou piitazujici fadé jeji soucet, coz je realné ¢islo (nékdy po-
volime i +00). Motivaci a hnaci myslenkou je snaha rozsitit séitani realnych
¢isel na nekonecné mnoho séitanci. Nejbéznéjsi scitaci metodou je metoda
castecnych soucti, coz je posloupnost

(sn) definovana jako s, =a;+as+---+a, .

Rada Y>> a, konverguje, kdyZ konverguji jeji ¢dstecné soudty (s,), to jest

lims, = s € R. Soucet fady » .~ a, pak definujeme jako tuto limitu,

o0

Zan:s:lim(a1+a2+---+an)G]R.

n=1

Je-1i lim s,, nevlastni nebo neexistuje, fekneme, Ze fada diverguje (pak nema
v 7 7 v . v a4 (e.)
zédny soucet). Pokud lim s, = +00, piSeme téZ Yo a, = £oo.

Dvé poznamky ke znaceni. Rady miizeme samoziejmé sc¢itat i od jiného
indexu nez 1 nebo i pres néjakou obecnou mnozinu indexti. Mame tak napfi-

klad rady

i Cns f: by, Z a, nebo nejobecnéji Z Qy

n=0 n=m n>k nel

kde m,k € Ng ¢i m,k € Z a I C N je nekonecnd mnozina pfirozenych
¢isel nebo i jakakoli jind nekoneénd spocetnd mnozina. (Abychom se ale u
takovych fad mohli bavit o sou¢tu podle uvedené definice, musi byt dana ¢i
z kontextu jasna bijekce f : N — [ mezi mnozinou sc¢itacich indexi I a N.
Soucet fady »_, _; a, pak pocitame z definice jako soucet fady > ", by, kde
by, = Gy(ny.) Misto

o

Z a, budu casto psat strucné jen Z A, -

n=1



Déle se u fad objevuje trochu matouci ale historicky ustalena dvojznac-
nost matematického znaceni, ktera u limit posloupnosti neni pritomna. Jeden
symbol

o0

Zan:a1+a2+a3+...

n=1
se pouziva ve dvou riiznych vyznamech: jednou pro zadani rady jako neko-
nec¢né posloupnosti (a,,) a jindy pro oznaceni konkrétniho redlného ¢isla (&i
+00), jez je jejim souctem. (Je to jako kdybychom limitu posloupnosti (a,,)
oznadili zase (ay,).) PTi ¢teni textt o fadach je tedy dobfe mit jasno, v kterém
z obou vyznamu je dany symbol fady pouzit (docela dobfe miize byt pouzit
v obou). Vidime-li napsano napfiklad

oo oo

2
ganngn,
n=1 n=1

muzete to znamenat, ze (bez ohledu na konvergenci obou fad) pro kazdé n
plati rovnost a,, = b2 nebo to mtiZze znamenat, Ze obé fady maji stejny soucet
s € R (popt. s = +00).

Zapisme si jednoduché, ale uzitecné pozorovani: kdyz a, > 0 pro kazdé
n € N, tak bud fada ) a,, konverguje a jeji soucet je nezadporné realné ¢islo
nebo diverguje k 400 (pak totiz s; < s5 < ... a pouzijeme tvrzeni o limité
monoténni posloupnosti).

Piiklady Fad a jejich sou¢tii. Rada
D= =1-1+1-1+1~...

diverguje, nebof ¢astecné soucty (s,) = (1,0,1,0,1,...) nemaji vlastni ani
nevlastni limitu. Naopak
1 1 1
1/2)'==-+-4+-+4+---=1
E (1/2) sttt :

protoze
lims, =lim(1/24+1/4+---4+1/2") =lim(1 —1/2") =1.

Tato fada tedy konverguje a ma soucet 1. Podobné ma soucet 1 i

Z;_l‘i‘l—'—i—f‘i‘f‘" =1
nin+1) 2 6 12 20 S



protoze

lims,, =

= (1 1 .
):hm;<;—“_l)=1lm(1—1/(”+1)):1-

A co prosluld harmonicka tada 1 + % + % + i + ...7 Ukazeme, ze diverguje,

tedy
>i-+
—~mn
Pro kazdé m = 1,2, ... totiz mame nerovnost
SR S IS ISR I
n:mﬂn_m%—l m+ 2 2m om 2

Necht n € N je ddno a r € Ny je maximalni vzhledem k 2" < n. Pak 2" > n,
takze r > logn/log2 — 1. Podle uvedené nerovnosti,

Z S

k=1 i=2k-141

@lb—A

r(1/2) > logn/(2log2) —1/2,

coZ pro n — oo mé limitu +oo. Tedy lim s,, = 400 (jeden policajt) a harmo-
nickd fada proto diverguje (do 4+00). Podobna fada

(—1) 1 1 1
S [
2. n 23717

vsak konverguje, jak za chvili dokdZzeme. Konec¢né posledni trivialni, ale dule-
zity ptiklad: kdyz v > a, se a,, = 0 pro vSechna n s vyjimkou koneéné mnoha
indext, feknéme n; < ny < --- < ny, pak Y a, konverguje a jeji soucet je

Za":an1+anz+"'+ank'

Rozmyslete si proc.

Tvrzeni (podminky konvergence fady). Necht > a, je Tada redlnijch
cisel.

1. (nutnd podminka konvergence tady) > a, konverguje = lima, = 0.



2. (Cauchyova podminka pro tady) > a, konverguje, prave kdyz

Ve>03dng: m>n>ng=|ape1 + o+ +an| <e.

Diikaz. 1. Necht lim s,, = s € R. Pak
lima, = lim(s,, — $,—1) =lims, —lims, 1 =s—s=0.

Jako 1lohu si rozmyslete, pro¢ piesné ktera rovnost plati.

2. Rada Y a, konverguje, pravé kdyz (s,) konverguje, coz plati podle
véty o Cauchyho podminkce, pravé kdyz je (s,) cauchyovska. Podle definice
¢asteénych souc¢tidt pro m > n mame s, — S, = Gpi1 + Apio + - + Apy-
Cauchyova podminka pro fady je tedy jen rozepsani Cauchyovy podminky
pro posloupnost ¢astecnych souctii. O
Prvni ¢ast se pouziva nejcastéji v kontrapozici: je-li dana fada >’ a,, jejiz
s¢itanec nemé za limitu nulu (tj. lim a,, neexistuje nebo existuje, ale je nenu-
lovd), pak > a, nekonverguje. Opa¢nd implikace <= obecné neplati, jak jsme
vidéli na prikladu harmonické fady. Druha cast vsak je ekvivalence.

Dveé dulezité rodinky rad. I Sirokd verejnost zna geometrickou tadu
(napt. ,Volné zijici kocky se mohou mnozit geometrickou fadou“ — nalezeno
na Internetu v Jindfichohradeckém deniku), alespon jako floskuli. Pfesné jde
o fadu > ¢"!, kde ¢ € R je parametr, se souc¢tem

n 2 3 5
E ¢ " =14+q+q¢ +q¢ +---=<¢ 400 oo qg>1
n=0 diverguje ... ¢< -—1.

Kdyz |q] > 1, pak geometrickd fada zjevné diverguje — lim ¢™ neni 0 (ne-
spliiuje nutnou podminku konvergence). Podrobnéjsi informaci dostaneme z
identity (n =1,2,...)

1—q"

S =14t g g =g # D) sa=n(g=1).

Z ni je jasné, Ze pro g > 1 je Zq”_l = +00 a Ze pro ¢ < —1 neexistuje
vlastni ani nevlastni lim s,, (s,, je st¥idavé > 1 a < 0). Pro |¢| < 1 mame
I—limg¢" 1-0 1

l-¢ 1-¢ 1l-gq’

lim s, =

4



Stoji za to si zapamatovat trochu obecnéjsi vzorec, ze pro kazdé m € Ny a
geRs gl <1je

qm+qm+1+qm+2+qm+3+”.:_

(odvodte ho jako tlohu).
Zeta (téZ dzeta) funkce je fada > n~°, kde s € R je parametr, se souc¢tem

[e.9]

Z 1 1 { konverguje ... s>1

n__1+ Tt +00 . s<1.

Druhou, divergentni, ¢ast jsme jiz dokazali, plyne z divergence harmonické
fady. Ze pro s > 1 fada konverguje, dokdZeme pozdéji. Pro zajimavost, je
znamo, ze ((2) = 72/6, (4) = 7*/90 a podobné vzorce pro ((2n), ale nejsou
znémy zadné podobné jednoduché vzorce pro ((2n+1). Je zndmo, Ze soucet
((3) je iraciondlni, ale nikdo to (zatim?) neumi dokazat t¥eba pro ((5).

Absolutni konvergence. Rada Y a,, absolutné konverguje, konverguje-
li fada ) |a,|, to jest posloupnost (|ail, |ai| + |az|, |a1| + |az| + |as|,...) ma
vlastni limitu, to jest existuje ¢ > 0, ze pro kazdé n € N je

lay| + |ag] + -+ |a,| < c.

Napitklad }(—1/2)" = —1 + 1 — 5 + ... absolutné konverguje, stejné jako
fady >-1/n(n+1) a > (=1)"/n(n + 1), ale >_(—1)""!/n nekonverguje ab-
solutné (i kdyz konverguje). Kazda fada s jen koneéné mnoha nenulovymi
s¢itanci absolutné konverguje.

Tvrzeni (AK = K). KdyZ tada Y a, absolutné konverguje, pak konver-
qguje.

Dikaz. Pro m > n diky trojuihelnikové nerovnosti a vlastnostem absolutni
hodnoty mame

’an-l-l + apio+ -+ am| < ‘an-i-l‘ + ‘an-i-?‘ +eee ‘am|
= |[ans1] + |ani2| + -+ + |aml] -
Cauchyho podminka pro Y |a,|, jeZ je splnéna podle predpokladu, tedy im-

plikuje splnéni Cauchyho podminky i pro > a, (a pro dané ¢ > 0 pro > a,
funguje tentyz index ny, jako pro »_ |a,|). O

5



Teprve absolutné konvergentni fady jsou spravnym zobecnénim s¢itani na
nekonec¢né mnoho scitanci, kdy se zachovaji jeho pékné vlastnosti. Da se
dokézat, ze absolutné konvergentni fady spliiuji komutativni zakon (soucet
se neméni pii prehdzeni s¢itanci), asociativni zdkon (soucet se nemeéni pii
preskupeni s¢itancii) a distributivni zdkon (pfi vynésobeni dvou absolutné
konvergentnich fad se sou¢ty vynasobi). Na pfednésce si pozdéji dokazeme
jen to prvni.

Tvrzeni (Leibnizovo kritérium). Necht (a,) je nerostouci posloupnost
nezapornych redlnych cisel s lima, = 0. Pak rada

Z(—l)"*lan =a; —as+az—ag+ ... konverguje .

Diikaz. Ukazeme, ze fada spliuje Cauchyho podminku. Nejdfiv indukci podle
n dokézeme celkem ziejmé pomocné tvrzeni: kdyz by > by > --- > b, > 0,
pak st¥idavy soucet by —by+bs—---+b, € [0,b1]. Pron = 1 plati, by € [0, b].
Nechf n > 1 a pomocné tvrzeni plati pro kazdy st¥idavy soucet s n—1 séitanci.
Méame by — by +b3—---+b, =b; — ¢, kde c =by — b3+ by —--- £ b,. Podle
indukéniho predpokladu je ¢ € [0, by]. Protoze by < by, je i ¢ € [0,b;]. Tedy
by — ¢ € [0,b1], coz jsme chtéli dokazat.

Zpét k nasi radé se stridajicimi se znaménky. Predpokladame, ze a; >
as > -+ > 0alima, = 0. Pro dané € > 0 tedy existuje ng, ze n > ng = 0 <
a, < €. Pro kazdé dva indexy m > n > ng pak plati, ze

m

Z (_1)i+1ai

1=n+1

:an+1_an+2+an+3_"'iamSanJrl<57

kde prvni rovnost a nerovnost za ni plynou z pomocného tvrzeni. Takze
> (=1)"*"a, spliuje Cauchyho podminku pro fady a podle tvrzeni o pod-
minkéach konvergence fady konverguje. a

Tento dtikaz jsem na piednasce neuvedl, protoze mé napadl az ted. Na pied-
nasce jsem uvedl nasledujici (obligatni) dikaz, ktery ponechdam jako tlohu.
Kritérium nese jméno némeckého filozofa a matematika, spoluobjevitele ma-
tematické analyzy, Gottfrieda W. Leibnize (1646-1716).

Uloha. Dokazte Leibnizovo kritérium takto: jsou-li s, cdstecné soucty rady
S (=1)"ay, pak s; > s3> 55 > ..., 59 < 84 <S¢ < ..., Sopo1 > Som,
takZe lim s9,,_1 = lim s9,, = lim s,, € R.



Typické ptiklady fad konvergujicich podle Leibnizova kritéria jsou

(—1)n*t 1 1 1 (—1)n*t 1 1 1

—=1l——4=-—=4... — =1l——4—-——+4....
2. SRR D 3 5777
Ani jedna z nich nekonverguje absolutné.

Tvrzeni (linearni kombinace ¥ad). Necht » a, a > b, jsou dvé tady,
a,a, €R sa+#0. Pak > a, konverguje, pravé kdyz > aa, konverguje. Pro

soucty plati
Z aa, =a Z ay, -

Kdyz > a, i > b, konverguje, pak konverguje i > (aa, + Bby,) a pro soucty
platt
Z(aan + fb,) = aZan—l—ﬁan :

Diikaz. Uloha, procvicéte si definice a aritmetiku limit. a

Prvni ¢ast tvrzeni je ekvivalence, druhé jen implikace. Tyto transformace fad
funguji obecné a nepotifebuji absolutni konvergenci.



