Prednaska 1, 3. fijna 2014

Prednaska z Matematické analyzy I mé pét casti:
1. Uvod, opakovani, realné ¢sla.
2. Limita nekonecné posloupnosti.
3. Nekonecné rady.
4. Limita funkce v bodé a spojitost funkce.
5. Derivace funkce.
Cast 1: ivod, opakovani, realna &isla

Paradoxy nekonec¢na. Co analyzuje Matematicka analyza? Nekonec¢né pro-
cesy a operace. Ttfeba nekoneéné soucty (kterym se spiSe fika nekonecéné
fady). Napfiklad
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Uloha: dokazte si pruni dvé rovnosti (pruni asi zndte ze stiedni skoly) a ze
treti rovnosti (jejiz dikaz je obtizny) zkuste odvodit rovnost éturtou.

Ale jak vlastné téch nekonecné mnoho ¢isel v uvedenych prikladech sci-
tame? Radu ¢teme v uvedeném poiradi (zleva doprava) a vytvaiime posloup-
nost ¢asteénych souctt (coz jsou obycejné konecéné soucty), napiiklad ve
¢tvrté rovnosti to je posloupnost
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a kdyz se cleny této posloupnosti neomezené piiblizuji k néjakému ¢islu a,
ve ¢tvrtém pitkladu to nastava pro a = 7%/12, definujeme soucet dané neko-
neéné fady jako toto a. Ctyii uvedené piiklady jsou hezké v tom, Ze v nich
vlastné na poradi ¢teni fady viibec nezélezi. Da se totiz dokazat:

V uvedenych c¢tyrech nekonecnych radach zadné zprehazeni sci-
tanct nezmeéni soucet fady.

Znamena to tedy, naptiklad, ze kdyz vezmeme jakoukoli nekonec¢nou po-
sloupnost (ay,as,as,...), jejiz ¢leny a; néjak probihaji prevracené ¢tverce
(tj. kazdy clen je tvaru ay = 1/n? pro néjaké n € N = {1,2,3,...} a kazdé
¢islo 1/n? se v posloupnosti objevi pravé jednou), pak se posloupnost ¢astec-
nych soucti
(al, a1+a2, a1+a2+a3, )

neomezend piiblizuje vzdy k jednomu a témuz ¢islu 72 /6.

Mize se ale stat, ze zpfehazeni s¢itancti soucet nekonecné rady zméni?
Mize, nastava to tfeba pro
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(dtkazy téchto dvou rovnosti nejsou snadné, ale minimalné ta prvni bude
na konci semestru v nasi moci). Jak ukdzal Bernhard Riemann (1826-
1866), u téchto dvou nekonecnych fad lze zpiehézenim séitanct soucet li-
bovolné zménit. Pfesné to znamend, Ze, napiiklad, pro kazdé realné cislo
a € R (nebo i a = —o0 & a = +00) existuje zpiehdzeni s¢itanci v
prvni fadé, tj. posloupnost (ay, as, as, ... ), jejiz ¢leny a; néjak probihaji ¢isla
1,—1/2,1/3,—1/4,..., Ze se ¢astecné soucty (aj, a1 +asz,a;+as+as,...) ne-
omezené priblizuji k zadanému ¢islu «. (Nebo lze zpfehdzenim vyrobit fadu
bez souctu, jejiz posloupnost ¢astecnych souctl se chova chaoticky a k nicemu
se neblizi.)

Pro prvni ¢tyri rady tedy pii s¢itani plati nekoneény komutativni zakon,
ale posledni dvé fady tento zakon porusuji. Jak to s nim u nekonec¢nych rad
presné je se dozvime ve tieti ¢asti pfednasky. Uvedu ale jesté jeden priklad,
ktery ukazuje, ze nekonecné rady mohou porusovat i asociativni zakon sci-
tani. Kdyz v libovolné obdélnikové tabulce, jejiz polozky jsou ¢isla, secteme



polozky v kazdém tadku a tyto radkové soucty pak secteme, dostaneme stejny
vysledek, jako kdyz totéz provedeme se sloupci — vysledek je prosté soucet
vsech polozek v celé tabulce. Napriklad v nasledujici 3 x 3 tabulce jsou rad-
kové soucty —2,6 a 2, secteno dava 6, totéz jako soucet sloupcovych souctt
3,12 a —9:

1] 5]-8] -2
2] 4] 0 6
0] 3]-1 2
13[12]-9]6\6

Uvazme ale tabulku, kterda je nekonecna (fadky i sloupce jsou ocislovany
pfirozenymi Cisly 1,2, ... ) a kterd ma na hlavni diagonale ¢islo 1, na diagonéle
nad ni ¢islo —1, a vsude jinde nuly:

1[-1] o] 0] © 0
0 1[-1] o[ © 0
o o] 1]-1] 0 0
0] o] o] 1[-1 0
0] o] o] o] 1 0
(1] o] o] o] of...]1\0

Zde je kazdy radkovy soucet nula a jejich soucet je rovnéz 0, prvni sloupcovy
soucet ale je 1 a protoze vSechny dalsi uz jsou nulové, je soucet sloupcovych
souctti roven 1. S¢itani pres fadky tedy u nekonecnych tabulek mtize dat jiny
vysledek nez séitani ptes sloupce, 0 # 1. Navic jsou vSechny uvazované soucty
fakticky kone¢né, kromé nul vzdy s¢itame nanejvys dva nenulové s¢itance, coz
¢ini tento paradox jesté vice znepokojivym. Asociativni zakon tedy obecné
pro nekoneéné soucty neplati — po preskupeni se soucet miize zménit (coz
se u koneénych sou¢ti nikdy nestane). I k tomuto paradoxu se vratime ve
treti casti prednasky.

Co je to funkce? Matematickd, nikoli politickd! Stru¢né si to ted zo-
pakujeme — z nazvi casti prednasky je jasné, ze to pro nas bude dulezity
pojem. Jsou-li M a N né&jaké mnoziny (koneéné nebo nekonecné), jejich kar-
tézsky soucin M x N je dalsi mnozina

M x N ={(a,b) |a€ M,be N}



sestavajici presné z téch usporadanych dvojic (a,b), Ze a probiha prvky prvni
mnoziny M a b probihd prvky druhé mnoziny N. Bindrni relace R mezi M
a N je kazda podmnozina R tohoto kartézského soucinu,

RCc Mx N .

Podobné se definuji kartézské souciny vice mnozin a relace s vyssi aritou
(ternarni, kvaternarni, ...), mezi vice nez dvéma mnozZinami. DileZité typy
binérnich relaci jsou (¢astecnd) usporadani a relace ekvivalence, ale v analyze
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z M do N, pokud
Vae M 3be N: (a,b) e R

— pro kazdy prvek a z M existuje pravé jeden prvek b z N, ze dvojice (a, b)
lezi v R. Nestane se tedy, ze by n€jaky a € M nemél pritazen zadny prvek z
N, ani ze by mél pfifazen dva ¢i vice prvkt z N. Funkce znac¢ime obvykle f
(g, h,...)amisto f C M x N a (a,b) € f se pouzivd znaceni

f: M— N a f(a)=b.

Prvek a je vzor prvku b v zobrazeni f a naopak b je obraz a. Mnoziné M se
fika definicni obor (funkce f)a N je obor hodnot.

Termin ,posloupnost” znamena rovnéz funkci, s definicnim oborem N =
{1,2,...}. Takze (ai,as,...) s a, € R je zobrazeni a : N — R, kde misto
a(n) je zazité znaceni a,. Funkce v mnozinovém pojeti se rovna svému grafu,
napiiklad funkce cosinus, cos : R — R nebo i cos : R — [—1, 1], je

cos = {(z,cos(z)) |t ER} CR*=R x R.
V analyze je funkce obvykle zadana vzorcem ¢i formuli. Nékdy je pak zapo-
tfebi urcit, jaky je pfesné jeji defini¢ni obor, protoze pro nékteré numerické

hodnoty nemusi byt formule definovana, tfeba pro nulu ve jmenovateli nebo
pro zaporny argument logaritmu. Napiiklad

1
) = R—-R
neni Gplné spravny zapis funce (i kdyz s urcitou davkou dobré viile ho lze
piijmout), nebof hodnoty f(v/3) a f(—+/3) vedou na déleni nulou a nejsou
definované. Spravny je zapis

fo) = s - R\(VE,—VE)} 5 R.
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Funkce f : M — N je prostd (synonymum: injektivni), kdyz xi,xs €
M, 21 # xg = f(x1) # [(22). Jinymi slovy, f(z1) = f(22) = 21 = La- Injek-
tivni zobrazeni tedy nikdy neposila dva rizné prvky na tyz prvek. Rekneme,
ze zobrazeni f : M — N je zobrazeni na (synonymum: surjektivni), kdyz
Vy € N3z € M : f(x) =y, jingymi slovy, kazdy prvek v N ma v f ale-
spon jeden vzor. Bijektivni (synonymum: vzdjemné jednoznacné) zobrazeni,
kratce bijekce, je to, jez ma obé vlastnosti, je prosté i na. Bijekce tedy paruje
dohromady prvky v M s prvky v N tak, ze kazdy prvek M i N se vyskytuje
v pravé jednom paru.

Uloha: dokazte, Ze pro konecnou mnoZinu M kaZdé zobrazeni f: M — M,
ktere je injektivni, uz musi byt na, a naopak.

Pro nekone¢nou M to ale nemusi platit. Napiiklad f : N — N, f(n) = 2n,
je prosté zobrazeni, které neni surjektivni.

Uloha: (i) naleznéte zobrazeni f : N — N, které je na, ale ne prosté; (ii)
naleznéte f : N — N, které je na a kaZdé n € N md nekonecné mnoho
vZoT1.

Dva priklady matematickych diakazt. Postup v matematickém du-
kazu ozfejmim dvéma piiklady. Prvni je ditkaz indukci a druhy dikaz sporem.

Tvrzeni (Bernoulliova nerovnost). Pro kaZdé redlné c¢islo x > —1 a celé
cislon > 0 je pravda, Ze

(1+2z)">1+nz.

Diikaz. Indukci podle exponentu n. Zacatek indukce: nerovnost dokazu pro
pocateéni hodnotu n = 0. To je jasné, LS (leva strana) je (1+z)° =1 a
PS téz 1 + 0x = 1. Indukéni krok: predpokladdm platnost nerovnosti (resp.
tvrzeni, které indukci dokazuju) pro danou hodnotu n a odvodim platnost
pro o 1 zvétsenou hodnotu n + 1. Postupuju takto:

(14+2)" > 1+4+nx
(14+z)(1+2)" > (1+2)(1+n)
(1+2)" > 14+ nz+a+n2®=1+(n+1)x+na?
(14+z)"" > 1+ (n+1)x.

Predpoklad (1. fadek) jsem vynasobil (LS i PS) nezdpornym &islem 1 + x,
coz platnost nerovnosti zachova. Ve vzniklé nerovnosti je LS co potfebuju



(tj. LS B. nerovnosti pro n+ 1), ale PS m4 navic ¢len na? (viz 2. a 3. fadek).
Tento ¢len je ale nastésti vzdy nezaporny, na? > 0, takZe po jeho vypusténi
se PS nezvétsi a dostavam platnou nerovnost na 4. fadku, coz je presné B.
nerovnost pro n + 1. Tim je dikaz indukci dokoncen. Podle zacatku indukce
totiz B. nerovnost plati pro n = 0. Podle ind. kroku tedy plati i pro n = 1.
Znovu podle ind. kroku tedy plati i pro n = 2. A tak dal a dal, probéhneme
celé Ng ={0,1,2,...} a B. nerovnost plati pro kazdé n € Ny. O

Nékolik poznamek. Historicka: nerovnost se jmenuje po basilejském matema-
tikovi Jacobu Bernoullim (1655-1705). V dikazu jsme obé strany nerovnosti
nasobili nezdpornym ¢initelem. Castou pii¢inou chyb v manipulaci s nerov-
nostmi byva, Ze ¢initel mize nabyt zdpornou hodnotu (v nasem pfipadé se
to nestane), ale my zapomeneme zménit smér nerovnosti. Dale jsme vyuzili
toho, Ze pro kazdé a € R je a® > 0, coZ je jednoduch4 ale uziteéna nerovnost,
ktera se casto pouziva. Neni prilis prehnané fici, ze celd matematicka analyza
se svymi aplikacemi (analyticka teorie ¢isel, numerickd matematika a dalsi)
je zalozena na umeéni zachazet s nerovnostmi a odhady.

Tvrzeni (iracionalita &isla /2). Pro Zddny zlomek a/b neni pravda, Ze
(a/b)? = 2. To jest, rovnice
r? =2

nemd v oboru raciondlnich cisel Q reseni.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze a/b € Q je zlomek, jehoz &tverec se
rovna dvéma. Vime, Ze a/b mizeme vzit v zdkladnim tvaru, kdy b € N a
¢islaaeZ=1{..,-2,—1,0,1,2,...} a b jsou nesoudélna (tj., kdyz ¢ € N
déli a i b, pak ¢ = 1). Z (a/b)* = 2 mame rovnost

a’? =207 .

Tedy 2 déli a? a tedy 2 déli a (kdyby a bylo liché, a = 2c + 1, bylo by liché i
a? = (2¢+1)? = 2(2¢% + 2¢) + 1). Tedy a = 2c pro néjaké ¢ € Z a dosazeni
dava 4c? = 202, ¢ili 2¢2 = b?. Stejny argument dava, Ze b je sudé. TakZe ¢islo
2 déli a i b. To je ale spor s vychozi nesoudélnosti a a b. Dostali jsme spor,
vychozi predpoklad existence zlomku a/b s (a/b)* = 2 je tedy nepravdivy a
takovy zlomek neexistuje.

Geometricky dikaz. Kdyby a? = 20 pro né&jaka dvé ¢isla a,b € N (vSim-
néte si, Ze to plati pro a = b = 0), existoval by (podle Pythagora) pravothly
trojuhelnik ABC s odvésnami délek |AB| = |BC| = b a pfeponou o délce



|AC| = a. (Nemam uz silu se malovat s obrazkem, kreslete si ho!) Sestro-
jime mensi takovy A (tj. rovnoramenny, pravouhly a s celo¢iselnymi délkami
stran). Na AC' vyneseme délku |AD| = b (jisté b < a). Z bodu D spus-
time kolmici na AC, jez protne BC v bodé E. Klicové pozorovani je, ze
|BE| = |ED| = |DC| = a—b. Prvni rovnost plati diky symetrii ¢tyfthelnika
ABED (JAB| = |AD| = b a oba uhly u B i D jsou pravé), druha diky rov-
noramennosti trojihelnika £DC' (tthel u D je pravy a u C je 45°, tedy i u E
je thel 45°) a tfeti podle definice bodu D. Tudiz |[EC| = b— (a —b) = 2b—a.
Rovnoramenny a pravouhly A FDC ma tedy celociselné délky stran, odvésny
maji délku a — b a prepona délku 2b — a. Ovsem tento A je mensi nez vychozi
A ABC, napft. pfepony maji délky a > 2b —a. S A EDC' mizZeme pro-
vést tutéz konstrukci a opakovat ji dale. Dostaneme nekonecnou posloupnost
zmensujicich se trojuhelniki, kterd dava nekonecnou ostie klesajici posloup-
nost prirozenych cisel, napt. délek prepon. Takova nekonecéna posloupnost
prirozenych &isel ale neexistuje, mame spor. Takze rovnice a? = 2b* nema v
N feseni. a
Upiimné Teceno, celd ta geometrie v druhém diikazu je zbytec¢nd. Strucéné
ho lze shrnout néasledovné. Kdyz a* = 20* pro a,b € N, pak a/2 < b < a a
(2b — a)? = 2(a — b)?. ProtoZe 2b —a,a —b € N a 20 — a < a, opakovani
transformace a, b ~ 2b— a, a — b dava nekonec¢nou ostie klesajici posloupnost
prirozenych ¢isel — spor.
O realnych cislech az pristeé.



