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11. 6. 2020
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Neńı povoleno použ́ıvat kalkulačky a jinou elektroniku ani přinesené ṕısemné ma-
teriály. Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukazu, pokud neńı uvedeno jinak,
nicméně je nutno uvést, které tvrzeńı použ́ıváte. Všechna ostatńı tvrzeńı dokažte.

1. (10 bod̊u) Zformulujte Heineho větu o ekvivalentńı definici limity funkce. Tuto
větu dokažte (stač́ı d̊ukaz pro vlastńı limitu v reálném bodě).

2. (5 bod̊u) Mějme posloupnost (an)∞n=0 definovanou vzorcem an = n sin
(

1
n+1

)
.

Určete jej́ı limitu.

3. (5 bod̊u) Definujte, kdy je množina M ⊆ R kompaktńı.

4. (10 bod̊u) Najděte př́ıklad spočetné nekonečné kompaktńı množiny.

5. (10 bod̊u) Zformulujte a dokažte Darbouxovu větu o nabýváńı mezihodnot.

6. (10 bod̊u) Necht’ f : R → R je funkce a necht’ b je reálné č́ıslo. Rozhodněte a
zd̊uvodněte, zda některý z následuj́ıćıch dvou výrok̊u implikuje ten druhý. O
každé ze dvou možných implikaćı dokažte, že plat́ı, nebo uved’te protipř́ıklad.

(i) Funkce f je spojitá v bodě b.

(ii) ∀ε > 0∃α ∈ R∀x ∈ U(b, ε) : |f(x)− f(b)| < α|x− b|.
7. (10 bod̊u) Necht’ f : R→ R je funkce, která je konvexńı na R. Dokažte, že obě

limity limx→−∞ f(x) i limx→+∞ f(x) existuj́ı (př́ıpadně jako nevlastńı), a nav́ıc
pokud f neńı konstantńı, tak aspoň jedna z těchto limit je rovna +∞.

8. (5 bod̊u) Definujte horńı a dolńı Riemannovu sumu a horńı a dolńı Riemann̊uv
integrál.

9. (15 bod̊u) Pro parametr p ∈ (0, 1) uvažujme pravoúhlý trojúhelńık s vrcholy
bodech (0, 0), (p, 0) a (0, 1 − p). Necht’ K je prostorové těleso (kužel) vzniklé
rotaćı tohoto trojúhelńıku kolem osy x. Pro jakou hodnotu parametru p bude
K mı́t největš́ı objem a jak velký ten objem bude? (Pokud při řešeńı použijete
znalosti, které se nedokazovaly na přednášce, muśıte je odvodit z výsledk̊u z
přednášky.)


