Domaéci kol z Kombinatoriky a grafa I
paté série, verze pro cviceni ve stiedu 14:00

Termin odevzdani: nejpozdéji ve stredu 26. 3. ve 14:00.
Cisla ve ¢tverecku jsou pocty bodi.

1. Uvazme posloupnost &isel (a,)22, spliujici nasledujici t¥i vlastnosti:

e qp =1,
° q, = gan_l — Qp_o pro kazdé n > 2 a
e lim, ., a, =0.

Najdste vytvorujici funkei této posloupnosti a odvod'te z ni explicitni vzorec pro a,. Pokud
existuje vice takovych posloupnosti, najdéte je vSechny.

. Necht p(z) = agrd+ag_ 1297 4 - -+aiv+ag je ngjaky polynom stupné d (kde ag, a, . .., g

jsou libovolné realné konstanty). Dokazte, Ze existuji realné konstanty fSo, 51, ..., B4 takové,
ze pro kazdé z plati

p(l“):ﬂd(z>+5d—1(dfl) + o+ Brx + fo.

Népovéda: jde to dokazat tfeba indukci podle d.

. Necht p(z) = agz? + ag_1297 1 +--- 4+ ayx + o je ndjaky polynom stupné d. Definujme

Castefné soucty s, = p(0) + p(1) + - - -+ p(n). DokaZte, Ze s, se rovnaji néjakému polynomu
stupné d + 1. Jinymi slovy, dokaZte, Ze existuje polynom ¢(x) stupné d + 1 takovy, Ze pro
kazdé n € {0,1,2,...} plati s,, = ¢(n). Pokud umite vyfesit pfedchozi piiklad, miZete ho
zde vyuzit.

. Ozna¢me a, pocCet zpusobu, jak lze Cislo n zapsat jako soucet libovolného lichého poctu

séitancii, a necht b,, je pocet zpisobi, jak Ize ¢islo n zapsat jako soucet sudého poctu séitanci,
pri¢emz v obou pripadech jsou séitanci libovolna kladna cela ¢isla a soucty liSici se jen
poradim sé¢itanct pokladame za rtzné. Dokazte, Ze pro kazdé n > 2 plati a,, = b,.



