
OPTIMALIZA�NÍ METODY (NOPT048)
cvi£ení 06. 05. 2014

V¥ta 1 (Podmínky komplementarity).

(P̄ )maximalizuj cTx (D̄)minimalizuj bT y

pro x ≥ 0 pro y ≥ 0

za podmínek Ax ≤ b za podmínek AT y ≥ c

Nech´ x a y jsou p°ípustné °e²ení (P̄ ) a (D̄). Pak jsou ob¥ optimální práv¥ kdyº platí následující podmínky:

• (∀j ∈ {1, . . . ,m})(yj = 0 nebo a(j)x = bj)
• (∀i ∈ {1, . . . , n})(xi = 0 nebo

∑n
j=1 aijyj = cj)

De�nice 1 (Totální unimodularita). Matice je totáln¥ unimodulární, pokud determinant kaºdé její £tver-
cové podmatice je 0, +1 nebo −1.

P°íklad 1. Na obrázku je bipartitní graf, který má u hran napsané váhy a u vrchol· °e²ení duálního
programu k minimálnímu váºenému perfektnímu párování. Dokaºte, ºe toto °e²ení je optimální.
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P°íklad 2. Nech´ A je totáln¥ unimodulární matice. Dokaºte následující:
• Dokaºte, ºe A m·ºe obsahovat jen prvky 0, 1 nebo −1.
• Ukaºte, ºe AT ,

(
A
−A

)
a (A|I) jsou totáln¥ unimodulární matice.

P°íklad 3. M¥jme matici A velikosti m × n, jejíº °ádky jdou rozloºit na dv¥ skupiny B a C. Nech´
také platí:
• A ∈ {−1, 0, 1}m×n,
• kaºdý sloupec obsahuje nejvý²e 2 nenulové hodnoty,
• Pokud mají dv¥ nenulové hodnoty v jednom sloupci A stejné znaménko, tak jeden °ádek pat°í do
B a druhý do C.

• Pokud mají dv¥ nenulové hodnoty v jednom sloupci A r·zné znaménko, tak oba rádky pat°í do B
nebo zárove¬ do C.

Dokaºte, ºe A je potom totáln¥ unimodulární.

P°íklad 4. Dokaºte, ºe matice incidence grafu je totáln¥ unimodulární práv¥ tehdy, kdyº graf je
bipartitní.

P°íklad 5. Vezm¥me si jeden vektor (sloupec) v s hodnotami {0, 1}n. �ekneme, ºe v je intervalový,
pokud v má hodnoty 1 za sebou v práv¥ jednom souvislém intervalu (t°eba i délky 0). Matice M je
intervalová, pokud v²echny její sloupce jsou intervalové vektory.

Dokaºte, ºe pro kaºdou intervalovou matici M platí, ºe M je totáln¥ unimodulární.
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