
OPTIMALIZA�NÍ METODY (NOPT048)
cvi£ení 11. 03. 2014

De�nice 1 (A�nní nezávislost). a0, . . . , ak jsou a�nn¥ nezávislé, pokud neexistují netriviální α0, . . . , αk

takové, ºe
∑
αiai = 0 a

∑
αi = 0.

De�nice 2 (A�nní kombinace). Nech´ a1, . . . , an ∈ Rn. Pak a�nní kombinací t¥chto bod· nazýváme∑n
i=1 αiai, kde αi ∈ R pro kaºdé i a

∑n
i=1 αi = 1

De�nice 3 (Konvexní kombinace). Nech´ a1, . . . , an ∈ Rn. Pak konvexní kombinací t¥chto bod· nazý-
váme

∑n
i=1 αiai, kde αi ≥ 0 pro kaºdé i a

∑n
i=1 αi = 1

P°íklad 1.

(a) Dokaºte, ºe conv({[0, 0], [0, 1], [1, 0], [1, 1]}) je £tverec s vrcholy ve zmín¥ných bodech.
(b) Nech´ A = L + u je a�nní prostor. Dokaºte, ºe A dostaneme posunutím L o libovolný vektor z A,
resp. dokaºte, ºe pro libovolné dva vektory v, v′ ∈ A platí, ºe L+ v = L+ v′, t.j. kaºdé a = x+ v, x ∈ L
m·ºeme zapsat jako a = x′ + v′, x′ ∈ L.

P°íklad 2. K°íºový mnohost¥n de�nujeme jako {x ∈ Rn : |x1|+ |x2|+ |x3|+ . . . + |xn| ≤ 1}. Ve t°ech
rozm¥rech mu °íkáme osmist¥n.

M¥jme k°íºový mnohost¥n A plné dimenze v R5, který má st°ed posunutý do bodu (5, 4, 3, 2, 1).
Zárove¬ vezm¥me útvar B ≡ {(x1, x2, x3, x4, x5) | x1/2 + x2 + x3 + x4 + x5 = 12.5}.

Rozhodn¥te, jestli útvar A ∩B je konvexní nebo ne, a své tvrzení dokaºte.

P°íklad 3. Alenka a Bob hrají hru. Alenka si vymyslí lineární nerovnost N v R3, ale ne°ekne ji
Bobovi. Bobovi jen °ekne dva r·zné body b1, b2 v R3, které tuto nerovnost spl¬ují. Bob nyní musí °íkat
dal²í body b4, b5, b6. . . , které také nerovnost spl¬ují, a to do té doby, neº to Alenku neomrzí a nep·jdou
spolu skákat panáka.

Pora¤te Bobovi, jak má hrát, aby vyhrál.

P°íklad 4. Dokaºte, ºe následující tvrzení jsou ekvivalentní:
• Pro mnoºinu bod· X v Rn platí, ºe pro kaºdé dva body x1, x2 ∈ X je celá úse£ka [x1, x2] obsaºena
v X.

• Pro mnoºinu bod·X v Rn platí, ºeX = {α0x0+α1x1+. . .+αkxk|k ∈ N, xi ∈ X,
∑

i αi = 1, αi ≥ 0}.

P°íklad 5. Dokaºte, ºe kdyº body ~x1, ~x2, . . . , ~xn spl¬ují sadu omezení ~ai
T · ~xj ≤ bi pro i, j ∈

{1, 2, . . . , n}, tak potom i libovolná konvexní kombinace bod· spl¬uje ta samá omezení, £ili ∀α1, . . . , αn ≥
0 takové, ºe

∑n
j=1 αj = 1 platí, ºe:

~ai
T · (

n∑
j=1

αj ~xj) ≤ bi.

P°íklad 6. Dokaºte, ºe kdyº body ~x1, ~x2, . . . , ~xn spl¬ují sadu omezení ~ai
T · ~xj ≤ bi pro i, j ∈

{1, 2, . . . , n}, tak potom ty samé body spl¬ují i libovolnou konvexní kombinaci t¥chto omezení. Tj.
∀β1, . . . , βn ≥ 0 takové, ºe

∑n
i=1 βi = 1 platí, ºe:

n∑
k=1

(βk ~ak) · ~xj ≤
n∑

m=1

(βmbm).

V²imn¥te si rozdílu v zadání t¥chto p°íklad·!
Tip: Dokazujte ob¥ tvrzení pro co nejmen²í mnoºinu objekt·, tj. první tvrzení pro jedno omezení a

druhé tvrzení pro jeden bod.

P°íklad 7. Odvo¤te tvrzení analogická dv¥ma p°edchozím p°íklad·m, která odpovídají a�nit¥ a do-
kaºte je.
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P°íklad 8. Dokaºte, ºe mnoºina v²ech optimálních °e²ení daného LP zadaného nap°íklad takto:

max cTx,Ax ≤ b

je konvexní mnoºina.

P°íklad 9. Dokaºte, ºe kdyº mnohost¥n Ax ≤ 0 má dv¥ r·zná °e²ení, tak je neomezený.
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