OPTIMALIZAéNi METODY (NOPTO48)
cvideni 11. 03. 2014

Definice 1 (Afinni nezavislost). ao,...,ax jsou afinné nezéavislé, pokud neexistuji netrividlni «p, ..., o
takové, ze Y aja; =0a > «a; =0.

Definice 2 (Afinni kombinace). Necht ay,...,a, € R™. Pak afinni kombinaci téchto bodi nazyvame
Yo asa;, kde a; e Rprokazdéia ), ja; =1

Definice 3 (Konvexni kombinace). Necht aq,...,a, € R™. Pak konvexni kombinaci t&chto bodt nazy-
vame Y I oa;, kde a; > Oprokazdéia d . o =1

Priklad 1.

(a) Dokazte, ze conv({[0, 0], [0,1],[1,0],[1,1]}) je ¢tverec s vrcholy ve zminénych bodech.

(b) Necht A = L + u je afinni prostor. Dokazte, ze A dostaneme posunutim L o libovolny vektor z A,
resp. dokazte, 7e pro libovolné dva vektory v,v' € A plati, 7e L+v =L+, t.j. kazidé a=z+v,z € L
miZeme zapsat jako a = 2’ +v', 2’ € L.

Piiklad 2.  KiiZovy mnohostén definujeme jako {z € R™ : |x1|+|z2| + |z3|+ ... +|zn| < 1}. Ve tfech
rozmeérech mu fikdme osmistén.

Méjme kifzovy mnohostén A plné dimenze v R®, ktery mé stied posunuty do bodu (5,4,3,2,1).
Zaroven vezmeéme utvar B = {(z1, %2, %3, T4, 25) | ©1/2 + 2 + 23 + 24 + x5 = 12.5}.

Rozhodnéte, jestli utvar A N B je konvexni nebo ne, a své tvrzeni dokazte.

Priklad 3. Alenka a Bob hraji hru. Alenka si vymysli linedrni nerovnost N v R3, ale nefekne ji
Bobovi. Bobovi jen fekne dva rizné body by, by v R3, které tuto nerovnost splituji. Bob nyni musi fikat
dalsi body by, bs, bs. . ., které také nerovnost spliiuji, a to do té doby, nez to Alenku neomrzi a nepujdou
spolu skdkat panaka.

Porad’te Bobovi, jak mé hrat, aby vyhral.

Priklad 4. Dokazte, Ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Pro mnozinu bodi X v R™ plati, ze pro kazdé dva body x1, 22 € X je celd usecka [x1, z2] obsaZena
v X.
e Promnozinu bodu X v R" plati, ze X = {apzo+orz1+... +agaplk € Ny € X, ) a; = 1,04 > 0}

Piiklad 5. Dokazte, ze kdyz body x1,3,...,%, spliuji sadu omezeni al . 25 < by pro 1,5 €
{1,2,...,n}, tak potom i libovolna konvexni kombinace bodi splituje ta sama omezeni, ¢ili Vo, ..., ap >
0 takové, ze >, a; = 1 plati, Ze:

n
Ll (Z ajx_;-) < b
j=1

Piiklad 6. Dokazte, ze kdyz body 3,25,...,4, spliuji sadu omezeni al . Z; < b, pro i,j €
{1, 2,...,n}, tak potom ty samé body spliuji i libovolnou konvexni kombinaci téchto omezeni. Tj.
VBi1,...,0n > 0 takove, ze >, 3; = 1 plati, ze:

n n
Z ﬁkak f’ < Z ﬁm m
k=1

Vsimnéte si rozdilu v zadani téchto ptikladi!
Tip: Dokazujte obé tvrzeni pro co nejmensi mnozinu objekti, tj. prvni tvrzeni pro jedno omezeni a
druhé tvrzeni pro jeden bod.

Priklad 7. Odvodte tvrzeni analogickd dvéma pfedchozim piikladim, ktera odpovidaji afinité a do-
kazte je.
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Priklad 8. Dokazte, Ze mnozina vSech optimalnich feSeni daného LP zadaného napiiklad takto:
maxclz, Az < b
je konvexni mnozina.

Priklad 9. Dokazte, Ze kdyZ mnohostén Ax < 0 ma dvé rizna feSeni, tak je neomezeny.
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