
3) Obměňováńı implikaćı. Kvantifikátory a prenexńı tvar

Úlohy

1. Obměňte následuj́ıćı implikace (tj. tvrzeńı ”A ⇒ B” přepǐste na ”¬B ⇒ ¬A”)

(a) Pokud je dnes ponděĺı, budeme psát ṕısemku.

(b) Jestliže x > 105, potom x > 104.

(c) Jestliže jsem root, potom můžu zakládat uživatelské účty a můžu měnit práva k soubor̊um.

(d) Jestliže chod́ım na přednášku z analýzy a chod́ım na přednášku z diskrétńı matematiky,
potom se přednáška z analýzy a přednáška z diskrétńı matematiky nekonaj́ı ve stejný čas.

(e) Pokud existuje liché prvoč́ıslo, pak pro žádné x ∈ N neexistuje y ∈ N takové, že y > x.

(f) Pokud x je dělitelné 6 a y je dělitelné 7, pak x · y je sudé.

(g) (∀x ∈ N ∃y ∈ N y = x + 1) ⇒ (∃y ∈ N ∀x ∈ N y = x + 1).

(h) Máš-li pravdu, jsem č́ınský b̊uh srandy.

2. Zvolte množiny, přes které se kvantifikuje, a dosad’te predikát ”ze života” tak, aby platilo:

(a) ∀x∃y P (x, y)

(b) ∃y∀x P (x, y)

(c) Aby platilo ∀x∃y P (x, y), ale neplatilo ∃y∀x P (x, y).

(d) Aby tvrzeńı ∀x (P (x) ∨ Q(x)) platilo, ale (∀x P (x)) ∨ (∀x Q(x)) neplatilo.

(e) Aby tvrzeńı (∃y R(y)) ∧ (∃y S(y)) platilo, ale tvrzeńı ∃y (R(y) ∧ S(y)) neplatilo.

(f) Aby platilo (∀x P (x)) ⇒ (∀x Q(x)), ale neplatilo ∀x (P (x) ⇒ Q(x)).

Prenexńı tvar

Daľśı sada pravidel, tentokrát s ćılem dostat formuli do prenexńıho tvaru, tj. všechny kvan-
tifikátory na začátek formule (např. ∀x∀y∃zV (x, y, z)).

(∀xP (x))&(∀xQ(x)) ∀x(P (x)&Q(x))

qxP (x)♦Q qx(P (x)♦Q), kde
♦ je &, nebo ∨,
q je ∀, nebo ∃

a proměnná x se v Q nevyskytuje

P ⇒ ∀xQ(x) ∀x(P ⇒ Q(x))

P ⇒ ∃xQ(x) ∃x(P ⇒ Q(x))

∀xP (x) ⇒ Q ∃x(P (x) ⇒ Q)

∃xP (x) ⇒ Q ∀x(P (x) ⇒ Q)

(∀xP (x))&(∃xQ(x)) ∀x∃y(P (x)&Q(y)) (jednu z proměnných můžeme přejmenovat

(∀xP (x)) ⇒ (∃xQ(x)) ∃x∃y(P (x) ⇒ Q(y)) a pak použ́ıt předchoźı pravidla)

3. Převed’te do prenexńıho tvaru

(a) Pokud zazńı požárńı alarm, muśıme všichni opustit budovu.

(b) Pokud s t́ım někdo souhlaśı, bude na př́ı̌st́ım semináři zase ṕısemka.

(c) Bude-li každý z nás z křemene, je celý národ z kvádr̊u.

(d) (∀x ∈ R)(x ≥ 0 ⇒ x ≥ (−x)) ⇒ ¬((∃x ∈ R)(x < 0 ∧ x > (−x)))

(e) (∃x ∈ R)((∀y ∈ R)(y < x ⇒ y2 < x) ⇒ (∃z ∈ R)(x < z ⇒ z2 < x))

(f) ((∃x)(x ∈ A ∧ (∀y)(y ∈ A ⇒ x ≥ y))) ⇒ ((∃x)(x ∈ A ∧ (∀ε)(ε > 0 ∧ (x + ε) /∈ A)))

(g) Pokud existuje liché prvoč́ıslo, pak pro žádné x ∈ N neexistuje y ∈ N takové, že y > x.


