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1 Pravdépodobnost — tivod

Jak si pfi ¢teni asi brzy vSimnete, jedna se o pracovni verzi s mnohymi pfeklepy
a nedodélky, snad bude i tak uzitecna ke studiu. Pokud objevite néjaky preklep
mal@iuuk.mff.cuni.cz. Zatim chyby objevili Jan Addmek, Tomés Bod'a, Simon
Dvoidk, Dominik Farhan (ten i poradil zjednoduseni dikazu Véty 85), Jakub
Kubik, Matej Lieskovsky, Jan Mitka, David Nguyen, Pavol Rajczy, Milan Ve-
sely, Pavel Valtr, Krystof Visnak a Katefina Vokédlova. Dékuji!

Aplikace na rozehrati Drive nez zactneme s budovanim pravdépodobnosti
od zacatku, ukazme si jednu rychlou aplikaci.

Priklad 1. Ddny dva polynomy f, g stupné d. Chceme zjistit, zda jsou stejné,
a to co nejrychleji. Polynom f je ddn svymi koeficienty, tj. f(x) = Z?:o a;x",
polynom g lze psdt jako gy - go a mdme zaddny koeficienty polynomi g1 a gs.

Zjevné Teseni je najit koeficienty polynomu ¢ a pak srovnat, prot =0,...,d,
jestli koeficient v g u 2% je roven a;. To je ale dost pomalé: O(d?) pokud budeme
ndsobit piimocaie, nebo O(dlogd) pokud pouzijeme pro nésobeni polynomu
DFT. Ukézeme si, jak ovéfeni provést v ¢ase O(d), pokud ndm nevad{ mald
pravdépodobnost chyby.

Zvolime parametr k, jako malé ptirozené ¢islo. Vybereme ndhodné a nezéavisle
(tj. opakované volame funkci random.randint() nebo jeji ekvivalent) ¢isla z1, ...,z
zmnoziny S = {1,2,...,10d}. Pro kazdé z nich ovéfime, zda f(z;) = g1(x;)g2(z;).
(To 1ze jisté udélat v linedrnim ¢ase.) Pokud pro néjaké ¢ rovnost neplati, tak
vime jisté, ze f # g. Pokud rovnost plati pro vSechna ¢ = 1, ..., k, budeme mit
za to, ze f = g. Jaka je pravdépodobnost, ze jsme se zmylili? VSechna x; jsou
kofeny polynomu f — g. Ten md stupen nejvyse d a neni nulovy (jinak jsme
se nezmylili). Proto mé f — g nejvyse d kofenu — a vSechna ¢isla x; jsou mezi
nimi. To se pro jedno ¢ stane s pravdépodobnosti < %d = %7 pro vSechna i s
pravdépodobnost{ 1/10%.

Nalezli jsme tzv. pravdépodobnostni algoritmus: v linearnim case zjistime,
zda f = g, pticemz kladna odpovéd miize byt §patné s pravdépodobnosti 107,
Jedna se o nejjednodussi piipad Schwartz-Zippelova algoritmu. Jeho obecnd



verze funguje pro polynomy ve vice proménnych. Na tomto principu je zalozena
i jedna metoda randomizovaného testovani prvociselnosti.

Pravdépodobnost — intuice, definice Nékteré jevy neumime nebo nechceme
popsat kauzalné: hod kostkou sice popisuji fyzikalni zakony, ale pokud by bylo
mozné zmérit presné zpusob hézeni a predpovédét, které ¢islo padne, tak by to
hry s kostkami pokazilo, obdobné pti hodu Sipkou na terc.

Pocet emaili, které dostaneme za jeden den, typicky zavisi na rozhodnuti
mnoha jinych lidi. Doba béhu programu na redlném pocitaci zavisi zejména na
tom, jak chytfe je naprogramovany, ale také na tom, co délaji ostatni programy,
coz ovliviiuje naplnéni kesi, atd.

Ponechme stranou fyzikalné-filosofickou otéazku, zda néco muze byt opravdu
ndhodné, nebo zda je vesmir deterministicky. (I v takovém piipadé by byla
teorie pravdépodobnosti uziteéna pro studium slozitych systému s chaotickym
vyvojem, viz piiklady vyse.) Misto toho prejdéme k tomu, co pro pravdépodobnostn{
popis néjaké situace potfebujeme.

Elementarni jevy V prvni fadé si musime pofidit mnozinu 2. Jeji prvky
(budeme jim fikat elementdrni jevy) budou odpovidat jednotlivym vysledkim
néjakého nahodného experimentu. Slovo experiment pouziviame hodné obecné,
muze zahrnovat jedno ¢islo, které padlo na hraci kostce, nebo cely prubéh
vypoctu v pocitaci, véetné vSech stavu vSech registru a kesi, nebo i (uz bez
ndroku na konkrétni vypocet) cely stav vesmiru. Nicméné pro jeden hod kost-
kou budeme typicky pouzivat Q = [6] = {1,2,...,6} — zajimd nds jen vysledek
a ne tfeba draha letu kostky. Pro popis tii hodi kostkou bude Q = [6]3, pro
nekonecnou posloupnost hodii definujeme Q = [6] (mnozina viech zobrazeni N
do [6], neboli viechny nekonecéné poslouponosti ¢isel 1, 2, ..., 6).

Pro popis po¢tu emailu muzeme brat 2 = Ny (pokud nds opravdu zajimé
jen jedno ¢islo v jednom dni), pro dobu béhu Q = R. Pfi hézen{ sipkou na ter¢
bude € mnozina vSech bodu terce, coz muzeme popsat napf. jako jednotkovy
kruh v roviné.

Prostor jevai Déle vybereme prostor jevi (event space) F jako podmnozinu
potenén{ mnoziny £(QQ). Jev je néjakd mnozina elementdrnich jevl, ,néco, co
nastalo“, u kterého budeme chtit méfit jejich pravdépodobnost. Casto F =
Z(Q), to je mozné vzdy, kdyz Q je spocetnd a v takovém piipadé je to typickd
volba. Abychom mohli s méfenymi jevy dobie pracovat, tak je potieba, aby
tvorily systém uzavieny na bézné operace. To popisuje nésledujici definice.

Definice 2. F C Z(Q) je prostor jevi (téZ o-algebra), pokud
1.0 FaQecF,
2. Ae F=Q\AeF (mnozinu Q\ A, tj. doplnek A, znacime zkrdcené A°)

3. Al,Ag,...E.F:> UAZ‘GJ:.
=1

?



7 tieti podminky specidlné plyne uzavienost na sjednoceni koneéné mnoha
mnozin: muzeme volit Ax11 = Agio = --- = () a zjistime, ze pokud Ay, ..., Ax €
F,taki Ay U---U A, € F. Kombinaci s druhou podminkou dostavame také
uzavienost na pruniky (koneéné i nekonecné) a dopliiky.

Mnozina £(£2) spliiuje podminky této definice. Nikripta.tex méné pro Q =
R, nebo = {0, 1} pro F = Z(Q2) nedokazeme provést posledni krok popisu
nahodnych jevi, tj. definovat na F pravdépodobnost.

Axiomy pravdépodobnosti Struc¢né: co si predstavit pod pojmem pravdépodobnost?
Pro jev A € F ¢islo P(A) urcuje néco jako miru duvéry v to, Ze ,nastane jev A“,

neboli, ze vybereme néjaky elementarni jev, prvek w € , takovy, ze w € A.

Pokud zkoumdme experiment, ktery lze opakovat, tak muzeme P(A) chapat

jako dlouhodobou uspésnost, poc¢et pokusu, kdy jsme vybrali prvek A. Pro jevy,

které principidlné opakovat nelze, muzeme P(A) chépat subjektivné, pomoci
hrani¢niho kurzu, se kterym jsme jesté ochotni si na A vsadit. Vice se tim, co

P(A) vlastné znamend budeme zabyvat v ¢asti o statistice. TODO: nebo uz

tady? TODO: piikladl kostka TODO: piiklad2 ¢aj Thomas Bayes

Definice 3. P: F — [0,1] se nazgvd pravdépodobnost (probability), pokud
1. P(Q) =1, a ddle

o) o0
2. P(U Ai) = > P(4;), pro libovolnou (nekonecnou) posloupnost po dvou
i=1 i=1
disjunktnich jevi Ay, As, ... € F.

Pozorovani
e P(() = 0: staci v definici pravdépodobnosti vzit A; = @) pro vsechna i

e Druhd podminka z Definice 3 plati i pro konetné mnoho mnozin. Jsou-li
totiz Ay, ..., A, po dvou disjunktni, muzeme zvolit A,11 = Apyo = =

0a

P(J 40 = P(J A:) =D P(4i) = 3 P(4).

=1 =1

Definice 4. Pravdépodobnostni prostor (probability space) je trojice (Q, F, P)
takovd, Ze

e Q £ () je libovolnd mnoZina elementdrnich jevi,
o F C P(Q) je prostor jevi, a

o P je pravdépodobnost.



Nazvoslovi

o A je jisty jev* znamend P(A) = 1. Také se i{kd, ze A nastavd skoro jisteé
(almost surely), zkracené s.j. (a.s.).

e A je nemoznyg jev“ znamend P(A) = 0.

e Sance (odds) jevu A je O(A) = %. Napt. Sance na vyhru je 1 ku 2
znamensd, ze pravdépodobnost vyhry je 1/3; Sance, Ze na kostce padne
Sestka je 1 ku 5.

K rozmysleni 1. Znamend P(A) = 0 totéz, jako A =07

Pii vSech vypoctech i teoretickych ivahach budeme ¢asto pouzivat nésledujici
vlastnosti pravdépodobnosti.

Véta 5. V pravdépodobnostnim prostoru (0, F, P) plati pro A,B € F
1. P(A)+ P(A°) =1 (Ac=Q\ A)
2. ACB= P(B\A)=P(B)— P(A) = P(A) < P(B)
3. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
4. P(AiUAyU...) <. P(A;) (subaditivita, Booleova nerovnost)

Dukaz. 1. Plati, ze @ = A U A° a mnoziny A, A° jsou disjunktni. Proto
P(Q) = P(A) + P(A°). Dle definice je P(2) = 1, proto jsme hotovi.

2. Obdobné jako v minulé ¢dsti muzeme psdt B = AU (B\ A) a odsud plyne
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).

3. Oznatme Cy = A\B, Cy = ANB a C3 = B\ A. Podle definice mnozinovych
operaci plati AUB=C,UCyUC3, A=C;UCy a B=CyUC3. Navic
jsou mnoziny C7, Cy, Cs po dvou disjunktni. Z definice pravdépodobnosti
tedy plyne, ze P(AU B) = P(Ci) + P(Cy) + P(C3), zatimco P(A) =
P(Cy) + P(C3) a P(B) = P(Cs) + P(Cs5). Odsud jiz snadno plyne, co
potiebujeme.

4. Asi jste si uz vsimli, ze vSechny dukazy byly zalozeny na tom, Ze jsme
hledali rozklad néjaké mnoziny na sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin
— to proto, abychom mohli pouzit druhou ¢ast definice pravdépodobnosti.
I zde pouzijeme tento ,trik zdisjunktnéni“. Oznaé¢me B; = A a B; =
A;i \U,<; 4j pro i > 1. Snadno si rozmyslime, Ze

e B; C A; atedy P(B;) < P(A;) pro vSechna i
e BNBj=0proi#j
o Ui 4i=UZ, Bi



Odsud uz snadno ziskdme, co potiebujeme:

P(UAi):P(UBi): P(Bi)SZP(Ai)-
i=1 i=1 i=1 i=1

O

7 diskrétni matematiky jisté znate vzorecek podobny bodu 3 z pfedchozi
véty: |AU B| = |A| + |B| — |A N BJ. Za chvili si ukdzeme, ze se jednd o
specidlni ptripad, kdy pouzijeme takzvany klasicky pravdépodobnostni prostor.
Pravdépodobnostni variantu ma i rozsifeni na vice mnozin, Princip inkluze a
exkluze. Ten zde zminime jen bez dukazu (ten bude jako cviceni pozdéji, TODO
odkaz).

Véta 6. V pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P) plati pro As,..., A, € F

vztah
P(A U UA,) = Z((_U’f—l 3> PN Ai)>.

k=1 re(yy el

1.1 Priklady pravdépodobnostnich prostora

Klasicky: neboli koneény s uniformni pravdépodobnosti: €2 je libovolna kone¢né
mnozina, F = £(Q), P(A) = |A]/|]. (To je ten klasicky vzorec pro pravdépodobnost:
pocet dobrych moznost{ déleno poc¢tem vsech.)

Predstava:  je bedna s micky, ty v mnoziné A jsou ¢ervené. Ptame se, jakd
je pravdépodobnost, ze vytdhneme ¢erveny micek.

Diskrétni: zobecnéni predchozfho piipadu. Q@ = {wj,ws,...} je libovolnd
nejvyse spocetnd mnozina. Jsou ddna pq, pa,... € [0,1] se souttem 1.
P(A)= > pi

T:w; €A

Predstava: 2 je opét bedna s micky, ale kazdy micek méa jinou Sanci, Zze ho
vytahneme.

Varianta zdpisu: funkci p : Q — R, pro kterou plati p(w;) = p; nazveme
pravdépodobnostni funkce pro piislusny pravdépodobnostni prostor. Pak muzeme
psdt pifmocaie P(A) =), .4 p(a).

Pokud € je konetnd a p(w) = 1/|Q| pro vsechny w € , dostdvdme klasicky
pravdépodobnostni prostor.

Geometricky: ,Hezkd“ Q C R? prod > 1. Necht V;(A) oznacuje d-rozmérny
objem mnoziny A a F obsahuje podmnoziny €2, které maji tento objem defino-
vany. Definujeme P(A) = V4(A)/Va(Q).

Predstava pro d = 2:  je ter¢, do kterého stiilime hodné zdalky, takze
vSechny c¢asti zasahujeme stejné ¢asto. Pravdépodobnost, Ze néjakou mnozinu
zasdhneme je pifmo dmérnd jeji velikosti: objemu ¢i obsahu (podle dimenze).



Spojity: Kombinace diskrétniho a geometrického. Opét mame ,hezkou“ Q C
R pro d > 1, navic (taky hezkou) funkei f : Q — [0, 00), kterd spliuje [, f = 1.
Definujeme P(A) = [, f.

Predstava pro d = 2: Q je ter¢, do kterého stiili kompetentni stielec, takze
se Castéji trefuje do stiedu. Funkce f popisuje, jak silny vliv to ma.

Pokud f(z) =1/Vols(2), dostdvame geometricky prostor jako vyse.

Bernoulliho krychle — nekoneéné posloupnosti Zadny z vyse uvedenych
pifkladii nezahrnuje prostor nekone¢nych posloupnosti: Q = [6]" (nekoneéné
dlouhé hézeni kostkou), nebo pro informatiku piirozengjsi Q = {0, 1} (ne-
konecné hazeni minci, tj. neomezeny zdroj ndhodnych bitu. Ukdzeme si obecné,
jak pracovat s prostorem = SN, kde S je diskrétni postor s pravdépodobnosti
Q.

Ani zde nemuzeme volit F = P(Q) a definovat pravdépodobnost spliujici
axiomy vySe. Co ndm typicky staci je, aby pro mnoziny A = Ay x -+ x Ag X
S xS x--- byla definovana jejich pravdépodobnost a platilo

P(A) = Q(A1) - Q(Ay).

Intuice: jednotlivé souradnice jsou nezavislé, muzeme klést pozadavky na konec¢né
mnoho z nich.

Dobra zprava je, ze toto je mozné: muzeme do mnoziny F déat vSechny
mnoziny tvaru Ay X -+ X A x § X S x -+ (a jejich dopliky a disjunktn{
sjednoceni), formulku pro P lze na viechny tyhle dopliiky a disjunktni sjednocen{
rozsitit.

1.2 Nepriklady

Nahodné piirozené ¢islo muzeme vybrat mnoha zpusoby. V predndsce pozname
geometrické a Poissonovo rozdéleni. Nemuzeme ale pozadovat, aby vSechna
piirozend ¢isla méla stejnou pravdépodobnost. (Pro¢?) Néhodné prirozené
¢islo je sudé s pravdépodobnosti 1/2.“ To zni vérohodné, ale nem4 jasny smysl.
(A pro vétsinu voleb pravdépodobnosti na pfirozenych ¢éislech to neni pravda.)

Nahodné realné ¢islo Opét neni zadny preferovany zptsob, jak definovat
pravdépodobnost pro 2 = R. Typicky bude kazdé realné ¢islo mit pravdépodobnost 0!
Navic nejde definovat pravdépodobnost tak, aby nezdlezela na posunu, tj. P([0,1]) =
P([1,2])=...

Nahodna tétiva kruznice — Bertrandiv paradox Vybereme nahodnou
tétivu zadané kruznice. Jakd je pravdépodobnost, ze jeji délka je vétsi, nez strana
vepsaného rovnostranného trojuhelniku? To je zndma tloha, jejiz paradoxnost je
v tom, Ze neni dobfe zadand: vybrat nahodnou tétivu je mozno nékolika zpusoby
a pro kazdy vyjde pravdépodobnost jinak.



2 Podminéna pravdépodobnost

Zatim jsme zavedli jakysi jazyk pro mluveni o ndhodnych jevech, ale neni jasné,
jestli o nich mtzeme Fict néco pozoruhodného. Zajimavé to zaéne byt az nyni,
kdy za¢neme mluvit o podminovani.

Definice 7. Pokud A, B € F a P(B) > 0, pak definujeme podminénou pravdépodobnost
A pii B (probability of A given B) jako

P(AN B)
P(B)

Q

A ()
K rozmysleni 2. Rozmyslete si, jaké jsou podminéné pravdépodobnosti P(A; |
B) a P(B| A;) proi=1,2,3 na obrdzku.

P(A|B) =

Véta 8. V pravdépodobnostnim prostoru (Q, F, P) pro pevné B € F definujme
Q(A) .= P(A | B) pro véechna A € F. Pak (Q,F,Q) je pravdépodobnostni

prostor.

Snadny dukaz vynechavame. Dulezité ale je si uvédomit, co véta znamen4:
podminovani néjakym jevem znamend, ze pracujeme v novém pravdépodobnostnim
prostoru. V ném chceme, aby pravdépodobnost B byla 1, musime tedy vSechny
pravdépodobnosti ,preskalovat® — vydélit P(B).

TODO: co to udéla s klasickym a s diskrétnim prostorem, co s geometrickym

Zietézené podminovani PiepiSeme si definici podminéné pravdépodobnosti,
P(AN B) = P(B)P(A | B). Toto je tvar, ktery je ¢asto ten uzitetny. Pro ilu-
straci, budiz Ay jev ,prvni karta v balicku je srdcovda“ a As jev ,druhd karta
v balicku je srdcova® (oboji pro bézny balicek 32 karet). Jisté je P(A;) = 8/32
(osm srdcovych karet z celkem 32). Na P(As | A1) se podivame jako na vypocet
v novém pravdépodobnostnim prostoru, v tom, kde mame uz jen 31 karet a
mezi nimi jen 7 srdcovych. Tudiz P(As | A;) = 7/31. Podle vzorce vyse je
P(A1NAg) = 2.

** TODO: 1épe

Zobecnéni tohoto principu pro vice mnozin udava nésledujici véta.



Véta 9. Pokud Ay,...,A, € F a P(A1N---NA,) >0, tak

P(AiNnAsn---NA,) =

‘P(AI)P(AQ|4A1)P(A3|<A1rWA2)..LP(An|7F1440

Dukaz. Pokud P(A1N---NA,) > 0, tak i pro vSechna k mdme P(A1N---NAg) >
0 a tedy jsou vSechny podminéné pravdépodobnosti definované. Mame tedy na
pravé strané vyraz

P(AlﬂAQ)P(AlﬂAgﬂAg) P(AlﬂﬂAn)

”m)pmg P(ANAy) PAN--NA,)

Snadno si vSimneme, Ze v tomto vyrazu se vétsina clent zkrati, zbyde jen P(A1N
AsN---NA,), kterd ndm zbyt ma. (Formdlné piesny diukaz pomoci matematické
indukce si ¢tendf doplni v piipadé zdjmu sam.) O

Vsimnéme si toho, ze v této vété je na levé strané symetricky vyraz — pokud
sefadime mnoziny A1, ..., A, v jiném poradi, tak se formule nezméni. Na pravé
strané dostaneme tedy pro v8ech n! poradi stejny vysledek, ale pokazdé ziskany
jinym vypoctem. Mame tedy n! vét za cenu jedné — muzeme si vybrat takové
poradi, které nam vypocet ulehdi.

K rozmysleni 3. O jevech A, B vime, Ze plati A = B, tedy pokud nastane A,
tak nastane i B. Rozmyslete si, kterd z ndsledujicich tvrzeni nutné plati také:

1. ACB
2. BCA

3. P(A|B) =1
4. P(B|A)=1

Rozbor vSech moznosti — véta o celkové pravdépodobnosti Piipomenme
definici, kterou jste nejspis potkali diive, napt. v diskrétni matematice.

Definice 10. Spocetny systém mnoZin By, Ba, ... € F je rozklad (partition) €2,
pokud

e BNBj=0proi#ja

Pokud rozklad vhodné zvolime, tak pomoci néj rozdélime mnozinu elementarnich
jevu do skupin, které budeme moci lépe zvladnout — udélame jakysi rozbor vsech
moznosti. V kombinatorice bychom timto zptusobem pocitali velikost néjaké
mnoziny A tak, Ze bychom spoéitali velikosti prunika A N B;. Nésledujici véta
dévé analogii pro vypocet P(A).



Véta 11 (Véta o celkové pravdépodobnosti). Pokud (2, F, P) je pravdépodobnostni
prostor, By, Bs, ... je rozklad Q a A € F, tak

P(A) = Z P(B;)P(A| B;)

(s¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

Dukaz. Protoze mnoziny Bi, Bs, ... tvoii rozklad, muzeme A napsat jako dis-
junktni sjednoceni
A=(ANB))U(ANBy)U...

Podle definice pravdépodobnosti odsud méame
P(A)=> P(ANB)
i

Scitance pro které je P(B;) > 0 muzeme piepsat jako P(B;)P(A | B;) (definice
podminéné pravdépodobnosti). Pokud pro néjaké i je P(B;) = 0, tak je také
P(ANB;) =0 a je tedy spravné, ze takovy ¢len povazujeme za nulu. O

Aplikace 1 — TODO

Aplikace — Gambler’s ruin — zbankrotovani hazardniho hrace. Dano

n € N. Mame a korun, 0 < a < n. Opakované hrajeme hru o 1 K¢ se stejnou
pravdépodobnosti vyhry i prohry. Pokra¢ujeme dokud nezbankrotujeme (nic
ndm nezbude), nebo nevyhrajeme (budeme mit n korun). Jaka je pravdépodobnost,
ze vyhrajeme?

Ozna¢me tuto pravdépodobnost jako p(a). Jisté je p(0) =0 a p(n) = 1. Co
pro ostatni hodnoty a? Oznacime V jev ,vyhrajeme“ a PV je ,poprvé vyhra-
jeme®. Podle pravidel je P(PV) = 1/2. Podle véty o celkové pravdépodobnosti
je

P(V) = P(PV)P(V | PV) + P(PV®)P(V | PV°).

Vsimneme si toho, ze P(V | PV) je vlastné p(a + 1) — jedna se o stejnou hru,
ale za¢indme z vyhodnéjsi pozice. Naopak P(V | PV¢) je p(a—1). Celkové tedy
ziskavame vztah

pla) = 3p(a+1) + 5p(a —1).

Spolu s ,okrajovymi podminkami* pro a € {0,n} jsme nasli n 4+ 1 rovnic pro
n + 1 nezndmych. Pokud rovnici pro a € {1,...,n — 1} upravime, dostaneme

p(a) —pla—1) = pla+1) —p(a).

Odsud jiz snadno ziskdme, ze kazdy z téchto rozdilu je roven 1/n a tedy p(a) =
a/n.



Bayesova véta

Véta 12. Pokud B1,Bs, ... je rozklad Q, A€ F a P(A),P(B;) >0, tak

_ P(Bj)P(A| By)
P(B; | A) = >, P(B)P(A| B)

(s¢itance s P(B;) = 0 povazujeme za 0).

Diikaz. Podle definice podminéné pravdépodobnosti je P(B; | A) = % =
%' Ve jmenovateli nyni vyjadiime P(A) podle véty o celkové pravdépodobnosti.
O

U této véty je ale mozna slozitéjsi nez dukaz pochopeni vyznamu. Predstavme
se, ze modelujeme svét (nebo spis néjakou jeho malou ¢dst) a mnoziny B; popi-
suji néjaké vzajemné se vylucujici stavy, které ale nemuzeme piimo pozorovat.
Vime ale, jaké maji pravdépodobnosti a jaky maji vliv na pravdépodobnost
jevu A (neboli zndme viechny podminéné pravdépodobnosti P(A | B;)). Jak se
zméni nase pravdépodobnosti ruznych stavu svéta, pokud pozorujeme jev A?
To je presné to, co ndm Bayesova véta fikd. Ukazme si to na piikladu:

TODO

Nezavislost jeva

Definice 13. Jevy A, B € F jsou nezévislé (independent), pokud P(AN B) =
P(A)P(B). Znacime A L B.

Pokud P(B) > 0, muzeme podminku vyjadfit ekvivalentné jako P(A | B) =
P(A) — pokud vime, Ze nastavd B, tak to pravdépodobnost A neovlivni.

K rozmysleni 4. Hodime dvakrat minci. Oznaéme A jev ,poprvé padla panna®,
B jev ,podruhé padla panna“ a C jev ,pii kaZdém ze dvou hodu padlo néco
jiného.“ Rozhodnéte, které ze tii dvojic uvaZovanijch jevi jsou nezdvislé.

Pojem nezavislosti nyni zobecnime na piipad vice jevu (pfipadné i nekoneéné
mnoha).

Definice 14. Bud’ I libovolnd mnozina indexi. Jevy {A; : i € I} jsou (vzdjemné)
nezavislé, pokud pro kaZdou konecnou mnoZinu J C I

P(() 4y =[] PA).

jeJ jeJ

Pokud podminka plati jen pro dvouprvkové mnoZiny J, nazgvdme jevy {A; : i €
I} po dvou nezavislé (pairwise independent).
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3 Diskrétni nahodné veliciny
Casto nés zajima ¢islo dané vysledkem ndhodného pokusu.

e Hodime na ter¢ a zmétime vzdalenost od stfedu.
Nahodny experiment je popsdn mistem dopadu (elementarn{ jevy jsou
body kruhu), ale nds zajimé jen ta vzdélenost.

e Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka, ale pak si vS§imneme jenom toho,
kolik hodu to trvalo.
Tady elementarni jevy obsahuji popis toho, co padlo, ale pak se ptame jen
na pocet hodu.

e U quicksortu (algoritmus na tiidén{) méfime pocet kroku (v zdvislosti na
ndhodnych volbach pivoti).

Prvni piiklad nechdme na pozdgji, ty dalsi dva zobecnime nédsledujicim zpusobem.

Definice 15. Méjme pravdépodobnostni prostor (Q, F, P). Funkci X : Q — R
nazveme diskrétni ndhodnd veli¢ina (discrete random variable), pokud Im(X)
(obor hodnot X ) je spocetnd mnozina a pokud pro viechna redlnd x plati

{lweQ: X(w) =z} € F.

MnozZina na ptredchoz{ fddce lze zapsat i jinak, napi. jako X ~1(z). Nejcast&ji
ji ale budeme zapisovat stru¢né a prehledné jako {X = x}. Tak jako v této
definici budeme i nadéle nahodné veli¢iny znacit velkymi pismeny, zatimco jejich
mozné hodnoty obvykle odpovidajicimi malymi pismeny.

Predstava nahodné veliciny:  je zase bedna s micky, na kazdém z nich je
ted napsané néjaké redlné &islo.

S diskrétni nahodnou veli¢inou mame pfirozené urc¢eny i novy pravdépodobnostni
prostor: zapomeneme na to, jaky elementarni jev nastal a budeme sledovat jen
hodnotu funkce X. Neboli, misto w € © budou ted elementarni jevy hodnoty
X (w) € Im(X) C R. Tento prostor, resp. na ném definovanou pravdépodobnost
se nazyva rozdéleni ndhodné wveliciny X, protoze nam opravdu popisuje, jak
jsou rozdélené hodnoty X — uz ale bez vztahu k puvodnimu prostoru 2. Pro
popis tohoto prostoru budeme pouzivat tzv. pravdépodobnostni funkci, ktera
nam popisuje pravdépodobnosti jednotlivych bodu.

Definice 16. Pravdépodobnostni funkce (probability mass function, pmf) diskrétni
ndhodné veli¢iny X je funkce px : R — [0,1] takovd, Ze

px(z) = P{X = z})

Pravdépodobnost v predchozi definici budeme nadéle stru¢né znacit jen
P(X =ux).

Pozorovani 17. ZwEIm(X)pX () =1
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Pro diukaz sta¢i napsat mnozinu 2 jako disjunktn{ sjednoceni mnozin {X =
x} pro véechna x € Im(X) (je jich jen spo¢etné mnoho!).

Pozorovani 18. Pro S = {s; : i € I} spocetnou mnoZinu redlnijch cisel a
ci € [0,1] spliugici ) ;.;c; = 1 existuje pravdépodobnostni prostor a diskrétni
n.v. X na ném takovd, Ze px(s;) =¢; proi € I.

Muzeme napiiklad vybrat piimo diskrétni pravdépodobnostni prostor, kde
Q) = S a pravdépodobnost bodu s; je ¢;. Pak muzeme vzit X jako identitu.

3.1 Priiklady diskrétnich rozdéleni

Bernoulliho/alternativni rozdéleni Typicky piiklad: X = pocet Sestek
pii jednom hodu kostkou. To, ze X mé& Bernoulliho rozdéleni s parametrem
p € [0,1] zna¢ime X ~ Ber(p) (nékdy X ~ Alt(p)). A jakd je piislusnd
pravdépodobnostni funkce?

e px(1)=p
e px(0)=1-p
e px(z)=0proz #0,1

MuZeme ovérit Pozorovan{ 17, neboli p + (1 — p) = 1.

Pro libovolny jev A € F definujeme indikdtorovou n.v. 14 jako pravdivostni
hodnotu toho, ze jev A nastal: [4(w) =1 prow € A a I4(w) = 0 jinak. Urcite
plati T4 ~ Bern(P(A)). Pro mnoho dvah se ndm budou takovéto ndhodné
veli¢iny hodit.

Geometrické rozdéleni Tady bude typicky piitklad X = kolikatym hodem
kostkou padla prvni Sestka (predpokldddme, Zze hody jsou nezévislé a hézime
stale stejnou kostkou).

Znacime X ~ Geom(p) (p bude znacit ,pravdépodobnost Sestky*, neboli
uspéchu, na ktery ¢ekdme). Z nezavislosti jednotlivych pokusu odvodime

px(k)=1-p*'p  prok=1.2,....
A jisté je px (k) = 0 jinak.

Ovérime identitu z Pozorovani 17 (tim bychom mohli objevit chybu ve vzorci
pro px). Podle vzorce pro soucet geometrické fady plati

= 4. a-p° p_
e .

Varovani Nékdy se tomuto rozdéleni iikd posunuté geometrické, a za normélni
geometrické se povazuje rozdéleni X — 1, tj. pocet neispésnych hodu.
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Binomické rozdéleni Zde bude typicky piiklad X = pocet Sestek pii n ho-
dech kostkou. Obecnéji, pocet tspéchu pii n nezavislych pokusech, z nichz kazdy
ma& pravdépodobnost tspéchu p.

Zna¢ime X ~ Bin(n,p), kde n € N a p € [0,1]. Pifmocard kombinatorika
nam dava

px (k) = (Z)pk(lp)"k pro k € {0,1,...,n}

a jisté je px (k) = 0 jinak.
Pro kontrolu opét ovérime identitu z Pozorovani 17: dle binomické véty plati

n

> <Z>p’“(1 -p)" "=+ (1-p)"

k=0

Pro ilustraci se podivejme na grafy této funkce. Ten pro p = 1/2 ¢tendr
dobie znd ze studia binomickych ¢isel, protoze ppin(n,1/2)(k) = (2)2’”.
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Vygenerovano nasledujicim kédem v R
x40 <— seq(0, 40, by = 1)
plot (x40 ,dbinom (x40, 40, 0.1
plot (x40 ,dbinom (x40, 40, 0.5))
plot (x40 ,dbinom (x40, 40, 0.9))

Priklad 19. V bedné je N micku, z nich je K cervengch. Opakované vytihneme
micek (kazdy se stejnou pravdépodobnosti), podivime se, zda je cerveny, a hodime
ho zpét. Oznaéme X pocet éervengjch micku po n opakovdnich. Jakd je distribuce
ndhodné veliciny X ¢

Pravdépodobnost tispéchu pii jednom tahu je K/N, je tedy X ~ Bin(n, K/N).

Hypergeometrické rozdéleni

Priklad 20. V bedné je N micku, z nich je K cervenyjch. Oznac¢me X pocet
cervenych micku z n taZengch micku, kde vytazené micky nevracime. Jakd je
distribuce ndahodné veliciny X ¢
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Jednd se o takzvané hypergeometrické rozdéleni, piseme X ~ Hyper(N, K, n).
Jeho pravdépodobnostni funkce je

K\ (N-K
() Gioi)
(m)
n
Zduvodnéni je snadné: je potieba vybrat mnozinu k ¢ervenych micka a n — k
necervenych. Pokud n <« N, tak je snadné uvérit (i oveéfit), ze vzorec pro px

je priblizné stejny jako pro rozdéleni binomické (je jedno, zda micky vracime,
pokud jich celkem vytdhneme maélo).

px (k) = pro 0 < k < n.

Poissonovo rozdéleni Toto rozdéleni popisuje napiiklad pocet dorucenych
emaili, dotazii na web server, atd. Zdivodnéni ale neni tak pifmocaré jako
v predchozich ptfipadech. Popisme toto rozdéleni napied abstraktné. Znacime
X ~ Pois(X), pro redlné A > 0. Pro k € Ny polozime

DL
pX<k) = Ee Aa
pro jind k je px(k) = 0. Abychom ovéfili, ze se jednd o pravdépodobnostni
funkei, potfebujeme ovéfit, ze >, px (k) = 1. To plyne pifmo z Taylorova

. (e z k
rozvoje exponencidlni funkce, e* = Y77 /2.
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x40
Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x40 <— seq(0,40,by=1)
plot (x40, dpois(x40,4))

Pozorovani 21. Pois(\) je limitou Bin(n, A/n)

Diikaz. Co tim presné myslime: necht X,, ~ Bin(n,\/n) a X ~ Pois(\).
Zvolme pevné k € Ny. Pak

Jim px, (k) = px (k)
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Srovnani binomického a Poissonova rozdéleni: pravdépodobnostni funkce

neboli pro velkd n muzeme binomické rozdéleni aproximovat Poissonovym. Pro¢
to plati? Podle definice,

- ()2

:n(n—l)...(nfk+1)>\k(17é)n(l >\>—’f

k! nk

:%’:n(n—l)..ﬁlgn—k—l—l)(l_%)"(1_%)*k_

Matematickd analyza nam iika, ze (1 — \/n)" — e~*, dalsi dva ¢leny zjevné
konverguji k 1. O

Priklad 22. Oznacme X pocet emailt, které dostaneme za hodinu a X typickou
hodnotu X . Prepoklddejme, Ze nam béhem té hodiny mize email poslat libovolny
z n nasich prdtel, nezdvisle na sobé a kazdy se stejnou pravdépodobnosti. Navic
kazdy posle nejvyse jeden email. Jaké je rozdéleni X ?

Vygenerovano nasledujicim kédem v R

x = 0:40

bin = dbinom(x,40,0.1)

pois = dpois(x,4)

plot (x,bin, ylab="Bin(40,.1).vs_Pois(4)”)
points (x+.1,pois, col="red”)

Jisté se jednd o binomické rozdéleni Bin(n,p). Zanedlouho (v ¢dsti o sttedni
hodnoté) zjistime, ze musi byt np = A, neboli p = A/n. Pokud je n dost velké,
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tak s ohledem na pfredchozi pozorovéni je rozdéleni X pfiblizné o Pois(A/n).
jako binomické rozdéleni s velkym n a malou pravdépodobnosti. Tento piiklad je
ponékud umeély (predpoklad nezavislosti je hodné silny). Ale stejny zavér plati
i za slabsich predpokladu:

Poissonovo paradigma Nechf A;,..., A, jsou skoro-nezdvislé' jevy, pro
které plati P(A;) = p; a Y, p; = A. Necht n je velké, kazdé z p; malé. Pak
priblizné plati

> Ia, ~ Pois()).
=1

3.2 Stfedni hodnota

Piedstavme si X jako vysi vyhry v jednom kole néjaké hazardni hry. Necht
px(z;) = pi proi = 1,..., k. Ted tuto hru budeme hrit n-krat za sebou, a
predpokadejme, ze jednotliva kola jsou nezavisla. 2 Kolik zhruba muizeme ¢ekat,
ze ziskame? Pokud n;-krat vyhrajeme z;, tak jsme celkem ziskali Zle n;x; =
niry + - + nprr. Za jedno kolo to tedy prumérné je

k

k
1 n
n “ n
=1

i=1

Pro velkd n je podil n;/n zhruba roven p; (pravdépodobnost je dlouhodob4 frek-
vence). Muzeme tedy ocekdvat, ze prumérny zisk je >, p;x;. PTesnéji se na tuto
situaci podivdme pozdéji (zdkon velkych ¢isel), nyni nds to vede k nésledujici
obecné definici.

Definice 23. Pokud X je diskrétni n.v., tak jeji sttedni hodnota (expectation)
je oznacovdna E(X) a definovdna

z€Im(X)

pokud Fada konverguje absolutné, neboli pokud 3, cr,,(x) |z| - P(X = z) < cc.
Lidsky: nechceme dostat vijraz oo — co. TODO: ale oo lze povolit!!!

Pokud by suma v definici E(X) obsahovala vyraz typu 1 —1+1—1+ .-,
tak E(X) nedefinujeme: Ruznym uzdvorkovanim tohoto vyrazu muzeme dostat
souc¢et 0, 1, nebo (pokud povolime i zménu poradi) i jakékoli jiné celé éislo.

Vsimnéme si, ze zde podstatné pouzivame toho, ze X je diskrétni — jinak
bychom nemohli séitat pro véechna z € Im(X).

Ipiesnou definici zde ddvat nebudeme

2Formélné bychom méli mluvit o posloupnosti n nezévislych ndhodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim. Ale k tomu ndm jesté chybi nézvoslovi, proto zatim zustaneme u intuitivniho
pohledu.
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Za povsimnuti stoji i podobnost se vzorcem pro vypocet tézisté. Pokud mame
na ty¢i k hmotnych bodt, kde i-ty z nich ma hmotnost m; a soufadnici — polohu
na ty¢i x;, tak jejich tézisté ma soutradnici ZZ 1T
Pozorovani 24. Pokud je X diskrétni nahodnd veli¢ina na diskrétnim pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P) a E(X) je definovdna, tak plati

=Y X@P({w}).

weN

Vyznam: muzeme pocitat prumeér pies viechny mozné vysledky pokusu (po-
kud pocet vysledku je spocetny). Tento vzorec je velmi piirozeny, ale nelze
pouzit, kdyz je mnozina 2 moc velka. Nebo sdruzime dohromady vsechny vysledky,
které daji stejnou hodnotu X, tim dostaneme definici E(X) a obecnéjsi vzorec.
Toto 1ze zapsat i formélné a ziskat dikaz tohoto pozorovani:

Dikaz. Upravujme vyraz na pravé strané jak bylo popsano vyse:

Y XwWP{wh= > > XwP{w}

weN ze€Im(X)weX—1(x)

- Y (= Z P({w}))

zelm(X) weX~

- Y (= P(X— <x>>)

zeIm(X)

A to je jiz definice E(X), kde P(X~!(z)) je samoziejmé totéz jako P(X =
x). O

Pravidlo naivniho statistika PNS Casto budeme uvazovat néjakou funkei
ndhodné veli¢iny — pragmaticky vzato, vystup funkce random.randint() (nebo
néjaké podobné) posleme na vstup jiné funkci. Nebo hodime ,zobecnénou kost-
kou“ a vysledek upravime néjakou funkci. Formalizovat to budeme pomoci
skladani funkei:

Pozorovani 25. Pro redlnou funkci g a diskrétni nov. X je Y = g(X) také
diskrétni n.v.

Dikaz. Zépisem g(X ) myslime ndhodnou veli¢inu, kterd pti vysledku ndhodného
experimentu w € Q fekne g(X(w)), neboli Y je slozend funkce g o X. Pocet
hodnot, kterych Y nabyva je jisté nejvyse takovy, jako pro X, tedy spocetny.
Zbyvé ovéiit podminku, ze Y1 (y) = {w € Q: g(X(w)) = y} € F pro viechna
y € Im(y). Tato mnozina je rovna

U X (). (1)

zelm(X):g(z)=y
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(Omezeni naz € I'm(X) mizeme udélat, protoze jinak by X ~*(z) byla prazdna.)
Zde musime dét pozor: sice kazd4d mnozina X ~!(z) je v F, ale madme povoleno
sjednocovat jen spocetné mnoho mnozin. Nastést{ dle predpokladu je I'm(X)
spocetnd mnozina. O

Véta 26 (Pravidlo naivniho statistika). Pokud X je diskrétni n.v. a g redlnd
funkce, tak

zelm(X)

pokud soucet md smysl (presnéji, pokud rada konverguje absolutné).

(Smysl ndzvu véty (v angl. origindle Law of the unconscious statistician) je,
ze na prvni pohled se mnoho lidi domnivé, ze neni co dokazovat, ze se jedné o
definici.)

Diikaz. Pisme opét Y = g(X). Podle definice je E(Y) = }_, 7., yP(Y =y).
Pro mnozinu {Y = y} = Y ~!(y) pouzijeme opét rovnici (1) a pouzijeme druhy
axiom pravdépodobnosti:

Py 1 = > P(X~Y(z))  neboli

zeIm(X),g9(z)=y

P(Y =y)= > P(X = 1)

zeIm(X),g9(z)=y
Zbytek je uz snadné dosazeni do vzorce. O
Véta 27 (Vlastnosti E). Nechf X,Y jsou diskrétni n.v. a a,b € R.

1. Pokud P(X > 0) = 1, tak také E(X) > 0. Pokud navic E(X) = 0, tak
P(X=0)=1.

2. Pokud E(X) > 0 tak P(X > 0) > 0.
3. E(a-X+b)=a-E(X)+b.
4. E(X+Y)=E(X)+E(®Y).

Vlastnosti 3 a 4 se nazyvaji linearita st¥edni hodnoty. Ctenar jisté snadno
nahlédne, ze z vlastnosti 4 plyne, Ze i stfedni hodnota sou¢tu n proménnych je
rovna souctu stfednich hodnot.

Dukaz. 1. Podle definice je

zelm(X)

Podle predpokladt jsou v této sumé vSechny ¢leny nezéporné (pokud je z < 0,
tak P(X = x) = 0), tedy je celd suma nezdpornd. Pokud je soucet nezdpornych
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¢lenu nula, tak musi byt vSechny nulové. To ale znamend, ze pro x > 0 je taky
P(X =1)=0.

2. Znovu vyjdeme piimo z definice. Kdyby neplatil zavér, tak pro vSechna
x>0 je P(X =z) =0, a tedy vSechny nenulové ¢leny v sumé jsou zaporné.

3. Pouzijeme Vétu 26 pro funkci g(x) = az + b. Podle ni je

E(aX +b) =E(g(X))= Y  (az+b)P(X =x)

zeIm(X)

=a Y aP(X=z)+b » P(X=ux)
zeIm(X) zeIm(X)

=a-EX)+0b-1

4. Zatim jen pro pripad diskrétniho prostoru. Tam je vSe pruzra¢né jasné,
kdyz pouzijeme Pozorovani 24:

E(X+Y)=> (X(w)+Y(w)P({w})

weN

=Y XwP{w}) + > Y(w)P{w})
weN wenN

— E(X) + E(Y)

O

Piiklad 28. Hodime kostkou a pri Sestce hodime podruhé (potreti uz ne). Cislo,
které padlo (nebo soucet dvou ¢isel) budiZ ndhodnd velicina X. Pak zkusime
totéz, ale hdzime znovu pri jednicce — prislusnou ndhodnou veli¢inu oznacime Y .
Rozhodnéte, zda je vétsi E(X) nebo B(Y'), pripadné zda jsou stejné.

Ozna¢me K &slo, které padlo na prvni kostce. Cislo, které padlo na druhé
kostce ozna¢ime Ko, ale jen, pokud se pocitd (tj. pokud K7 = 6), jinak bude
K5 = 0. Pii takovém znaceni je X = K; + Ky a podle Véty 27 je E(X) =
E(K1) + E(K3). Podle definice je E(K;) = (1 + -+ 6)/6 = 3.5. Opét podle
definice je E(K3) = 0- P(Ky = 0) + 1- P(Ky = 1) + -+ + 6 - P(Ky = 6).
Piitom P(K,; = 0) = P(K; #6) =5/6 a P(Ky = k) =1/6>prok=1,...,6
(musi byt K; = 6 a na druhé kostce padnout spravné ¢islo). Odsud E(K3) =
(14 +6)/6=7/12 a tedy E(X) = 7/2 + 7/12 = 4.08.

Pro vypocet E(Y) musime K5 nahradit proménnou K) — bude definovana
obdobné, jenom podminku K; = 6 nahradime K; = 1. Kdyz se podivame na
predchozi odstavec, tak zjistime, ze rozdéleni K je stejné jako Ky — jednd se o
jiné ndhodné veli¢iny, ale pro kazdé k je P(Ks = k) = P(K} = k). Maji tedy i
stejnou sttedni hodnotu. Proto bez dalsfho poé¢itani je E(X) =E(Y), pro 63 %
ucastnikt prednasky necekany vysledek!

Podminéna stfedni hodnota Je to vlastné stfedni hodnota ndhodné veli¢iny
zredukované na mensi pravdépodobnostni prostor.
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Definice 29. Pokud X je diskrétni n.v. a P(B) > 0, tak podminénd stfedni
hodnota X za predpokladu B (conditional expectation of X given B) je

E(X|B)= Y z-P(X=z]|B),
zelm(X)

pokud soucet md smysl.

Véta 30 (Véta o celkové stiedni hodnoté). Pokud By, Ba,... je rozklad Q a X
diskrétni ndhodnd velicina. Pak plati

E(X) = Y P(B)-E(X | By).

kdykoliv md soucet smysl. (Séitance s P(B;) = 0 povaZujeme za 0.)

Diikaz. Vyjdeme z definice E(X), pouzijeme Vétu 11 a nakonec prohodime
poradi s¢itani:

E(X)= Y a P(X=nz)

zeIm(X)
= Y =z PB)-P(X=z|B)
zelIm(X) %
=Y P(B) > ax-P(X=z|B)
7 zelm(X)

= ZP(Bi)]E(X | Bi)

O

Piiklad 31. Nechf X je pocet hodii, které musime hodit, neZ ndm padne Sestka
(véetné toho posledniho). Uréete E(X).

Oznatme PS jev, ze padla Sestka hned prvnim hodem. Pouzijeme Vétu 30
pro By = PS a By = PS¢ Urcité je E(X | PS) =1, protoze P(X =1| PS) =
1. Déle E(X | PS¢) =1+ E(X) — po prvnim netispéchu jsme ve stejné situaci,
jako na zacdtku, ale mdme o jeden hod navic. (Formdlné bychom mohli psét
P(X =1+4k|PS°) = P(X =k).) Odsud pomoci véty

E(X) = P(PS)E(X | PS) + P(PS°)E(X | PS°)

E(X) = ~1+%(1+]E(X))

= oo

odsud jiz E(X) = 6.
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Alternativni postup: vime, ze X ~ Geom(1/6) a stfedn{ hodnotu geome-
trického rozdéleni jsme uz spocitali jinak, tj. nemuseli jsme pocitat nic. Také
jsme mohli naopak pouzit tento postup pro vypocet stredni hodnoty obecného
geometrického rozdéleni. TODO: poznamka o existenci stiedni hodnoty. Jenom
bychom méli pro tplnost doplnit jesté jednu véc — jakou?

Véta 32 (Alternativni formulka pro stiedni hodnotu). Nechf X je diskréini
n.v. nabjvajict jen hodnot z Ng = {0,1,2,...}. Pak plati

E(X) = i P(X > n).
n=0

Dikaz. Nejprve si rozmysleme, ze plati nésledujici vyjadieni n.v. X pomoci
indikatorovych veli¢in:
o0
X=> Ixsn.
n=0

Pokud totiz X (w) = k, tak je Ixsn(w) = 1 pfesné pron =0,1,...,k — 1, tedy
pro k hodnot. Nyni sta¢i pouzit vétu o linearité stiedni hodnoty. TODO: pro¢
plati i pro nekoneéné soucty O

Diikaz. Vyjdeme z definice E(X), misto k napiSeme soucet k jednicek a nakonec
prohodime poradi séitani:

Rozptyl

Definice 33. Rozptyl (variance) n.v. X nazveme éislo E((X — EX)?).
Znacime jej var(X). Ddle definujeme smérodatnou odchylku (standard de-

viation) ox jako /var(X).
Nékdy se také pouzivd variacéni koeficient CVy = ox /E(X) (definujeme jen
pro E(X) > 0).
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Podle ¢asti 1 Véty 27, aplikované na (X —E(X))?, je var(X) > 0 a tedy ox
je dobfe definovéano. Ze stejné ¢ésti vyplyvé i to, ze var(X) = 0 jen pro funkee,
které jsou s.j. konstantni P(X =E(X)) = 1.

Jak rozptyl tak smérodatna odchylka méfi to, jak moc X kolisa od své stedni
hodnoty. S rozptylem se 1épe pocita, nicméné smérodatna odchylka ma ,stejné
jednotky jako X“ (pokud je X v metrech, tak ox také), a to vede ¢asto k
logictéjsim vzorcum. Toto kolisani bychom mohli méfit i jinak: takzvany k-ty
centralni moment X je definovan jako E(|X — E(X)|¥). Nicméné rozptyl (pifpad
k = 2) m4 nejhezci vlastnosti, poc¢inaje néasledujici vétou.

Véta 34. Pro diskrétni nahodnou velicinu X plati
var(X) = E(X?) - E(X)? = E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)2.
Diikaz. Pro piehlednost oznacime E(X) pismenem p.
var(X) = E((X—p)?) = E(X?—2uX +p?) = E(X?)—2uE(X)+u* = E(X?)-E(X)2.

Tim jsme dokézali prvni ¢ast. Druha odsud plyne snadno diky linearité stfedni
hodnoty. O

Véta 35. Necht a, b jsou redind cisla a X diskrétni ndhodnd velicina. Pak plati
var(aX + b) = a® var(X).
Diikaz. Pouzijeme piimo definici. Napied upravime jeji ,vnitiek“. Pro Y =

aX+bjeY —EY)=(aX+b) —E(aX +b) = (aX +b) — (aE(X) + b)
a(X —E(X)). Proto je

E((Y - E(Y))?) = E(a*(X - E(X))*) = o’E((X - E(X))?).

3.3 Vlastnosti konkrétnich rozdéleni

Bernoulliho Pro X ~ Ber(p) je

EX)=0-(1—-p)+1-p=p
var(X) = E(X?) - E(X)*=p —p* =p(1 - p)

Vsimnéme si, ze X2 = X, protoze X nabyvéa jen hodnot 0, 1.

Geometrické Pro X ~ Geom(p)jeE(X)=1/pavar(X) = 1p_2p. Zdtuvodnime
si jen stfedni hodnotu, zato nékolika zpusoby:
Prvni zduvodnéni: pouzijeme Vétu 32 (a soucet geometrické rady):

E(X)=) P(X>n)=)» (1-p"= ﬁ.
n=0 n=0
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Druhé zduvodnéni: pouzijeme definici E(X) (a pak si musime poradit se
vzniklou sumou).

E(X) :;WP(X:TL) :;W(l*p)”*lp: ﬁ = %,'

Na misté par te¢ek muze byt postup analogicky dukazu Véty 32, nebo néktery
z postupi, které znite z kombinatoriky (tFeba pomoci vytvorujicich funkei).

Tieti zduvodnéni: viz Pitklad 31.

Ctvrté zduvodnéni: jen naznacime, ale z jistého pohledu se jedng o to nejvystiznéjsi
vysveétleni. Hazime kostkou tak dlouho, nez dostaneme n Sestek, ozna¢ime X cel-
kovy pocet hodi. Co o X vime? Na jednu stranu je to soucet n geometrickych
rozdéleni, takze E(X) by méla byt n-ndsobek stfedni hodnoty Geom(1/6). Na
druhou stranu, z X hodu by mélo padnout priblizné X /6 Sestek, neboli X/6 ~ n.
Symbol ~ zde nebudeme upfesiiovat — ale pokud budeme pro ted véfit, ze X
bude vétsinou blizko své stfedni hodnoté, tak by mélo platit E(X) ~ 6n, a tedy
E(Geom(1/6)) = 6. Pro porddngjsi zapis budeme potiebovat napred pochopit
nezavislost nahodnych veli¢in a také tzv. zdkony velkych cisel.

Binomické Pokud X ~ Bin(n,p) oznacuje pocet ispéchu pti n hodech kost-
kou tak pisme X = > | X;, kde X; je indikdtorovd ndhodnd veli¢ina i-tého
pokusu. Podle linearity je E(X) = Y .| E(X;) = np. Pozdéji si uvedeme vétu
pro rozptyl souctu, z néj bude plynou, ze var(X) = >""_, var(X;) = np(1 — p).
Nabizi se otdzka, zda muzeme kazdou binomickou veli¢inu napsat jako soucet
n veli¢in Bernoulliho. Odpovéd je, Ze to nepotiebujeme! Jak E(X) tak var(X)
zévisi jen na rozdéleni X, tj. na pravdépodobnostni funkci px. MuZeme si tedy
vybrat takovou veli¢inu s timto rozdélenim, o které se nam lépe uvazuje!
Alternativni postup je pouzit pfimo definici:

E(X) = ik-P(x = k)
k=0

n n B
= k(k>p’“<1p)“ *
k=0
- n—1
— n( )p . pk71(1 _p)(nfl)f(kfl)

Obdobné zjistime, ze E(X (X — 1)) = n(n — 1)p? a pouzitim Véty 34 ziskdme
opét var(X) = np(1l — p).

Hypergeometrické Pro X ~ Hyper(N, K, n)

e E(X) :n%
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o var(X) =nf(1- £)8=2

Ukézeme si dva zpusoby vypoctu E(X).

Prvnf postup: X = > ;| X;, kde X; je 1, pokud i-ty micek byl cerveny, a
0 jinak. Jisté je X3 ~ Ber(K/N) a tedy E(X;) = K/N. Ale pii pozornéjsim
pohledu zjistime, ze vSechny veliciny X1, ..., X,, maji stejné rozdéleni. (Po-
zor, to neznamend, ze by byly nezdvislé (coz uz brzy definujeme), ale jen, ze
P(X; =1) = K/N plati pro vSechna i.) Nejlepsi zpusob, jak to vidét, je kdyz si
predstavime, ze nam prvni a i-ty micek nékdo prohodi. Tim se zaméni hodnoty
X7 a X;. Ale pokud toto prohozeni nastane vzdy, tak se tim zjevné ndhodnost
procesu losovani nepokazi.

Druhy postup: X = Ejil Y;, kde Y; = 1, pokud jsme vytahli j-ty micek
(lhostejno, kolikatym tahem), a Y; = 0 jinak. Tentokrat je Y; ~ Bin(n/N):
pocet vSech moznych mnozin tazenych micku je (]Z ), pocet téch, které obsahuji
j-ty micek, je (]::11) A elementarni vypocet dava, ze (]7\{_711)/(2’) =n/N. Proto

E(Yj) = P(Y; = 1) =n/N
a linearita stfedni hodnoty opét davd E(X) = nK/N.
Poissonovo Pro X ~ Pois(}) je
e E(X)=A
o var(X) = A

Pi#imo podle definice spoc¢itame

Stejné jako u jinych rozdéleni bychom obdobné mohli spoéitat E(X (X — 1))
a pouzit Vétu 32; detaily vynechame.
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4 Nahodné vektory

Necht X a Y jsou (diskrétn{) ndhodné veli¢iny na stejném pravdépodobnostnim
prostoru (2, F, P). Budeme chtit uvazovat (X,Y") jako jeden objekt — ndhodny
vektor. Jak to udélat? Piiklad: hazime dvakrat ¢tyfsténnou kostkou, X = prvni
hod, Y = druhy hod.

Sdruzené rozdéleni

Definice 36. Pro diskrétnin.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (2, F, P)
definujeme jejich sdruzenou pravdépodobnostni funkei (joint pmf) px y : R? —
[0,1] predpisem

pxy(®,y) = PweQ: X(w) =&Y (w) = y}).

Tedy (X,Y) tvord ndhodny vektor, pokud jsou vsechny tyto pravdépodobnosti
definované, neboli pro kazdé xz,y € R plati {X =z &Y =y} € F.

e Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v. px,. . x, (z1,...,%n).
Yy
) 1 2 3 4 || px
1 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 || 1/4
2 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 || 1/4
3 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 || 1/4
4 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16 || 1/4

pY H 1/4 \ 1/4 \ 1/4 \ 1/4 H 1 ‘

YN 1| 2] 3 | 4 | px

/4] 0 ] 0 ] 0 [[1/4

174 0 | 0 | 1/4
0 | 0 |[1/4] 0 |[1/4
0 | 0 | 0 |1/4a]1/4

(py [[1/a]1/a]1/a]1/4] 1 ]

=W N =8
(@)

Margindlni rozdéleni Mdme-li ddno px v, jak zjistit rozdéleni jednotlivych
slozek, tj. px a py. Jde to vitbec jednozna¢né urcit — a jde naopak urcit px y z
px apy”?

Véta 37. Necht X, Y jsou diskrétni n.v. Pak

px(z) =P(X =1z) = Z PX=z&Y =y)= Z px.y(z,y)

yeIm(Y) yeIm(Y)
py(y) =P =y) = Z PX=z&Y =y)= Z pxy(z,y)
zelm(X) z€Im(X)
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Diikaz. Jev {X = x} je disjunktn{ sjednoceni jeva {X = z&Y = y}, takze
formule na prvnim radku plyne pifimo z definice pravdépodobnosti. Druhy radek
analogicky. U

K rozmysleni 5. Jak by vypadala analogie pro vektory z vice sloZkami? Napft. jak
zjistit px 2 px,y,z?

Nezavislost nahodnych veli¢in

Definice 38. Diskrétni n.v. X, Y jsou nezdvislé (independent) pokud pro kazdé
x,y € R jsou jevy {X =z} a {Y =y} nezdvislé. To nastane, prdvé kdyz

P(X=2,Y=y)=PX=x)P(Y =y).

K rozmysleni 6. Pro nezdvislé n.v. plati opak Véty 37: z funkci px a py
miZeme uréit pxy .

Funkce ndhodného vektoru Mame-li ddno px,y, méli bychom byt schopni
uréit pravdépodobnosti viech jevii, které zdvisi jen na hodnotéch X a Y. Necht
g je néjakd funkce dvou proménnych a Z = ¢g(X,Y"). Jak zjistit rozdéleni Z, tj.
funkci pz?

Véta 39. Méjme ndhodny vektor (X,Y) a funkei g : R? — R. Pak Z = g(X,Y)
je n.v. na (Q,F,P) a

pz(2)=P(Z=2)= > P(X=zx&Y =y).
zeIm(X),yeIm(Y):g(z,y)==

(Index pii s¢itani znamend, Ze séitdme jen pro takové dvojice (x,y), pro které
je g(@,y) = z.)

Dukaz. Sta¢i si uvédomit, ze jev {Z = z} je disjunktnim sjednocenim jeva {X =
x &Y = y} pro dvojice, pro které g(z,y) = z. Jako v pfechozich podobnych
dukazech, sta¢i se omezit na z € Im(X) a y € Im(Y), takze jde o nejvyse
spocetné sjednoceni a muzeme pouzit definici pravdépodobnosti. O

Specialni piipad stoji za zvlastni povsimnuti:

Véta 40 (Konvoluén{ vzorec). Pokud X, Y jsou diskrétni ndhodné wveliciny
(zkrdcené d.n.v.), tak jejich soucet Z = X +Y md pravdépodobnostni funkci

P(Z=z= Y PX=z&Y=2z-2).
zelmX

Pokud jsou X a'Y navic nezdvislé, tak dostavdme vyjddreni pravdépodobnostni
funkce pz jako konvoluce funkci px a py:



Diikaz. Staci pouzit predchozi vétu pro funkei danou predpisem g(z,y) = = +
Y. O

Priklad 41. Necht X aY jsou dvé n.n.v. s uniformnim rozdélenim na {1,2,...,6}
- neboli dva nezdvislé hody hraci kostkou. Urcete rozdéleni Z = X +Y .

6
P(X+Y =k) =) P(X=x)P(Y =k—x)

z=1

Kazdy ¢len v sumé je bud 1/36 nebo 0 (to druhé pokud neni 1 < k — z < 6).
Snadno spocitdme, kolik takovych z je a zjistime, ze pz je dédno nésledujici

k 2 3 4 7 8 9 |10 | 11 | 12
tabulkou: T > 3 5 5 Z 3 2 T

pz(k) | 35 | 35 | 3 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

B2l o
g‘w =

Priklad 42. Nechf X ~ Bin(m,p) a Y ~ Bin(n,p), necht navic X a 'Y jsou
nezavislé n.v. Uréete rozdéleni Z = X +Y.

Z interpretace binomického rozdéleni jako poctu ispéchit mizeme vidét, ze
by meélo byt Z ~ Bin(m + n,p): kdyz X pocitd uspéchy v m pokusech a Y
pocet v dalsich n pokusech, tak jejich soucet bude celkovy pocet tspéchu. Muze
nas ale nahlodat myslenka, jestli kazdou binomickou n.v. muzeme chépat jako
pocet tispéchtt, nebo jestli je to jenom specidlni (byt dilezity) priklad. Nechme
tuto otdazkou zatim stranou a vyfesme tlohu pomoci Véty 40

k=0
= kf:_o (k>pk(1 —p)’”"“< k)zf"“(l —p)nm R
=p*(1—p)min2 ;} (7;) (Z " k>
B

Pro snazsi indexovani zde chapeme (Z) jako 0, pokud neni 0 < ¢ < n. Pouzivame
zde standarni sumu kombinac¢nich ¢isel ze Sekce 19.

Véta 43. Pri znaceni z Véty 39 plati

EgX,Y)= > Y glayPX =&Y =y).

zeImX yelmY

Diikaz. Polozme Z = g(X,Y). Podle definice je E(Z) = )" z-pz(z). Dosadime
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podle véty 39 a dostaneme

E(Z)=Y 2 > PX=z2gY=y)

z,y:9(z,y)=2

=> Y g@yPX =z&Y =y

z zyg(z,y)=z

> gl@,y)P(X =2&Y =y)

z,y:9(,y)

Ve vSech suméch s¢itdme jen pro x € Im(X) a y € Im(Y). Posledn{ tiprava
plyne z toho, ze kazdd dvojice (z,y) se vyskytne v préavé jednom élenu vnéjsi
sumy — jmenovité v tom, kde je z = g(z,y). O

Véta 44. Pro X, Y n.v. aa,b € R plati
E(aX 4+ bY) = aE(X) + DE(Y).
Dukaz. Pouzijeme Vétu 43 pro g(z,y) = ax + by. O

Véta 45. Pro nezdwvislé diskréini n.v. X, Y plati
E(XY) =E(X)E(Y).

Dikaz. Vyuzijeme Vétu 43 pro funkci danou pfedpisem g(z,y) = xy. Plati tedy

Z Z zyP(X =2 &Y =y)

zeIm(X)yeIm(Y)

S Y wyP(X =2) P(Y =y)

zeIm(X)yeIm(Y)

Y. wP(X=2) Y y-PY=y
zeIm(X) yeIm(Y)
_ E(X)-E(Y).

E(XY)

Kovariance

Definice 46. Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance) predpisem
cov(X,Y) = ]E((X —EX)(Y — EY))

Véta 47.
cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y)

Diikaz. Snadno rozndsobenim a pouzitim linearity stiedni hodnoty. O
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Jednoduché vlastnosti kovariance:

e var(X) = cov(X, X) (pfimo z definice)

e cov(X,aY+bZ+c) = acov(X,Y)+bcov(X, Z) (linearita sttedni hodnoty)
e cov(X,Y) =0 pokud X,Y jsou nezgvislé (Véta 47)

e ale nejen tehdy (viz nize)

Definice 48. Korelace (correlation) ndhodngch velicin X, Y je definovina
predpisem

cov(X,Y)
XY)= —————.
o ) var(X) var(Y)

e je to prenormovand kovariance

e —1 < p(X,Y) < 1 (aplikace Cauchyho nerovnosti, nechame ¢tenaii k
rozmysleni)

e Korelace neznamena pri¢innou souvislost! Napf., korelace je symetricka,
kauzalita nikoli! Podstatnéjsi je, ze veli¢iny spolu mohou korelovat (tj. mit
vysokou korelaci) ndhodou, a nejéastéji proto, ze maji obé spole¢nou picinu
(pocet destniku a vyska kaluzi na ulici spolu budou jisté korelovany, ale
neni mezi nimi pfi¢innd souvislost).

e Naopak, nekorelace neznamend nezavislost. (Pi: X libovolnd, ¥ = +X
nebo Y = — X, oboji se stejnou pravdépodobnosti.)

Rozptyl souctu
Véta 49. Necht X =" | X;. Pak

n

var(X) = zn: > cov(Xi, X;) = Zn: var(X;) + ) cov(X;, X;).
i=1 j=1 i=1 i#j

Specidlné, jsou-li X1, ..., X, po dvou nezdvislé, pak
n
var(X) = Zvar(Xi).
i=1

Diikaz. Spocitame napied E(X?2) a pak E(X)?2, v obou piipadech pouzijeme li-
nearitu stfedn{ hodnoty a rozndsobeni sou¢inu souétu (pokazdé v jiném poradi):

E(X?) = E((in)Q) = E(iiXin) = iiE(Xin)

n n

B(x)? = () X)) = (L B() = 30 D BE(X,)

i=1 j=1

Odectenim obou rovnic a pouzitim Véty 47, dostavame prvni rovnost ve vété.
Dalsi pak plynou pouzitim snadnych vlastnosti uvedenych vyse. O
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Podminéné rozdéleni Nechf X, Y jsou diskrétni ndhodné veliciny na (2, F, P),
A € F Budeme zkoumat rozdéleni ndhodné veli¢iny X, podminéné jevem A,
pripadné jevem definovanym pomoci n.v. Y. Protoze podminénou pravdépodobnost
uz zname, nejde o nic nového, spis o zavedeni znaceni.

o pxale) = P(X =z | 4)
piiklad: X je vysledek hodu kostkou, A = padlo sudé ¢islo

e pxy(zly) = P(X = o | Y = y) pilklad: X, Z jsou vysledky dvou
nezavislych hodu kostkou, Y = X + Z.
- pX’y(G, 10) - 1/36 o 1

pxiy (610 == 5 = 3736 ~ 3

Nebo (mozn4 1épe): pokud vime, ze Y = 10, tak mdme t¥i moznosti 4 + 6,
545, 6 + 4, viechny stejné pravdépodobné, proto pravdépodobnost 1/3.
(Oproti vypoctu vyse, tady jsme uSetfili vypocet, ze kazdd moznost ma
pravdépodobnost 1/36, coz tady neboli, ale ve slozitéjsich piipadech by
mohlo.)

Pozorovani 50.

pxiy (zly) = px.y(T,y) _ px.y(T,y)
| py (y) > Pxy (2',y)
Diikaz. Definice podminéné pravdépodobnosti a Véta 37. O

TODO: piiklady

5 Spojité ndhodné veliciny

V této kapitole budeme zkoumat obecné ndhodné veliciny — tj. takové, které
nemusi byt diskrétni. Typicky pifiklad je uniformné ndhodné ¢&islo z néjakého
intervalu (programovaci jazyky typicky simuluji takovou ndhodnou veli¢inu pro
interval (0,1)). Budeme ale zkoumat ndhodné velic¢iny obecnéji — zacnéme tedy
definici.

Definice 51. Néhodnd veli¢ina (random variable) na (92, F, P) je zobrazeni
X :Q = R, které pro kazdé x € R splriuje

{lweQ: X(w)<z}eF.
Pozorovani 52. Diskrétni n.v. je n.v.

Typicky se budeme zabyvat spojitymi ndhodnymi veli¢inami, neboli ta-
kovymi, kde kazdé realné ¢islo ma nulovou pravdépodobnost, ze ho dostaneme.
Pravdépodobnostni funkce ndm tedy nepomuze, a musime pouzit novy zpusob
popisu ndhodnych veli¢in. Tim nejobecnéjsim je distribucni funkce.
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Definice 53. Distribuéni funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v.
X je funkce Fx : R — [0,1] definovand predpisem

Fx(z) =P(X <z)=P{we: X(w) <z}).
Rozmysleme si napted zakladni vlastnosti distribu¢nich funkei.
Véta 54. Necht X je ndhodnd velicina. Pak
1. Fx je neklesagici funkce
2. limy oo Fx(z) =0
3. limy 100 Fx(z) =1
4. Fx je zprava spojitd

Dikaz. 1. Uvazme redlnd ¢isla 1 < xo. Potfebujeme ukazat, ze P(X < x1) <
P(X < ). To ale plyne ze zdkladnich vlastnosti (Véta 5), protoze pokud
X (w) < xq, tak také X (w) < .

3. Ozna¢me A, = {X < n}. Rozhodneé plati A3 C A C--- Podle Véty 103
(kterou jsme si nedokazovali, ale vypada snad duvéryhodné) je

ympmm:pQJ&J:mm:L
L —» OO neN

2, 4: obdobné, detaily vynechame. O

Spojité nahodné veliciny Nyni prejdéme k nejbéznéjsim veli¢inam, které
nejsou diskrétni: ke spojitym. Pozdéji si ukazeme, jaké dalsi moznosti nahodnych
veli¢in jsou.

Definice 55. N.v. X se nazyvd spojitd (continuous), pokud ezxistuje nezdpornd
redalnd funkce fx tak, Ze

Fﬂm:mxnglthmﬁ

(Nékdy se téz pouzivd pojem absolutné spojitd veli¢ina.) Funkce fx se nazjvd
hustota (probability density function, pdf) ndhodné velic¢iny X .

Definici 1épe porozumime, kdyz si rozmyslime, jak ji muzeme pouzit ke
generovani nahodné veli¢iny s danou hustotou. Uvazme nezapornou redlnou
funkci f, pro niz je ffooo f = 1. Ozna¢me S mnozinu bodu pod grafem f, tj.
S = {(z,y) € R? : 0 < y < f(x)}. Nynf uvazme ndhodny bod b z mnoziny S,
Vzpomenme si na definici geometrického pravdépodobnostniho prostoru, pro
mnozinu A C S je P(b € A) = Va(A)/Va(S) = Va(A). (Zde Vi oznacuje ob-
sah (dvourozmérny objem) dané mnoziny. Podminka na integrdl f zafidi, ze
V2(S) = 1.) Nynf oznacéime a-ovou soufadnici bodu b jako X. Tim jsme jisté
popsali néjakou nahodnou veli¢inu. Prozkoumdme ji tim, ze zjistime, jakou ma
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distribuén{ funkci Fy. Oznatme S, = {(t,y) € R? : 0 < y < f(t) &t < x}. Jiste
je

Fx(r) = P(X <) = P(b€ 5,) / 1)
Takze podle Definice 55 je funkce f hustota n.v. X.
TODO: fig

Véta 56. Necht spojitd n.v. X md hustotu fx. Pak
1. P(X =) =0 pro kaZdé x € R.
2. Pla< X <b)= ffX )dt pro kazdé a < b€ R.
Dukaz. Piimo podle definice distribu¢ni funkce a vlastnosti integralu plati
Pla<X<b)=P(X<b)—P(X <a)
= Fx(b) — Fx(a)

Z/_;fx—/_;fx
/abfx

Odsud je mozné dokdzat bod 1 tak, ze polozime b = x a a = b—1/n a rozmyslime
si, ze pro n — oo se bude ten posledni integral blizit nule. (Vidét je to snadno
v piipadé, kdy fx je omezend funkce, detaily vynechdme.) Protoze

0<PX=z)<Plz—1/n<X <z

a prava strana se bliz{ nule, je i P(X =z) = 0.
Dukaz 2 je uz lehky:
Pla<X<b)=Pla<X <b)+ P(X =a).
P(X =a)=0podle 1, a P(a < X <b) je rovna kyzenému integralu. O
TODO napsat 1épe! takze hustota ndhodné veli¢iny je ,limita histogramu
5 fyrh t)dt je prumeérnd hodnota funkce fx na intervalu (z — h,z + h).
Pokud se tedy funkce moc neosciluje, je to pro mald h pfiblizné rovno fx(z).

Na drubou stranu je to P(x — h < X < z + h)/(2h) — ¢&ili opravdu hustota
pravdépodobnosti, tedy pravdépodobnost intervalu vydélena jeho délkou.

Stredni hodnota spojité n.v.

Definice 57. Necht spojitd n.v. X md hustotu fx. Pak jeji stfedni hodnota
(expectation, expected value, mean) je oznacovdna E(X) a definovdna

8 = [ @ fx()s

—0o0

pokud integrdl md smysl, tj. pokud se ,nejednd o typ co — oo .
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v jednotlivych bodech.

e Opticky je vzorec pro E(X) podobny vzorci pro diskrétni n.v. Ukazme
si, jak jde diskrétni n.v. pouzit pro aproximaci X. Zvolime malé § > 0 a
budeme méFit s presnost{ §: misto X uvdzime Y = | 5 ]4§. Pokud je definice
spravné, tak cekdme ze bude definovat E(X) blizkou hodnote E(Y). Ale
Y je diskrétni n.v., takze muzeme srovnat se vzorcem, ktery uz zndme.

B0 = [ o pxi=Y [ T e tx@da

—o° nez 8
(n+1)8 (n+1)8
= Z/ nd fx(x)dx = n6/ fx(z)dzx
nez’no nez
= Z ndP(nd < X < (n+1)§) = Z ndP(Y = nd)
n€e”Z ne”Z

A to je uz podle definice stfedni hodnota veli¢iny Y. P#i peclivéjsim po-
hledu muzeme zjistit, ze jsme se dopustili chyby nejvyse 6.

Véta 58 (Pravidlo naivniho statistika). Pokud X je spojitd n.v. s hustotou fx
a g redlnd funkce, tak

o0
Blg(X) = [ gla)fx(e)ds
—o0

pokud integrdal md smysl.
(Dukaz vynechdme, délal by se pomoci substituce v integralu.)

Véta 59 (Linearita stfedni hodnoty). Pro Xi, ..., X, diskrétni nebo spojité

n.v. plati
E(a1X1 4+ 4 aan) = al]E(Xl) =+ o+ CLn]E(Xn)

(Dukaz bude pozdéji.)
Rozptyl spojité n.v. Méjme n.v. X s E(X) = u. Stejné jako pro diskrétni
pifpad definujeme rozptyl jako E((X — u)?) a proto podle Véty 58
(oo}
var(X) = E((X ) = [ (o= ) fx(o)ds

—0Q0

I pro spojité n.v. plati var(X) = E(X?) — (E(X))? (se stejnym ditkazem jako
pro diskréni n.v., protoze i tady plat{ linearita stfedni hodnoty). Muzeme tedy
rozptyl pocitat snéze, kdyz opét pomoci Véty 58 spocteme:

E(X?) = /_OO 2? fx(z)dz
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6 Konkrétni spojita rozdéleni a jejich parame-
try

6.1 Uniformni rozdéleni

e N.v. X m4é uniformni rozdéleni na intervalu [a,b], pisSeme X ~ U(a,b),
pokud fx(z)=1/(b—a) pro x € [a,b] a fx(z) = 0 jinak.

e Distribuéni funkce mé vzorec Fx(x) = (x — a)/(b — a) pro = € la,b],
Fx(z)=0proz <aa Fx(z)=1proxz >b.

Pro ilustraci si ukazme spolu s grafem hustoty a distribu¢ni funkce i namérena
data (40 hodnot vygenerovanych z uniformniho rozdéleni na intervalu (0,0.5).
Pro vysvétleni: vlevo je kromé hustoty zndzornény i histogram — tj. pro kazdy
interval délky 0.05 spocitame kolik procent dat v intervalu lez{ a vydélime délkou
intervalu (odhadujeme hustotu pravdépodobnosti, nikoli pravdépodobnost). Pro
kontrolu, namérend data jsou vyznacend na vodorovné ose.

Na obrézku vpravo kromé distribuéni funkce, tj. funkce kterd v bodé x mé
hodnotu P(X < z), kreslime jeji odhad pomoci nasamplovanych 40 hodnot —
tj. kolik procent dat je < z. (Této funkci se fika ze zjevnych diavodu empirickd
distribuéni funkce. Jesté se j{ budeme vénovat vice ve statistické ¢dsti.)

Hustota a histogram pro 40 pokusfi Naméfenalideaini distribuéni funkce

¥ 9 7 I =

Pravdépodobnost

-01 0.0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.0 0.1 0.2 03 0.4

Data Data

St¥edn{ hodnota X ~ U(a,b) by jisté méla byt (a+b)/2. Ovéime, ze definice
funguji, jak maji:

s0= [ = [[52=[] - s =

— 00
Analogicky
o b2 3 b 3 3 2 2
3 b° —a a®+ab+0b
EXQZ/xQx:/x:[x/]: -
(X%) - fx(@) e b—a |b—al, 30b-a) 3
Odsud jiz snadnym vypoctem ziskame
(b—a)
X)=—"".
var(X) 1
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6.2 Exponencialni rozdéleni

0 proxz <0 0 proxz <0
Fx(x) = xTr) =
x(@) {1—6_’\9” prox >0 fx(@) {/\e_)"’” prox >0

Hustota a histogram pro 20 pokust Naméfend/idedlni distribu¢ni funkce

1.0
1.0

0.8
I
0.8

Hustota
0.4 0.6
1
Pravdépodobnost
0.6

04

0.2
0.2

0.0
0.0

ITRT TR Il | i | T || |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4

e X modeluje napf. ¢as pred ptrichodem dalsiho telefonniho hovoru do call-
centra/dotazu na web-server/¢as do dalstho blesku v bouice/rozpadu ato-
mu/. ..

Souvislost X ~ Exzp(A\) a Y ~ Geom(p)
e P(X >nd)=e " pro § > 0 a libovolné n
e PY >n)=(1—p)" pron €N

Zkusime pochopit a aproximovat X pomoci Y. Méjme dano A. Zvolime
vhodné malé § > 0 (délku ¢asového intervalu), a vybereme p takové, aby 1 —p =
e~ mneboli p = \J. Pak pro kazdé n € N je P(X > nd) = P(Y > n) (zjevné
porovnanim vzorcu). Pokud se tedy spokojime s hodnotou X s piesnost{ §“ —
tj. sta¢l ndm zjistit [X/d] — vystacime s geometrickou ndhodnou veli¢inou Y.
Pro predstavu — atom uranu si kazdou milisekundu hodi korunou, jestli se ma
rozpadnout. Z tohoto pohledu je tedy exponencidlni rozdéleni limitou geomet-
rického, kdy parametr § zmensujeme k nule.
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0.6
I

distribuéni funkce
0.4

0.2
I

o Geom(1-e%)/3
= Exp(0.5)

T T T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5

Spoc¢téme nyni stfedni hodnotu X ~ FExzp()\), obdobné jako vyse pro uni-
formni rozdéleni.

E(X) :/ zfx(x) :/ zhe M pouzijeme per-partes
0

— 00

_ [—$67A$]go _/0 1. 67)\:”

=0-0+ [—e /] :%

Analogicky spocteme druhy moment:

o0 o0
]E(XQ) = / $2fx(3;‘) = /0 22 e N pouzijeme opét per-partes

— 00

_ [—xQe’M]m _ /00 oy e
= 0
0

o]
2
= 2we M = =
/o e A2

Odsud jiz snadnym vypoctem ziskame

2 1N\ 1
var(X) = 35 — (x) =%
6.3 Normalni rozdéleni

Rekneme, 7e ndhodng velicina X mé standardni normdlni rozdélend (a piseme
X ~ N(0,1)), pokud fx = ¢, kde p(z) = \/%76_1'2/2 (viz obrézek nize).
Piislusnou distribu¢ni funkci zna¢ime ®. Vzorec pro ni ale zddny neni, vime
jen ze je to primitivni funkce k ¢ — a jde spocitat numericky. (Ta divnd kon-
stanta s /7 je tam proto, aby f_oooo p(t)dt = 1.) Vzorec asi na prvn{ pohled

36



nevysvétluje, pro¢ je to dulezité rozdéleni (i kdyz spojeni druhé mocniny a ex-
ponencidln{ funkce je asi prirozené). Ale jak uvidime dale, je to asi nejdulezitéjsi
spojité rozdéleni, mozna hlavni duvod, pro¢ spojitd rozdéleni potiebujeme zkou-
mat.

Pro X ~ N(0,1), plati E(X) =0, var(X) = 1.

TODO: vypocet

Hustota a histogram pro 100 pokus{ Naméfend/idealni distribuéni funkce

03

Hustota
0.2
L
Pravdépodobnost

01

0.0
I

LI I I

Obecné normdlni rozdéleni znac¢ime N (u, 02), jednd se o vhodné pieskalované
standardn{ normaln{ rozdéleni. Rekneme, ze X ~ N(u,0?), pokud pro Z = %
plati Z ~ N(0,1). Nebo také obrdcené: pro standardné normélné rozdélenou
veli¢inu Z je u+ 0Z ~ N(u,0?). Neni tézké odvodit, ze normalni rozdélent
N(pt,0?%) mé hustotu Lep(£=£).

Z volby znaceni asi tusite, Ze u bude pfislusnd stfedni hodnota a o2 rozptyl.
Ze je to opravdu tak, plyne z Véty 27, a 35).

Odolnost vaci soué¢tu Zajimava a dost jedineénd vlastnost norméalniho rozdéleni:
Pokud X7, ..., X jsou n.n.v., kde X; ~ N(u;,0?), pak jejich soucet je také
normalni n.v., konkrétné

X1+ + Xg ~ N(p,07),

kde pp =y + -+ pux ac’ =02+ + O’,%. Brzy si ukdzeme dva zpusoby, jak

tuto vlastnost ovérit.

Vyznam normalniho rozdéleni 7 centrdlni limitni véty (o které budeme
mluvit pozdéji) je normélni rozdéleni dobré aproximace pro soucet mnoha nezavislych
nédhodnych veli¢in. To trochu vysvétluje vyse zminénou ,,odolnost vuéi souc¢tu”,

ale zejména je to duvod, pro¢ normalni rozdéleni je v praxi hodné pouzivané.
Mnoho v praxi pozorovanych veli¢in ma totiz takovy charakter: doba jizdy zavisi

na (viceméné nezdvislych) dobdch ¢ekdni na jednotlivych semaforech, vyska
¢lovéka zavisi na mnoha riznych genech, atd.
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Pro praktické pouziti je uziteéné pravidlo 3¢ (anglicky 68-95-99.7 rule). To
rika, ze
Plu—o< X <p+o0)=0.68
Plu—20 <X <p+20)=0.95
P(p—30 <X < p+30)=0.997,

viz obrazek. Pokud narazite na text, ktery tika, ze tento index je vétsi nez 2

pro 2.5% populace, budete hned védeét, ze se jedna o velic¢inu se standardnim

normalnim rozdélenim.
99.7=100%

95%

68%

0.3
I

34.1%| 34.1%

0.2

13.6% 13.6%

01

2.1% 2.1%

M-30 M-20 H-O u u+o  p+20  p+30 3 -

(Obrazek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)

6.4 Cauchyho rozdéleni

Cauchyho rozdélen{ m4 hustotu f(z) = m Jeji distribuc¢ni funkce je tedy

T 2

* 1 1 1
F(z) = / f(t)dt larctgt]” . = — arctgz + =.
oo m

Uvéadime ji zde hlavné jako vystrazny piiklad. Pfestoze graf vypada podobné
jako normdlni rozdéleni (jen trochu vic ,rozpldcnuté®), tak se zdsadné lisf:
nema stfedni hodnotu! Sice ze symetrie grafu bychom mohli usoudit, ze by
toto rozdéleni mélo mit stiedni hodnotu 0, stejné jako N(0, 1), ale zde se jedna
o nedefinovany piipad co — co. Je totiz

oo 1 oo
. =|=—logl+z?| =oo.
/0 z- f(x) [271_ og —|—ZL‘:|O 00
Muzeme to i prakticky ovéfit: kdyz vygenerujeme mnoho ndhodnych hodnot z
tohoto rozdéleni a spocitdme jejich prumér, dostaneme hodnoty velice daleko
od nuly — na rozdil od N(0,1).
Pro vyzkouseni v R: mean(rcauchy(10°6)) versus mean(rnorm(10°6)).
A totéz v Pythonu:
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import numpy as np
print (np.mean(np.random.normal (0,1,10%%6)))
print (np.mean (np.random.standard_cauchy (10x%6)))

0.4
I

— Ccauchy
N(0, 1)

hustota
03
I

0.2

0.1

0.0
I

6.5 Paretovo rozdéleni

Paretovo rozdéleni mé predpis distribuéni funkce

1— (%) z>
R IR

Pottebujeme, aby «, 2y > 0, jinak by funkce F'x nemohla byt distribuéni funkce,
viz Véta 54.

Za zminku stoji jednodussi vzorec funkce preZiti (survival function), Sx (x) =
P(X > z) = (xo/x)*. Je vidét, ze tato funkce klesd k nule mnohem pomaleji
nez pro exponencialni rozdéleni, fikdme, ze ze Paretovo rozdéleni mé long tail
(velky chvost). Prakticky piiklad veliciny s timto rozdélenim je napf. velikost
souboru prenaseného po internetu nebo délka fungujiciho tiseku na disku.

Z distribuén{ funkce odvodime hustotu fx(r) = Fx(z) = az§/x**! pro
x> xo, fx(x) =0 pro z < xg.

Pro vypocet stiedni hodnoty pouzijeme definici

/_OO fo(x):/:oa(l;)>a: {1aaxigl]oo :xoacil'

0o 0 zo

Zde uz potiebujeme, aby bylo a > 1, pro o < 1 vyjde stfedni hodnota oo (a pro
a =11 jind primitivni funkce).
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6.6 Piehled ndhodnych veli¢in

Diskrétni n.v. Spojita n.v.

X: Q=R
obor hodnot I'm(X) koneény/spocetny Im(X) je typicky interval (i nekoneény)
Fx(z)=P(X <x)

px(z) =P(X =x) Ix(@)=F'(z)=Pla<X <z+h)/h
Yo px(z) =1 J7o Ix(@)dz =1

P(X e d) =2 carx(z) P(X € A)= [, fx(x)dx

Fx(z) =<, px(t) Fx(z) = [ fx(t)dt

E(X) =2,z px(x) E(X) = [Tz fx(x)de

E(g(X)) = X2, 9(2) - px (2) E(9(X)) = |7 9(2) - fx(x)dx

Pi: pocet hodl nez padne Sestka Pi: doba béhu programu

Tabulka 1: Srovnani diskrétnich a spojitych nahodnych veli¢in. Ve sloupci vlevo
jsou vSechny sumacni proménné omezeny na I'm(X), tj. obor hodnot X.

6.7 Dalsi rozdéleni

Existuje mnoho dalsich pojmenovanych rozdéleni, na néktera narazime pozdéji.
Zde jen strucny vycet:

e Gamma rozdéleni — rozdéleni souctu nékolika nezavislych veli¢in s expo-
nencidlnim rozdélenim. Modeluje jevy, kdy je potfeba ,nékolikrat vystat
frontu®.

e Beta rozdéleni s parametry a, 3: ma hustotu cz®~ (1 — 2)?~! (pro z €

(0,1)).

e \? rozdéleni s k stupni volnosti = chi-kvadrat (x3) je specidlni pifpad
gamma rozdéleni. Ale zejména je to rozdéleni Z7 + -+ + Z2, kde Z; ~
N(0,1) jsou n.n.v. — potkdme ve statistické ¢asti.

e Studentova t-distribuce — potkame ve statistické ¢ésti.

6.8 Kombinace spojitého a diskrétniho rozdéleni

Zkuste pted dalsim ¢tenim tipnout, jaké veli¢iny jsou zachyceny na nasledujicih
obrazcich:
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Histogram of data Histogram of X + Y
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7 Kvantilova funkce a Universalita uniformniho
rozdéleni

Pro ndhodnou veli¢inu X definujeme kvantilovou funkci Qx : [0,1] — R pomoci
Qx(p) = min{z € R : p < Fx(a)} (2)
e Pokud Fy je spojitd, tak Qx = Fy' (inverzni funkce k Fy).

e Obecné plati:
Qx(p) <z e p< Fx(x). (3)

e Jako medidn oznacujeme hodnotu m = @Qx(1/2). Je to (nejmensi) takové
¢islo, ze P(X <m)>1/2a P(X >m) <1/2. Pokud je X diskrétni n.v.,
tak takovych ¢isel je vice, a v tom piipadé definice medidnu neni ustalend.
Déle budeme pro jednoduchost predpoklddat spojité rozdéleni.

e Prvni kvartil je hodnota, ¢ = Qx(1/4) takovd, Ze jedna ¢tvrtina hodnot
je < q (P(X < q) <1/4). Desaty percentil Qx(10/100) je hodnota vétsi
nez 10 % hodnot, atd.

Véta 60. Necht X je spojitd n.v. s rostouci distribucni funkci F = Fx. Pak
F(X)~U(0,1).

Dikaz. Oznatme Y = F(X) (tedy Y je ndhodnd veli¢ina). Prozkoumame, o
jakou veli¢inu se jednd, pomoci jeji distribuéni funkce. Pro y € (0,1) zvolme x
takové, aby y = F(z) (existuje diky spojitosti F').

P(Y <y) = P(F(X) < F(x)) = P(X <) = F(x) = y.
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Tudiz se Fy shoduje s distribuéni funkei U(0,1) na intervalu (0,1), a tedy i
vsude jinde. Proto md Y uniformn{ rozdéleni na (0, 1). O

Véta 61. Necht U ~ U(0,1) a F je funkce ,typu distribucni funkce®, tj. ne-
klesajici spojitd funkce s limg_, o F(x) = 0 a limgz_, o F(x) = 1. Bud Q
odpovidajict kvantilovd funkce (podle (2)). Pak Q(U) je n.v. s distribucni funkci
F.

Diikaz. Podobné jako v minulé vété, jenom jednoduseji. Oznacme X = Q(U).
Prozkoumame distribu¢ni funkci X:

P(X <) = PQ(U) < 2) = P(U < F(x)) = F(a).

Tady prvni rovnost je definice X, druhd z vlastnosti (3), a posledni z vlastnosti
uniformniho rozdélen{ (a toho, ze F'(z) € [0, 1]). O

Vétu 61 muzeme pouzit na generovani ndhodnych veli¢in s danym rozdélenim.

Priklad 62. Vyrobte ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Exp()\), pokud mdte k
dispozici U ~ U(0,1).

Vime, ze distribuéni funkce Exp()) je F(x) =1 —e~**. Jedn4 se o spojitou
funkci, ptislusnda kvantilova funkce je tedy jeji inverzni funkce. Snadno spoc¢teme
Q(p) = @- Podle Véty 61 ma Q(U) = w poZzadované rozdéleni.

TODO: diskrétni n.v.

8 Nahodné vektory

Sdruzena distribuéni funkce (Joint cdf) Casto chceme zkoumat nékolik
nahodnych veli¢in najednou. Budeme pak moci zkoumat jejich vzdjemné zavislosti,
a napf. rozlisit mezi dvéma nésledujicimi obrézky (kazda tecka znamend jednu
vygenerovanou hodnotu ndhodného vektoru).

>0

Ywixw * Yw

A
o
~
IS
L
S
o
~
N

Xw Xwixw * Yw > 0]

Definice 63. Pro n.v. X, Y na pravdépodobnostnim prostoru (, F, P) definu-
jeme jejich sdruzenou distribuéni funkei (joint cdf) Fyy : R? — [0, 1] predpisem

Fxy(z,y) =P{w e Q: X(w) <z&Y(w) <y}).

42



Mohli bychom definovat i pro vice nez dvé n.v. Fx,  x, (#1,...,2,) =
P(X; <x1&-..-Xn < xp). Pro pohodlf znaceni budeme obvykle zkoumat jen
dvojrozmérny pripad.

Véta 64 (Pravdépodobnost obdélniku). Pokud F = Fx y, tak
P(X € (a,b] &Y € (¢,d]) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c).

Casto muzeme sdruzenou distribuéni funkci psat jako integral pomoci nezdporné
funkce fX,y

@ y
Fx,y(mvy)=/ / Ix,y(z,y)dzdy.

Pak nazyvdme n.v. X, Y sdruzené spojité. Funkce fx y je jejich sdruZend hus-
tota.
(Tak jako u jednorozmérného piipadu mtze byt fx y > 1, nenf to pravdépodobnost,
ale jeji hustota — kolik pfipadd pravdépodobnosti na jednotku obsahu.)
Stejné jako u jednorozmérného pripadu muzeme pak pomoci hustoty vyjadrit
i dalsi pravdépodobnosti:

P((X,Y)eS) = /Sfx’y(%y)da:dy.

azFX,Y(xvy)
0xdy

Véta 65 (Pravidlo naivniho statistika). Stejné jako v diskrétnim pripadu plati
pro stredni hodnotu funkce dvou m.v.

fX,Y(x7y) =

Bo(x.v) = [ h / " o) Fry (o y)dady.

A stejné jako v diskrétnim piipadu odsud odvodime E(aX + bY + ¢) =
a-E(X)+b-E(Y)+ ¢, a odsud indukel Vétu 59.
Nezavislost spojitych ndhodnych veli¢in

Definice 66. Ndhodné veliciny X, Y nazveme nezavislé (independent), pokud
jevy {X <z} a{Y <y} jsou nezdvislé pro libovolnd x,y € R. Ekvivalentné,

P(X <z,Y<y)=PX <z)P(Y <y), neboli
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y)

Véta 67. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y (a hustoty fx, fy ). Ndsledujici
turzend jsou ekvivalentni:

o X, Y jsou nezdvislé

o fxy(w,y) = fx(x)fy(y)
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Soucet spojitych n.v.

Véta 68 (Konvoluce pro spojité n.v.). Necht spojité X, Y jsou n.n.v. Pak
Z = X +Y je také spojitd n.v. a jeji hustotu dostaneme jako konvoluci funkct
fX} fY7 neboli

fz(z) = / fx(@)fy(z — x)dx.
Priklad 69. Nechf X,Y ~ N(0,1) jsou n.n.v. Jaké je rozdéleni jejich souctu
X+Y?

TODO: vypocet
Plati nasledujici analogie Véty 37.

Véta 70 (Marginalni hustota).
fX(w):/ fxy(@,y)dy
yeR

fy(y) = /ER Ix,y(z,y)dx

Podminéna hustota

Definice 71. Pro spojité n.v. X, Y definujeme podminénou hustotu (conditi-
onal pdf) predpisem
fX,Y (.’E, y)

fX|Y(x‘y) = fY(y)

pokud je fy(y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

Vicerozmeérné normalni rozdéleni Ukazeme si dulezity piiklad spojitého
nahodného Velgtoru. Piipomenme hustotu standardniho normélniho rozdéleni,
o(t) = \/%e_t /2. Polozme

1 S ]
2

[, otn) = @(t)e(t) - o(tn) = Wa

Vsimnéme si, ze f(ty, ... ty) = (27) /27" /2 kde r2 = 2 + - - - + 2. Rikdme,
ze f je radidlné symetrickd funkce, jeji hodnota zilezi jen na vzdalenosti od
pocatku. (Na obrdzku je pro ilustraci piipad n = 2.9 o

Necht néhodny vektor Z = (Zy,...,7Z,) ma hustotu . POtOM 21, . ..
jsou n.n.v. (Véta 67) a pro viechna i je Z; ~ N(0,1) (TOPQ)Nikipedia editor Piotrs.

Z toho, ze f je radidlné symetrickd funkce plyne, ze Z/||Z|| je uniformné
ndhodny bod na n-rozmérné stéie. (Coz je nejlepsi zpusob, jak takovy bod vy-
generovat.)
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Zaroven také skalarni sou¢in Z s libovolnym jednotkovym vektorem ma
stejné rozdéleni jako (e1, Z) = Z;. Tudiz, pro kazdy jednotkovy vektor u plati,
ze (u,Z) = >, u;Z; mé také rozdéleni N(0,1) To jsme si difve uvadéli jako
,odolnost norméalniho rozdéleni vuci séitani®.

TODO: 1épe vysvétlit?

Vicerozmeérné normalni rozdéleni obecné Obecnéji mizeme vzit ndhodny
vektor s hustotou ¢ - e"?® kde ¢ > 0 je vhodna konstanta a Q(t) = (t —

)T M(t — ) je kvadraticka funkce s positivné semidefinitnf matici M. Pouzivé
se ve strojovém uceni. Soutadnice nejsou nezavislé!

(x)d

Image by Wikipedia editor Bscan.

Podminovani Stejné jako v diskrétnim piripadé zavedeme podminéné pravdépodobnosti,

tentokrat tedy v podobé distribu¢ni funkce a hustoty.
Definice 72. X je n.v. na (Q,F,P), B€ F a P(B) > 0.

K tomu prislusi hustotni funkce fx|p.

e pokud B = {X € S} (coz, pro pfipomenuti, znamend pfesnéji B = {w €
0 : X(w) € S} pro néjakou mnozinu S C R, tak

fxip(z) = P())((GS) pokud z € S
| 0 jinak

Véta 73 (véta o rozkladu hustoty). Necht X je spojitd n.v., necht By, Ba, ...
je rozklad Q). Pak

ZP ) Ex g (z) a
ZP i) fx|B: ().

Diikaz. Véta o iplné pravdépodobnosti pro Fly, zderivujeme pro fx. O
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Podminéna hustota a stifedni hodnota
o E(X|B)= [7 - fxp(x)dz

e E(¢(X)|B) = [T g(a)fxp(x)da
e Pokud By, Bs, ... je rozklad, tak

= ZE(X | Bi)P(Bi).

Podminéna hustota a stfedni hodnota

o fxy(zly) = fxf:i((;:)y) e hustota n.v. X, pokud Y =y

e E(X |Y =y) f_ x - fx|y(z|y)dz je stfedni hodnota této veliciny
o E(g(X)IY =y) = [7 g(x) - fx|y (zly)de

o E(X) = [TLEX |Y =y)fy(y)dy

9 Nerovnosti

Véta 74 (Markovova nerovnost). Necht ndhodnd veli¢ina X spliuje X > 0,
necht a > 0 je redlné éislo. Pak

E(X)

P(X >a) <
(Xza)< =

Diikaz. Podle Véty 30

E(X) = P(X > a)E(X | X >a) + P(X < a)E(X | X < a)
>P(X>a)-a+0

Zde jsme pouzili toho, ze E(X | X > a) je urcité alespon a, ddle P(X < a) >0
aE(X | X <a)>0. Ted staéf jen vydélit a. O

Poznamky

e Pokud zvolime a = b - E(X), muzeme nerovnost psat ve tvaru

P(X >b-E(X)) <

@\»—A

e Extrémni piipad je, pokud X = a > 1 s pravdépodobnosti 1/a a X =0
jinak. Promyslenim tohoto piikladu vidime, ze k dukazu staci obycejné
wkupecké pocty“.

e Obraceny pohled: muze byt 51 % lidi dvakrat starsi nez prumeér?
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Pi#iklad 75. Sestavili jsme pravdépodobnostni algoritmus (1., algoritmus, ktery
si hdzi korunou) a zjistili jsme, Ze pro jeho dobu béhu X plati E(X) = n? (n
je wvelikost vstupu). Co muzeme odsud zjistit o tom, jak je pravdépodobné, Ze
algoritmus pobézi vijrazné déle?

I bez dalsi analyzy algoritmu muzeme pouzit Markovovu nerovnost: je jisté
X >0, proto plati

1
P(X >cen?) < =
c

Véta 76 (Cebysevova nerovnost). Necht X md konecnou stiedni hodnotu p a
rozptyl 0. Pak

1
P(IX —p[>t-0) < 2
Diikaz. Polozme Y = (X —pu)?. Jisté plat{ Y > 0 a E(Y) = o2, Staéf tedy pouzit
Markovovu nerovnost pro Y. O

Véta 77 (Chernoffova (Cernovova) nerovnost). Nech? X = S0 | X;, kde X;
jsou n.n.v. nabjvajict hodnot £1 s pravdépodobnosti 1/2. Pak pro t > 0 plati

P(X<—t-o)=P(X>t-o)<e /2

kde 0 = ox = \/n.

Vétu nebudeme dokazovat, dikaz si uvedeme v dalsim semestru (Pravdépodobnost
a Statistika 2). Uvadime ji zde jako ukdzku toho, ze pokud o veli¢iné X mdame
specidln{ znalosti (jako zde, Ze je to soucet nezavislych ndhodnych veli¢in),
tak muzeme ziskat lepsi odhad, nez pro obecnou ndhodnou veli¢inu, coz dava
Cebysevova nerovnost. Chernoffova nerovnost se Gasto pouzivé pii analyze pravdépodobnostnich
algoritmu.

10 Limitni véty
10.1 Zakony velkych cisel

Véta 78 (Silny zakon velkych éisel (strong law of large numbers)). Nechf
X1, Xo, ... jsou stejné rozdélené n.n.v. se stiedni hodnotou u a rozptylem o?.
Oznaéme X,, = (X1 + -+ X,,)/n tzv. vybérovy primér (sample mean). Pak
plati

lim X,, = pu skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1).

n—oo

Rikdme, ze posloupnost X,, konverguje k p skoro jisté (almost surely).

Poznamky

e To je duvod, pro¢ pii déldni experimentu opakovat méfeni. Zaroven to
ukazuje, ze je tfeba, aby méfeni byla nezavisla.
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e Specidlni piipad: pro pravdépodobnostni prostor (2, F, P) budeme zkou-
mat néjaky jev A € F. Experiment budeme nekonecnékrat opakovat, ne-
boli uvdzime nase elementérn{ jevy budou posloupnosti prvkua Q. X;(w) =
1, pokud w; € A (pfi i-tém opakovani pokusu nastal jev A), a X;(w) =0
jinak.

TODO

Monte Carlo integration Jak spocitat [ _, g(z)dz?

Specialné:
1 prozeS
g(z) = .
0 jinak
. obsah kruhu
TODO: dopsat poradné
Silny zdkon velkych ¢isel dokazovat nebudeme, ale ukdzeme si podobné tvr-
zeni:

Véta 79 (Slaby zdkon velkych ¢isel (weak law of large numbers)). Necht X1,
Xo, ... jsou stejné rozdélené n.n.v. se stredni hodnotou p a rozptylem o2.

Oznaéme X, = (X1 + -+ + X,)/n. Pak pro kazdé € > 0 plat{

lim P(|X, —pu|>¢)=0.
n—oo

Rikdme, Ze posloupnost X,, konverguje k pu v pravdépodobnosti (in probability)
a piseme X, Ei .

Diikaz. Podle Véty 59 je E(X,,) = (E(X1)+---+E(X,))/n = p. A protoze jsou
jednotlivé s¢itance nezdvislé, muzeme pouzit i Vétu 35 a dostvaneme var(X,) =
(var(Xy) + - - + var(X,,))/n? = 0% /n. Mizeme tedy pouzit Cebysevovu nerov-
nost pro a = v/ne/o a dostaneme, ze

— 0'2
P Xy —pul >e) < .
Tim jsme jednak dokazali vétu, jednak i nasli explicitni odhad na to, jak velka
bude pravdépodobnost chyby pro konkrétni n, € a o. O

Jak naznacuje nazev predchozich vét, tak z Véty 78 plyne Véta 79. Uvédomte
si ale, ze jsme vlastné ukdazali néco trochu vic — ukézali jsme, jak rychle se
ta posloupnost pravdépodobnosti blizi k nule, neboli jsme ziskali nastroj, jak
rozhodovat tvrzeni nasledujiciho typu:

Piiklad 80. Pri méreni hmotnosti udéldime chybu s normdlnim rozdélenim
a smérodatnou odchylkou 1 gram. Kolik méreni musime provést, aby prumér
namétengjch hodnot nemél vétsi chybu nez 0.1 gramu?

TODO dvé feseni — pies soucet normalnich i pres WLLN
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10.2 Centralni Limitni véta
Nejdulezitéjsi véta pravdépodobnosti a statistiky.

Véta 81. Necht X1, X, ... jsou stejné rozdélené n.n.v. se stredni hodnotou u
a rozptylem o%. Oznacme Y, = (X1 + -+ X,,) —nu)/(v/n - o).
Pak Y, % N(0,1). Neboli, pokud F, je distribucni funkce Yy, tak

li_}In F,(z) = ®(z) pro kazdé x € R.

Rikdme, ze posloupnost Y, konverguje k N(0,1) v distribuci (in distribution).

Vétu si zde dokazovat nebudeme, z4jemce odkédzeme na prednasku Pravdépodobnost
a Statistika 2.
Rozmysleme si ale, pro¢ mé véta takové znéni, jaké ma.

e Stejnym postupem jako v dukazu Véty 79 zjistime, ze E(Y,,) = 0 avar(Y,) =
1. To je jednak klicovy rozdil CLV a Zakona velkych ¢isel — zde se rozptyl
neblizi nule, takze posloupnost Y, se, oproti S,, neblizi jednobodovému
rozdéleni. To jesté nedokazuje, ze Y, se blizi N(0,1), ale ,md k tomu
Sanci®.

e Pokud jsou vSechna X; normalni s rozdélenim N(u,o?), tak (odolnost
vuéi souctu!) je i Y, normélni — s ohledem na pfedchozi bod bude piesné
Y., ~ N(0,1). Neboli: jiné rozdéleni nez normdlni v CLV byt nemuze!

TODO: obrézky
TODO: proc je to dulezité TODO: co znamend konvergence v distribuci

Poznamky

e Specidln{ pifpad: pokud X, ..., X, ~ Ber(p), tak vime, ze jejich soucet
se Fidi rozdélenim Bin(n,p). V tomto piipadé je tedy Y, preskdlované
binomické rozdéleni. To tedy ukazuje, ze v distribuci se (Bin(n,p) —

np)/+/np(1 — p) blizi N(0,1).

Vizudlni ukazku déva tzv. Galtonova deska: pravi-
delné rozmisténé hiebiky pusobi na padajici pisek
jako posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in (po-
sud o +1 nebo o —1 pti kazdém spadnuti o jednu fadu
dolt. Zaplnénost jednotlivych sloupeckt vytvari his-
togram binomického rozdéleni{ Bin(n,1/2) (kde n je
pocet fadek). Centrélni limitni véta Fikd, ze vysledné
rozdéleni je také ptiblizné normalni.

CC-BY-SA 4.0 (as metadata). Please attribute as
Matemateca (IME/USP)/Rodrigo Tetsuo Argenton.
This file was published as the result of a partnership
between Matemateca (IME/USP), the RIDC Neu-
roMat and the Wikimedia Community User Group
Brasil
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e De Moivre—Laplaceho véta fika o néco silnéjsi véc: v okoli pn je i pravdépodobnostni
funkce Bin(n,p) dobfe aproximovéna hustotou N (np,np(l — p)), tedy
vhodné preskalovanou Gaussovou funkei ¢. Pfesnéji:

Cnp)?
<n>pk(1 —p)" > B S

K V2ol —p)

pro k blizké pn. Jesté presnéji: pokud pro néjaké ¢ je |k—pn| < c/np(1 — p)
a n se bliz{ nekone¢nu, tak pomér dvou vyrazii nahote se blizi k jedné.

Order in Apparent Chaos: I know of scarcely anything so apt to
impress the imagination as the wonderful form of cosmic order ex-
pressed by the Law of Frequency of Error. The law would have been
personified by the Greeks and deified, if they had known of it.

Francis Galton: Natural Inheritance (1889)

11 Statistika — ivod

Doposud jsme se vénovali tomu, Ze pro zadany model ndhodné situace (napi.
dané ndhodné veliciny, jejich distribuci danou (sdruzenou) pravdépodobnostni
funkci/hustotou), jsme zjistovali ,,co se stane” — jak4 je pravdépodobnost néjakého
jevu, jaka je sttedni hodnota néjaké velic¢iny, atd. Nyni nas pohled oto¢ime: bu-
deme chtit z pozorovanych dat odvodit, jaky model je asi vytvoril, pripadné
jaké mél vlastnosti. Resené tlohy si rozdélime do nékolika typr:

e bodové odhady — chceme uré¢it hodnotu néjakého parametru (¢asto stredni
hodnoty nezndmého rozdéleni)

e intervalové odhady — chceme pro néjaky parametr najit interval, ve kterém
bude lezet napi. s pravdépodobnosti 99 %.

e testovani hypotéz — chceme zjistit, zda naméfena data podporuji nasi hy-
potézu, nebo ji vylucuji.

o (linedrni) regrese — jakd je zdvislost mezi dvéma méfenymi hodnotami?

Kazdé z téchto otdzek se budeme vénovat podrobnéji, ukazme si jen na
pifkladu, co to znamend. Reknéme, ze chceme zjistit, kolik je v Ceské repub-
lice levaku. V principu bychom mohli tuto otdzku zjistit pfi pristim scitani
lidu, ale rddi bychom nasli operativnéjsi a levnéjsi postup. Nabizi se pouzit
ndhodny vzorek: z celé populace (N = 10.7 miliont1) vybereme ndhodny vzo-
rek o rozsahu (velikosti) n = 100 (napf.). U kazdého z nich zjistime, zda je
levék a odsud odvodime néco o poétu levaki v celé CR. Pokud méme za tikol
vytvorit bodovy odhad, tak najdeme jedno ¢islo, které bude nejlepsi mozny od-
had. (Co to vlastné znamend si ukdzeme v pristi kapitole.) Intervalovy odhad m4

vevs
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pravdépodobnosti. Ukdzeme si, jaky je spravny vztah mezi $itkou nalezeného
intervalu a pozadovanou spolehlivosti.

TODO: priklady na dalsi tlohy

Nez se ale pustime do konkrétnich metod a vét, podivejme se na nékolik tvaii
statistiky. Ta prvn{ (kterou nejcastéji uvidime t¥eba v novindch) spocita prosté v
prehledném znazornéni néjakych dat. Této ¢asti se fika exploracéni analyza dat.
Nebudeme si k ni fikat nic podnétného — kromé toho, ze je potieba peclivost a
poctivost. Mozné neduhy:

e co délat s nedplnymi daty (¢lovék co odpovi jenom na pulku otdzek, stu-
dent odejde v pulce pisemky, firma zkrachuje v prubéhu roku)

co délat s daty, kterd jsou asi chybna

pokud vybirdme jen ¢dst dat (ndhodny vzorek) — vybirdme rovnomérné
nahodné? Nebo podle toho, co je snaze dostupné, nebo co se nam vic hodi?

e nejsou zvolené obrazky zavadejici?
e atd., atd.

Ukazme si zde jen tfi mozné zpusoby zndzornéni stejnych dat: dvé skupiny
studentu pisici pisemku.
TODO: vysvétlit boxplot TODO: u histogramu zalezi na jemnosti!

Vysledky pisemky
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TODO: radar chart, stem chart, scatter plot, bubble chart

TODO: nomindlni proménnd (také kategorickd), pofadové/ordindlni, nume-
ricka

Exploracni analyza muze objevit zajimavé souvislosti. Problém ale je, jak
zjistit, které jsou popis néjaké skryté skutecnosti a které jsou zpusobeny nahodnym
kolisanim dat. Kdyz budeme mit dat dostateé¢ny pocet, objevime v nich cokoli,

viz tieba
Letters in winning word of Scripps National Spelling Bee

correlates with
Number of people killed by venomous spiders

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
15 letters 15 deaths

10 deaths

10 letters

5 deaths

Spelling bee winning word

5 letters 0 deaths
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

s1apjds snowousa Aq pajipf 3jdoad jo sequinN

- Number of people killed by venomous spiders-+- Spelling Bee winning word

Tim se pravé zabyva statistika ve smyslu aplikované matematické discipliny;
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budeme zkoumat tak zvanou konfirmaé¢ni analyzu. Jejim zdkladem je zpusob,
jak vybirdme z velké mnoziny (tzv. populace) objekty, které budeme méfit nebo
jinak zkoumat. Logicky postup je vybirat uniformné ndhodné bez vraceni. Jako
jednodussi pro analyzu se ukazuje vybirat uniformné ndhodné s vracenim.

TODO: binom vs. hypergeom.

TODO: stratifikovany vybér

Motivovani piedchozi diskuzi definujeme nasledujici pojem:

Nahodny vybér Posloupnost n.n.v. Xy, ..., X, se stejnym rozdélenim nazyvame
ndhodny vybér s rozsahem n. Pokud maji tyto veli¢iny distribuéni funkci F,
piseme Xq,..., X, ~ F.

Uvédomme si, ze ve skutecnosti tyto ndhodné veli¢iny nevidime, ziskdme jen
jejich hodnoty pro nase konkrétni méfeni, neboli pozorovéani, neboli realizaci.
Zpravidla zna¢ime x; naméfenou hodnotu X;, neboli z; = X;(w) pro elementdrni
jev w € , ktery skutec¢né nastal.

Parametrické vs. neparametrické modely V nasem patrani po modelu,
ktery vysvétluje nameérend data, se muzeme rozhodnout, ze budeme velice otevieni
— povolime libovolnou distribuéni funkci neznamé veli¢iny, nebo se tfeba omezime
na diskrétni (nebo naopak spojité) veliciny. Nebo naopak muzeme pouzit tzv.
parametrické modely budeme zkoumat jen distribuéni funkce F' z mnoziny {Fy :
¥ € O} — ¥ je nezndmy parametr, © mnozina moznych hodnot toho parametru.
Priklady:

e Pois()\) (parametr ¥ = \, © = R™)
e U(a,b) (parametr ¥ = (a,b), © = R?)
o N(u,0?) (parametr ¥ = (u,0), © =R x R)

Nabizi se otazka, pro¢ to délame, odkud vime, ze nezndma nahodna veli¢ina
m& zrovna tenhle typ rozdéleni. Typicky to délame na zakladé ptedchozich
zkugenosti: bud’ zkouméni podobnych problémt jinymi lidmi, nebo nasf vlastni
explora¢ni analyzy. Je k tomu ale tfeba pridat komentar statistika George Boxe:
,», VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uzite¢né.“

Statistika Kromé toho, ze statistika je nazev oboru, ma i jisty technicky
vyznam. Statistika je libovolna funkce ndhodného vybéru, tj. napf. aritmeticky
prumeér, medidn, maximum, atd.

Tj. T = T(X1,...,X,) je ndhodnd veli¢ina — takovd, kterd svoji ndhodnost
cerpd jen z velicin X7, ..., X,, (pfi zpracovani dat uz nehdzime kostkou). D4 se
tedy Tict, ze ulohou statistiku je hledat vhodné statistiky, které fesi tlohy vyse
zminéné (napf. odhad nezndmého parametru).
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12 Intervalové odhady

Necht T} < T jsou dvé statistiky. Rikdme, ze urcuji intervalovy odhad, téz in-
terval spolehlivosti, téZ konfidencnd interval o spolehlivosti 1 —a (1—a confidence
interval), CI, pokud

P(Ty<9<To)>1-a.

Cislo a se nazyva koeficient spolehlivosti. Nekdy také uvazujeme jednostranné
intervalové odhady (pifpad T; = —oo, resp. To = +00). Muzeme také pozadovat
silngjsi vlastnosti: P(¥ > Tp) = P(¥ < Ti) = a/2. Nez pokroc¢ime déle,
uvédomte si, co je v uvedenych vyrazech ndhodné! Prepoklddame, ze ¥ je pa-
rametr — jeho hodnota je ndm sice neznamé, ale je to néjakd dobife defino-
vana vlastnost reality (tfeba skuteény pocet levéaki v CR). Nahodnost je v
hrani¢nich bodech intervalu: hodnoty 77, T5 jsou ndhodné veli¢iny. To, jaky in-
terval fekneme jako nasi aproximaci reality zavisi na tom, jak dopadnou nase
méfeni — neboli na realizaci ndhodného vybéru Xy, ..., X,,.

Nasge prvni statisticka iloha bude vlastné cvi¢eni na praci s normalni veli¢inou.
Vétu formulujeme obecné, ale jako realisticky priklad si muzeme predstavit fy-
zikdlni méfeni — méfime hmotnost opakovanym meéfenim na stejné vaze, jejiz
chyba méfeni{ md normaln{ rozdélenf se smérodatnou odchylkou o. Zndme o (je
to vlastnost vahy), hleddme ¥, nezndmou hmotnost. Méfeni, kterd provadime,
tedy budou realizaci ndhodné veli¢iny s rozdélenim N (19, 02).

Véta 82 (Intervalové odhady normélni ndhodné veli¢iny). Necht X1, ..., X, je
ndhodny vijbér z N(9,02). o zndme, ¥ chceme urcit. Zvolime o € (0,1). Necht
®(2q/2) = 1 —a/2. Oznacme Sy, = (X1 + -+ X,,)/n (tzv. vgbérovy primer) a

Cn = [Sn - Za/2 : O'/\/ﬁ, Sn + Zoc/2 . U/\/ﬁ]
Pak P(C,, 59) =1 —a.

Dikaz. Oznacme Y, = 57\7% Uvédomme si, ze Y;, ~ N(0,1): spoc¢teme E(Y,,) =
0 a var(Y,) = 1 (stejné jako v dukazu Véty 79). Dédle pouzijeme odolnost

normalniho rozdéleni vuci souc¢tu. Zbyva si uvédomit, ze

P> S, + Za/go/\/ﬁ) = P(Y, < —2472) = ®(—24/2) = /2.

O

Nyni postoupime k obecnéjsimu pifpadu: pokud méme dost s¢itancu (abychom
mohli pouzit centraln{ limitni vétu), muzeme vytvoiit intervalovy odhad zcela
stejné jako pro normalni veli¢inu — nebude to ale odhad s pfesné pozadovanou
pravdépodobnosti chyby, nybrz tato pravdépodobnost bude mit jen pozadovanou
limitu.

Véta 83 (Intervalové odhady pomoci CLV). Nechf Xi, ..., X, je ndhodnjy
vibér z néjakého rozdélent se stiedni hodnotou ¥ a rozptylem 2. Opét o zndme,
¥ chceme urcit a zvolime o € (0,1). Zvolime zq /2, Syn a Cp jako v predchozi
veéte. Pak

lim P(C,29)=1-a.

n—0o0
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Dukaz. Oznacime Y, stejné jako v prechozi vété a vSimneme si, ze CLV 1iké, ze
Y, 4 N(0,1). Proto plati

P9 > Sy + 2020 /) = P(Yn < —2a/2) ~—o ®(—24/0) = /2.
O

Zrusili jsme sice pozadavek na normalitu zkoumanych veli¢in, ale stale prepokldadame,
ze zname jejich rozptyl. I tomu se jde vyvarovat pomoci tzv. Studentova t-testu.
K tomu se ale dostaneme pozdéji.

13 Bodové odhady

Uvazujme naddle ndhodny vybér Xi,..., X, ~ Fy, budeme chtit odhadnout
néjakou funkci nezndmého parametru . Muzeme zkoumat napiiklad veli¢iny s
rozdélenfim N (p,0?) a chtit odhadnout jejich rozptyl. Pak bude ¥ = (u,0) a
g(¥) = o2 Ale i u rozdélen{ s jedinym parametrem (napi. Geom(p)) muzeme
chtit misto parametru 9 = p odhadovat stiedni hodnotu 1/4.

Nyni se zaméfime na odhad pomoci jednoho ¢isla, neboli bodovy odhad.
Hleddme tedy statistiku ©,, = @n(Xl, .oy X5), kterd ,dobfe aproximuje“ hod-
notu g(¥). Protoze nas odhad je ndhodnd veli¢ina, nemuzeme Cekat, Ze by se
kyzené hodnoté skuteéné rovnal. Co tedy muzeme realisticky od bodovych od-
hadi ¢ekat? Jak porovnat, ktery odhad je lepsi a ktery horsi?

Definice 84. Pro ndhodny vybér X,..., X, ~ Fy a libovolnou funkci g na-
zveme bodovy odhad ©,,

e nevychyleny /nestranny (angl. unbiased) pokud E(©,) = g(9).

e asymptoticky nevychyleny /nestranny pokud lim,,_ o E(én) = g(v).

e konzistentni pokud O, Ei 9(9). (Definice konvergence v pravdépodobnosti
je stejnd jako ve Vété 79.)

Ddle definujeme

e vychyleni (bias) biasy(©,) = E(@n) — ¥ (Zdpis md znadit, Ze vychylend
zdlezi jak na vybrané statistice ©,,, tak na skuteéné hodnoté parametru 9.

e stiedni kvadratickd chybu (mean squared error) MSEy(0,) = E((6, —
0)?)

e Odhad muze byt nevychyleny a ptfitom k nicemu: pokud tfeba v poloviné

piipadu dava hodnotu o milion vyssi a v poloviné piipadu o milion nizsi.

e To castecné tesi konzistence: ta rika, ze pro rostouci n pravdépodobnost
velké chyby klesa k nule.
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e Pokud nés zajimé nejen chovani v limité, ale i pro malé n, potfebujeme
napi. MSE. Pokud pro velicinu Y = (8,, — 9)? pouzijeme Markovovu
nerovnost, zjistime, ze P(Y > ¢MSE) < 1/c. Takze pokud je M SE malé,
mame i odhad na pravdépodobnost toho, ze zrovna pii naSem méfeni vyjde
odchylka od spravné hodnoty velka.

e Dalsi véta ndm ukaze, jak docilit malé M SE: potfebujeme malé vychyleni
i maly rozptyl naseho odhadu. Proto nékdy muze byt vhodné uvazovat i
(trochu) vychylené odhady, pokud maji nizsi rozptyl.

Véta 85. MSE(O,) = biasy(0,)? + vary(0,,)

Diikaz. Podle Véty 35 je var(©,,) = var(6,, — 9). To mizeme podle Véty 34
napsat jako

E((6, —9)?) - (E(©, — ).

V predchozim vzorci je prvni élen MSEy(6,,) a druhy bias?. O

Alternativni dikaz pfimocarym rozepsanim:

Prvni vyraz na piedchozi tadce je podle definice V&I‘(én), posledni je bias?.
Prostiedni vyraz je roven nule, protoze E(©,, — u) = 0 a ¥ — u je konstanta. O

Vybérovy prumér a rozptyl Ukazme si nyni nékolik konkrétnich odhadu a
podivejme se na jejich vlastnosti.

_ 1 —
X, == Z X; vybérovy prumeér
n
i=1
1 n
52 = = Z(XZ - X,)? vybérovy rozptyl
n
i=1
1 n
S2 = : Z(Xz - X,)? vybérovy rozptyl
n—
i=1

Dveé varianty vybérového rozptylu jsou spojeny vztahem S’Z = %5’2, zlo-

mek "5 se nazyva Besselova korekce.

Véta 86. 1. X, je konzistentni nestranny odhad
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2. 52 je konzistentni asymptoticky nestranny odhad o

3. §,2L je konzistentni nestranny odhad o®
TODO: predpoklady pro konzistenci!

Diikaz. 1. Zékon velkych ¢isel (Véta 79) ndm dava konzistenci. Pii jeho dukazu
jsme spoéitali stfedni hodnotu X,,, takze jsme zjistili, ze odhad je konzistentni.
2. Diikaz konzistence vynechame. Spocteme ale E(S2) podobnym trikem jako
vySe u véty o velikosti MSE: pfi¢teme a odeé¢teme vhodnou hodnotu — i tady ji
ifkdme p, ale zde se jednd o E(X1) (a tedy také E(X3), ..., a také E(X,,)).
TODO
3. Plyne snadno z 2. O

TODO: Pro norméln{ rozdélent ... je MSE(S2) < MSE(S2).

13.1 Metoda momentu

Podivejme se nyni na obecnou metodu, jak vytvorit bodové odhady pomoci tak
zvanych momentia. Pfipomenme, ze r-ty moment ndhodné veliciny X je E(XT").
Definujeme nyni dva piibuzné pojmy:

e m,(J) :=E(X") pro X ~ Fy ... r-ty moment

e m,(J):= %L >oi, X7 prondhodny vybér X1, ..., X, z Fy ... r-ty vybérovy
moment

—

Véta 87. m,.(¥) je nestranny konzistentni odhad pro m, ()
Diikaz. Staci pouzit Vétu 86 pro veliciny X7, ..., X,. O

Metoda momentu: volime takové 1, které fesi soustavu rovnic

o —

m(9) = m,.(9) r=1,...,k

(Typicky k bude pocet redlnych cisel, kterd tvori parametr ¥.)

TODO: vlastnosti odhadt ziskanych touto metodou

Piiklad 88. Pokracujme v nasem prikladu s poétem leviku: X; bude 1 pokud
je i-ty clovék levdk, jinak 0. TakZe Xy,...,X, je ndhodny vybér z distribuce
Ber(9), kde ¢ je (nezndmyj) podil levdki v populaci. Uréete ¥ metodou momentii.

Méme my(¥) = ¢ a m/l(\19) = X,,. Odvodili jsme tedy nepiekvapivy zdver,
ze je dobré zvolit jako nas bodovy odhad statistiku ©,, = X,.

Piiklad 89. Nynije X1, ..., X, je ndhodny vibér z distribuce N (i, %) (napviklad
budeme mérit vysku ndhodné vybrangch lidi). Zde je tedy parametr ¥ = (u, o).
Uréete ¥ metodou momentu.

o7



Tady je prvni moment mq(¢) = u. Déle druhy moment je
ma(9) = E(X?) = var(X) + E(X)? = 02 + 1%

Metoda momentu nam fikd, ze mame polozit

—

——  X74---+ X
n

o? 4 12 = ma(¥) = ma () =
Regenim je tedy ©,, = (i1, ), kde

n

i=X
. \/Xf+-~-+X,%
g =

~1 7 T w2
- Xz,

13.2 Metoda maximalni vérohodnosti (maximal likelihood,
ML)

Nyni prozkoumejme daldi metodu tvorby odhadu. Nékdy ndm obé metody daji
stejny odhad, nékdy jiny — pak si vybereme, ktery ndm vice vyhovuje, napiiklad
srovnanim velikosti MSE.

Uvazme opét ndhodny vybér X = (Xq,...,X,,) z modelu s parametrem .
Bud = = (z1,...,7,) néktery mozny vysledek, tzv. realizace ndhodného vybéru X .
(To znamend, Ze pro néjaké w € Q je z; = X;(w) proi = 1,...,n.) Pokud se

jedna o diskréni ndhodné veli¢iny, tak x ma néjakou sdruzenou pravdépodobnost
n
x(z;9) = pri(l”i;ﬁ)-
i=1

Parametr 9 piSeme jako specialni argument oddéleny stifednikem, abychom na-
znacili, ze jde o principialné jiny vstup do px nez jsou namérené hodnoty x. Vzo-
rec pro px mé tvar soucinu, protoze Xy, . .., X, jsou nezavislé ndhodné veliciny.)
Pokud zkoumédme spojité nahodné veli¢iny, tak x ma prifazenu sdruzenou hus-

totu
n

fx(@;9) =[] fx, (zi:9).
i=1
Abychom mohli oba pifpady diskutovat najednou, definujeme vérohodnost (like-
lihood) L(x;9) jako px (x;9) nebo fx(x;1), podle toho, jaky je typ ndhodnych
veli¢in.

Uvédomme si rozdil oproti obvyklé situaci v prvni ¢asti prednasky: méli jsme
zadané ¥ a pro ruznd « jsme urcovali hodnotu L(z; ). Nyni mame naopak pevné
x — je to ten soubor hodnot, které jsme naméfili. Povazujeme tedy L(z;d) za
funkci ¥ a hleddme vhodnou hodnotu 9.
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Metoda MV (ML): volime takové ¢, pro které je L(z;¥) ma-
ximalni.

Vypocetné je casto jednodussi misto hleddni maxima L(x;9) hledat maxi-
mum logaritmické vérohodnosti {(x;¥) = log L(x;¥) — a vzhledem k monotonii
logaritmu najdeme stejny vysledek.

Priklad 90. Opét budeme poéitat levdky: X; bude 1 pokud je i-ty élovék levdk,
jinak 0. Takze X1, ..., X, je ndhodny vijbér z distribuce Ber (1), kde ¢ je (nezndmy)
podil levaku v populaci. Uréete ¥ metodou mazimdini vérohodnosti.

Predpokladejme, ze ve vybraném vzorku bylo presné k levaki, pro konkrétnost
1 ==z =1, 2Tk41 = -+ = x, = 0. Pofdd pfedpokladdme, ze kazdy clovek
ma& nezavisle na ostatnich pravdépodobnost ¥, ze je levdk. Pravdépodobnost
pozorovaného méreni je tedy

L(x;9) = 9%(1 —9)"Fk neboli
L(x;9) = klogY + (n — k) log(1l — ) a tedy
gy B _n—k

Pl =5-"1=

Chceme najit ¥, pro které bude L(z;%¥) maximdlni, coz je totéz, jako ze bude

{(x;199) maximélni. Podle zdkladu analyzy je to bud na kraji intervalu (ale tam

je L nulové a ¢ nedefinované) nebo v bodé, kde je derivace podle ¥ nulova. Plat{
n—=k

tedy % = 7= a odsud snadno ¥ = k/n. Neboli, dospéli jsme opét k bodovému

odhadu X,, pro 9.
plot(binomial(17,2)*pn2*(1-p)n15, [[0,1])

0.25

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Piiklad 91. Nynije X1, ..., X, je ndhodny vibér z distribuce N (u,0?) (napviklad
budeme mérit vysku ndhodné vybrangch lidi). Zde je tedy parametr ¥ = (u, o).
Urcete ¥ metodou maximdlni vérohodnosti.

Tady se jednd o spojité zobrazeni, budeme tedy pracovat s hustotou f = fx,.
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Plati f(x;;9) = mlﬁe_(“_“)2/(2"2), takze

2w
2
Uxi509) = —(%272/0 —logo —log V2w a tedy
o
Uz 09) = — 2": M —nlogo —nlogv2m
’ P 202

V bodé kde funkce ¢(z; 1) nabyva maxima jsou derivace podle p i podle o rovny
nule (defini¢én{ obor je oteviend mnozina, neboli nem4 zadné ,krajn{ hodnoty*).
Je tedy

0 x=2mi—p) .
@f(% 9) = ; == 0 a také
0, o x=20i—-p? n

55 s 9) = Z g, =0

Z prvni rovnice dostavéme ihned fi = X,,. Z druhé pak 62 = S,,.

TODO: MSE pro S, Sp.

13.3 Intervalové odhady normalni n.v. s neznamym roz-
ptylem — Studentiv t-test

Zavedeme v rychlosti tzv. Studentovo rozdéleni®. Necht Xi,..., X, ~ N(u,c?)
jsou n.n.v. Oznac¢me tak jako difve X, jejich vybérovy priimér a 3\72, jejich
vybérovy rozptyl. Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti je rozdéleni
n.v. _

Xn—

Su/vn
Vsimnéme si, ze tato veli¢ina m4 stejné rozdéleni, bez ohledu na to, s jakym u
a o jsme zacinali, zdvisi jen na poctu séitancu. Hustota Studentova rozdéleni
ma piiméfrené hezky vzorec, ktery ale nebudeme potiebovat, jen si vSimneme
toho, Ze to je sudé funkece (pokud by bylo 1 = 0 a my zménili znaménko u kazdé
X;, dostali bychom bod se stejnou hustotou pravdépodobnosti diky symetrii
normalniho rozdélni). Distribu¢ni funkce Studentova rozdéleni je oznacovand
U, _1(x). M4 hodnoty v tabulkdch a zejména v knihovnich funkeich — pt(x,n—1)
v R, scipy. stats.t.cdf(x,n—1) v pythonu). Vsimnéme si ale, ze pokud ve vzorci
napiSeme misto §n skuteé¢nou hodnotu smérodatné odchylky, o, tak dostaneme
nahodnou veli¢inu (X,, — p)/(0/+/n), o které jsme jiz diive zjistili, ze m4 stan-
dardni normélni rozdéleni N(0,1). Odsud tedy muzeme usoudit, ze Studentovo
rozdéleni je jakdsi aproximace N(0,1). Protoze vime, ze §,2L je konzistentni od-
had pro o2, tak Ize odsud i odvodit (detaily vynechdvéme), ze t-rozdéleni s n— 1

s~z

stupni volnosti se s rostoucim n blizi N(0,1) (konvergence v distribuci).

3pojmenované podle Williama Gosseta, statistika a hlavniho experimentdlniho slidka v
pivovaru Guinness, kterému jeho zaméstnavatel nechtél dovolit publikovat védecké priace pod
pravym jménem
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TODO: graf

Véta 92. Necht X1, ..., X, je ndhodnij vijbér z N(u,02). Parametr 9 = (u, o)
nezndme, chceme ale urcit jen p. Opét mdame o € (0,1). Necht W,y (to)2) =
1—a/2. R
Cl =X, —6X,+] pro  d=t /gi.
n ) o \/ﬁ

Pak P(Cl, 5 u)=1-a.

Diikaz. Podobné jako predchozi intervalové odhady: uvédomime si, ze

X, —6<p<X,+0 je totéz jako
<X, —pu<é neboli
X, —
_ta/2 < = a < ta/2

Sn/v/n

Nyni zbyva pouzit definice t,, /o a symetrie, diky niz je W,,_1(—ts/2) = /2. O

14 Testovani hypotéz

V této kapitole si ukdzeme zaklady statistického testovani hypotéz, které tvoii
zéklad velké ¢asti dnesni veédy. Jako tvodni ilustraci si uvedme tii piiklady.

Pi#iklad 93. Rozhodnéte, zda se (v dané zemi) rodi stejné chlapci a divek.

Napfed si ujasnéme, co znamend otazka: pokud mame ptistup ke vsem in-
formacim o narozenich, tak muzeme dany pocet presné spocitat. Ale je nutné
predpokladat, Ze pocty budou v prubéhu ¢asu ndhodné kolisat — nagim tkolem
je poznat, jestli naméfena data jsou vysvétlitelnd nahodnym kolisanim, nebo
zda se deti néjakého pohlavi rodi vic.

Tuto tlohu fesil v roce 1710 skotsky polyhistor John Arbuthnot. Jeho postup
bychom dnes nazvali znaménkovy test. Pokud se v jednom roce narodi vice
chapcu, napiseme si +, pokud vice divek, zapiSeme —. Pokud je pocet stejny,
zapiSeme 0 (a dany rok nebudeme pocitat). Johnu Arbuthnotovi vyslo 82 plusu z
82 dvou zkoumanych let, usoudil tedy, Ze se chlapcti rodi vice.* Takovy vysledek
bychom néhodou (tj. za predpokladu, ze se chlapcu a divek rodi stejné) dostali
s pravdépodobnosti cca 1/2%2, tedy skoro nulovou. (K zamyslen{: kdyby pomér
byl vice vyvéazeny, tieba 50 plusu a 32 minusu, jak byste rozhodli? Jak urcit
spravnou hraniici?)

Piiklad 94. TODO: piti ¢aje

Priklad 95. Z tisice hodu korunou ndm padl orel 472-krdt. Mdme minci (nebo
toho, kdo s ni hdzi) podezirat z podjatosti?

4Pomeér je typicky kolem 1.05 chlapcii na jednu divku, ale zdvisi na mnoha okolnostech.

61



Jako rozumné vypada stanovit néjakou hranici x a pokud bude O, pocet orlu,
mensi nez x, tak zahlésit, Ze je mince falesnd. (Nebo moznd budeme protestovat i
pokud bude O > 1000—x — zélez{ na ihlu pohledu.) Vybeér x ndm déva umoziuje
balancovat mezi dvéma moznymi chybami: pokud zvolime x pfiilis malé, tak
pozndme jen hodné falesné mince. Pokud naopak bude z moc blizko k 500,
tak budeme varovat pred falesnou minci bezduvodné, pii kazdé ,ndhodné osci-
laci“. Obvykly pfistup k tomuto dilamatu je ten, Ze napred stanovime tzv. hla-
dinu spolehlivosti/vyznamnosti a a pak = vybereme tak, aby chybné zamitnuti
(tj. chybné varovéani pied falesnou minc{) mélo pravdépodobnost rovnou (nebo
blizkou) a. Volba a zévisi na oboru TODO.

Dalsi mozné otazky, které muzeme pomoci statistického testovni hypotéz
zkoumat: Ma vylepSeny program kratsi dobu béhu nez puvodni? Je 1é¢ba nemoci
metodou X dobra? (Lepsi nez placebo, lepsi nez metoda Y, ...) Jsou levéci lepsi
boxefi nez pravaci?

Jak k takovym otazkam obecné pfistupovat? PopiSeme si metodu prosazo-
vanou statistikem R.A. Fisherem.

e Uvazime dvé hypotézy: Hy, Hy

e Hy, tzv. nulovd hypotéza (null hypothesis), znaci defaultni, konzervativni
model (lék nefunguje, mince je spravedlivd)

e Hy, tzv. alternativni hypotéza (alternative hypothesis) — znaci alternativni
model ,zajimavost*

e vystup naseho testovani je, Ze bud nulovou hypotézu Hy zamitneme (data
nds ,donuti* myslet si, Ze nds popis svéta nenf spravny), nebo nezamitneme
(tj. pozorovand data jsou s nulovou hypotézou v souladu).

Protoze vSechna nase pozorovani jsou vysledek ndhodného procesu, nemuzeme
nic tvrdit s jistotou. Muzeme se tedy dopustit dvou typu chyb:

e Chyba 1. druhu: chybné zamitnuti. Zamitneme Hy, i kdyz plati. ,, Trapas.

e Chyba 2. druhu: chybné ptijeti. Nezamitneme Hy, ale ona neplati. ,,Pro-
marnénd piilezitost.

Postupujeme tedy takto:

e Vybereme vhodny statisticky model.

e Volime hladinu vjznamnosti (significance level) . Test budeme konstruo-
vat tak, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu, tj. chybného zamitnuti Hy,
byla a. Typicky a = 0.05.

e Urcime testovou statistiku T = h(Xq,...,X,), kterou budeme uréovat z
naméfenych dat.

e Urcime kriticky obor (rejection region) — mnozinu W.
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e Naméifme hodnoty z1, ..., 2., realizace néh. veliéin X1,..., X, — az ted,
po urceni vSech detaili testu. Jinak bychom byli v pokuseni vybrat z
nékolika moznych testu ten, ktery nam déva spravné vysledky.

e Rozhodovaci pravidlo: zam{tneme Hy pokud t = h(z1,...,z,) € W.
e Je tedy a = P(h(X) € W, Hy).

e Déle oznaéime § = P(h(X) ¢ W; Hy) pravdépodobnost chyby 2. druhu.
Hodnotu 1 — 8 oznacujeme jako silu testu.

Vyse uvedeny postup davéd jen dva vystupy: ano/ne. Muzeme ale chtit z
naméfFenych dat zjistit néco vice. Casto pouzivany postup je vypocet tzv. p-
hodnoty: minimélni «, pro které bychom Hy zamitli. Jinak fe¢eno, je to pravdépodobnost,
ze namétrime data, kterd jsou alespon ,tak Spatna“ jako ta, co vidime.

Vsimneéte si, ze nepiseme P(h(X) € W|Hy). St¥ednik v zdpise mé naznacit,
ze pocitame pravdépodobnost ve svété, kde plati hypotéza Hy. Protoze ale to,

v jakém zijeme svété (a jaké hypotézy ho popisuji) nepovazujeme za ndhodny
jev, nemuzeme zde pouzit znac¢eni podminéné pravdépodobnosti. Toto se zméni
v tzv. Bayesovské statistice, ke které se ale tento semestr nedostaneme.

Priklad 96. Nalili nam sprdavnou miru? Nebo presnéji: je stredni hodnota ta-
kovd, jakd je v ndpojovém listku?
o Xi,..., X, ndhodny vibér z N(9,0?)

2

e Predpoklddejme, Ze o° zndme ze zkusSenosti.

e Hy:9 =y (napr. u=0.51¢) Hy:9#u

Postup: volime statistiku Z = f/‘\;ﬁ“ Vime, ze Z ~ N(0,1), pokud plati Hy.
Proto pokud zvolime W = {x : |z > z4/2}, kde opét z,/o = (1 — a/2),
tak bude pravdépodobnost chyby 1. druhu pfesné «. (Pravdépodobnost chyby
2. druhu, a tedy sila testu, zavisi na tom, jak je ¢ blizké k p.)

Toto je piiklad tzv. jednovygbérového testu (ome-sample test) — vybirdme z
jedné populace, testujeme jeji parametr. Koncepéné jiny je tzv. dvouvgbérovy
test (two-sample test), kde vybirdme ze dvou populaci a testujeme, zda se jejich
statistické vlastnosti lisi.

Priklad 97. Nalili ndm stejné jako kamarddovi? Nebo presnéji: je stiedni hod-
nota stejnd pro nds oba?

o Xi,..., X, ndhodny vibér z N(Vx,0?)
o Yi,...,Y,, ndhodny vijbér z N(dy,0?)

2 zndme.

Predpoklddejme stdle, Ze o

0H0:’L9X:19y H1:19X?é’l9y
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Ozna¢me S = X,, — Y,,. Opét jisté plati E(S) = 0, pokud plati Hy. Spocteme
nyni rozptyl:

var(S) = var(X,,) + var(V;,) = o?/n + o /m.

Oznacime tedy

Xn_Ym
7 = —.

Podle piedchoziho vypoctu je Z ~ N(0,1). Muzeme tedy volit W stejné jako v
predchozim piipadu.

Test, ktery jsme vytvorili, se nazyva Z-test.

Co si poéit s nesfastnym piredpokladem znalosti rozptylu? Pouzijeme vybé&rovy
rozptyl, neboli bodovy odhad rozptylu z nameérenych data. V pripadé jednovybérového
testu tedy oznacime S% = L-3"" (X, — X,)? a

T— Ak
Sn/V/n

Pokud je totiz §,2l odhad rozptylu jednotivych veli¢in, tak jejich prumér ma roz-

ptyl n-krat mensi, proto ve jmenovateli vystupuje §n /+/n. Jak uz jsme si fikali
u intervalovych odhadu, rozdéleni veli¢iny T je znamé, je to tzv. Studentovo
t-rozdéleni. Zejména jeho parametry nezavisi na p ani na o. Upravime tedy
kriticky obor na

W ={z:|z| >y}, kde to/0 = ¥, (1 - a/2).

TODO: Co v pripadé dvouvybérového testu?

Upraveny test, se nazyva T-test (a pouzivd se Castéji nez Z-test, protoze
predpoklad znalosti o2 je trochu umély). Historicky se tyto testy pouzivaly s ta-
bukami funkci ® a ¥,,_;. Dnes misto tabulek obvykle pouzijeme knihovni funkce
ve vhodném softwaru, nebo spi§ rovnou funkci, které predhodime vstupni data
a ona spocita, zda hypotézu zamitnout, resp. jaka je p-hodnota. V Pythonu tak
pouzijeme scipy.stats.ttest_lsamp() nebo scipy.stats.ttest_ind(), v Rku t.test().

TODO pérové testy!

TODO: Hustrace s ¢isly na computeru

e Xi,...,X,, ndhodny vybér z Ber(dx)
e Y1,...,Y,, ndhodny vybér z Ber(dy)
0H0:19X:19y Hlllgx#’l?y

TODO
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p-hacking Lakavy postup je namérit néjakd data, hledat v nich zajimavosti,
a ty pak povazovat za prokdzanou pravdu. Je ale tieba si uvédomit, ze kdyz
médme dost dat, tak tam néjaké zajimavosti budou ,shodou okolnosti“ (néco
jako Ramseyova véta v diskrétni matematice) — viz obrézek o pavoucich v ivodu
statistické kapitoly.

Jesté hufe: muzeme byt v pokuseni test opakovat, dokud neobjevime zadany
vysledek. Je ale tfeba si uvédomit, ze to je ekvivalent toho, kdyz hrajeme
,Clovéce, nezlob se“ a kdyz ndm nepadne Sestka, tak se dozadujeme opako-
vaného hodu.

Spravny piistup je usilovat o reprodukovatelnost — po exploraéni analyze dat
udélame nezavisly sbér dat a ten analyzujeme konfirmacné. Piipadné dopiedu
nahodné rozdélime data na ¢ast pro tvorbu hypotéz a ¢ast pro jejich potvrzeni . ..
jednoduchy pripad kifzové validace (cross validation). Z pohledu celé védecké ko-
munity jsou kontrolou reprodukovatelnosti tzv. metaanalyzy — prehled raznych
pozorovani téhoz experimentu a souhrn toho, co kolikrat vyslo.

14.1 Testy dobré shody

Zatim jsme se prevazné bavili o méfeni numerickych dat — takovych, kde dava
smysl z naméfenych hodnot poéitat prumér. Nyni se podivdme na kategoridlni,
takova, kde piipadné pfirazeni ¢isel jednotlivym variantdm mé& jen smysl po-
mocného kédovani: barva o¢i, politickd preference, misto narozeni. Pak jediné,
co muzeme zkoumat, je pocet opakovani jednotlivych hodnot. Pfipomenme si
definici multinomického rozdéleni.

Definice 98. Ddna p1,...,pr > 0 tak, Ze py + p2 + -+ + pr = 1. n-krdt zo-
pakuji pokus, kde muze nastat jedna z k moznosti, i-td md pravdépodobnost p;.
X, = kolikdt nastala i-td moznost (X1,...,Xx) md multinomické rozdéleni s
parametry n, (p1,...,Pk)-

e trivialni piipad: X; = pocet hodu kostkou, kdy padlo 4

o dulezity piipad: X; = pocet vyskytu i-tého pismene, i-tého slovniho druhu,

e P(X1=x1,..., X =a) = (wl,ﬁ’wk)pfl...pi’“ (%)

Budeme ted uvazovat situaci, kdy jsou jednotlivé pravdépodobnosti neznamy
parametr, budeme je tedy oznacovat ¥ = (91, ...,9) € © (mnozina © tedy ob-
sahuje vSechny k-tice nezdpornych ¢isel se souctem 1). Vybereme si oblibenou
hodnotu ¥* € © a budeme testovat nulovou hypotézu Hy : 9 = ¥*. Tak jako
v predchozi kapitole bude nasim cilem stanovit pravidlo, kterd namérend data
jsou ,pfili§ extrémni“ na to, abychom véfili, ze pochazeji z multinomického
rozdéleni s parametry n, 9*. I tady to udélame tak, ze vybereme vhodnou sta-
tistiku T = T'(X4, ..., X,) a zamitneme pokud bude T piilis velkd, tedy bude
W = (,00) pro vhodnou hodnotu 7.

Oproti hodu minci v minulé kapitole, tady neni vubec jasné, jakou T zvo-
lit, neboli jak méfit, ze hody kostkou neodpovidaji modelu: asi bychom byli
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nejradéji, kdyby X; = ¥;n — ale co kdyz to neplati, jak mame odchylky jednot-
livych méfeni kombinovat?

Obecny postup (ktery se hod{ nejen u testu dobré shody) je tzv. test podilem
vérohodnosti (likelihood-ratio test). Vychdzime z pojmu vérohodnosti, ktery
jsme uz potkali v kapitole o bodovych odhadech. Az budeme mit naméiend
data ¢ = (z1,...,2x), tak kazdému parametru ¥ € © priradime vérohodnost

L(z;9). Prlpomenme ze takhle jsme metodou maximéalni vérohodnosti hledali
takové 19 pro které je L(x; 19) maximalni. Pokud 9 = 9%, tak je vérohodnost ¥*
mensi — pokud bude mensi o hodné, tak bychom asi radl zamitli nulovou hy-
potézu. Budeme tedy posuzovat podil L(x;@)/L(x; ¥*). Z technickych duvodu
formulku jesté upravime:

L(x;9)
(z;9%)

Podivejme se nyni, kam nés tato metoda zavede pro multinomické rozdéleni.

Podle vzorce (x) je L(z;9) = Hle ¥;*. Pro nalezeni nejvérohodnéjsiho pa-

G—QlogL

rametru ¢ muzeme pouzit postup z matematické analyzy — metodu Lagran-
geovych multiplikdtort pro nalezeni vdzanych extrému. TODO Touto metodou
bychom dosli k ocekavanému vysledku o /n. Explicitné, pro kazdé i je nejvic
vérohodnd pravdépodobnost i-tého vysledku U; =z /m, neboli se jednd o ,na-
samplovanou pravdépodobnost® ziskanou nasim méfenim. (Vsimnéte si, ze to
souhlasi s vypoétem pro k = 2 (hdzen{ minc{) v kapitole TODO.)

Po dosazeni ziskdvame

To jesté pro prehlednost preznacéime — oznacime E; oéekdvanou (expected) hod-
notu X; a O; pozorovanou (observed) hodnotu. Je tedy E; = ndf a O; = x;. V
tomto znaceni mame

k 0
Gz?ZOilogﬁ
i=1 v

Tento vyraz se da aproximovat pouzitim Taylorova polynomu a dostaneme

i=1

2

Ted méame hned dvé statistiky, které néjakym zptisobem méif odklon naméfenych
dat od idealnfho stavu F; = O; (v ném bude G = x? = 0) az po extrémni piipad,
kdy vSechny pokusy dopadly stejnym vysledkem.

Zbyva posledni krok: stanovit kriticky obor, ve kterém budeme nulovou hy-
potézu zamitat. Tak jako v jinych pripadech testovani hypotéz musime vyvazit
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pravdépodobnost chyby I. a II. druhu. Zvolime tedy « a hledame takové v, aby
P(T > ~;Hy) = a (proT = G nebo T = x?). Jak to udélat? Mame t¥i moznosti:

e pro mald n muzeme projit postupné vsech £" moznych vystupu n pokusu
(nebo o néco efektivnéji, vsech ("+:_1) moznych vysledkt multinomického
rozdéleni). Pro kazdy z nich vyhodnotime statistiku 7" a pak vybereme ta-
kovou hodnotu v, aby T' > v jen ve 100« procentech ptipadu. Zde budeme
znat pravdépodobnost chyby prvniho druhu pfesné, proto se tomuto po-
stupu tika pfesny, nebo téz exakini test. Je ale ponékud neprakticky.

e pokud je n vétsi, muzeme postup podle piedchoziho bodu simulovat po-
moci dostatecné velkého po¢tu ndhodnych vzorkua. Pro piipad s kostkou:
hodime tisickrat n idedlnimi kostkami, pokazdé zmétime hodnotu T'. Jako
~v pak zvolime 51. nejhors$i namérenou hodnotu.

e konecné pro velké n a statistiku x? mizZeme pouzit aproximaci pomoci
tzv. x2-rozdéleni s k — 1 stupni volnosti. Jde o rozdéleni ndhodné velic¢iny
Q=2}+-+2} |, kde Z1,...,Z_1 jsou n.n.v. s rozdélenim N(0,1).
D4 se ukazat, ze pro velkd n je rozdéleni (diskrétni n.v.) statistiky x?2
(za platnosti hypotézy Hy) blizké rozdéleni (spojité n.v.) @. Budeme tedy
volit v = Fél(l — «a) a pak bude platit P(Q > v) = a.

Piiklad 99. Hdzime opakované kostkou. Jednotlivd ¢isla padla s cetnosti 92,
120, 88, 98, 95, 107. Je kostka spravedliva?

Méme tedy n = 600, x = (92,120, 88,98,95,107). Testujeme nulovou hy-
potézu Hy : ¥ = 9* = (1/6,...,1/6). Nejvérohodnéjsi parametr je

J= (92/600, 120/600, 88/600, .. . ).
Nicméné moznd je ¥* také dost vérohodné? Dosadime do vzorce

» (92-100)2 (120 —100)2 = (88 — 100)? L (98- 100)2
100 100 100 100

(95— 100)2 (107 — 100)2
0 T 100

=6.87

Ke zjisténi, zda 6.87 je piilis velkd pouzijeme aproximaci pomoci x? rozdéleni s
péti stupni volnosti. Pomoci knihovn{ funkce qchisq(0.95,5) ziskdme ~ = 11.1.
Takze vysledek naseho hézeni kostkou rozhodné neumoznuje nulovou hypotézu
zamitnout. MuZzeme i spoc¢itat p-hodnotu pomoci 1—pchisq(6.87,5) ziskdme
priblizné 0.23 — takze cca 23 procent hodu kostkou je jeSté vic nevyvéazenych,
nez ten, ktery analyzujeme.

Dalsi rozsireni

e Pro zkoumadni rozdéleni libovolné n.v. Y muzeme vybrat ,pfihrdadky“ By, ...

(rozklad R) a zkoumat, kolikrat je Y € B;

e Obdobny test pro nezavislost (diskrétnich) ndhodnych velic¢in
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15 Linearni regrese

TODO
TODO regrese jako testovani hypotéz

16 Neparametricka statistika

16.1 Empiricka distribuc¢ni funkce

Zatim jsme pievazné mluvili o tzv. parametrické statistice — uvazovali jsme mo-
dely popsané pomoci parametri, typicky jich nebylo mnoho (napiiklad stfedni
hodnota a rozptyl). To mnoho véci zjednodusuje (mj. ndm pak staci méné dat) —
ale nepomuze ndm to v situaci, kdy zkoumana situace takovy jednoduchy model
nema.

Pokud tedy nemuzeme hledat parametry, co ndm zbyva? Kazda nahodné
veli¢ina, resp. jeji distribuce, je pfesné popsand pomoci distribuéni funkce. Muzeme
se tedy pokusit tuto distribuéni funkci aproximovat.

Definice 100. Necht Xi,..., X, ~ F je ndhodny vijbér. Empiricka distribuéni
funkce (empirical CDF) je definovdna

Fu(a) = W

kde I(X; < z) =1 pokud X; < x a 0 jinak.

ecdf(X) ecdf(X)

Fn(9)
Fn(9)

Véta 101 (Vlastnosti ecdf). Pro pevné x plati
o E(F,(z)) = F(x)

. var(ﬁn(m)) = 7F($)(17L_F(x))

o E, () konverguje k F(z) v pravdépodobnosti, piseme F,(z) R F(x).
Diikaz. Slaby zdkon velkych ¢isel. O

68



Poznamky:

e plati i silnéjsi Glivenko—Cantelliho véta, kterd iikd, ze konvergence k nule
plati ,pro vSechna z najednou®:

lim sup |F(x) — ﬁn(x)\ =0 skoro jiste.

n—oo z€ER

v

konvergence.
Véta 102 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz). Necht X1,..., X, ~ F jsou n.n.v.,
F,, jejich empirickd distribucni funkce. Necht E(X;) je koneénd pro kazdé i =
1,...,n. Zvolme a € (0,1) a oznacme € = ,/i log % Pak plati
P(F,(z)—e < F(z) < Fp(z)+¢)>1—a.

TODO: dusledek: KS test (Kolmogorov Smirnov)

ecdi()

(Obrazek vytvoril wiki-editor Sivajil2331, a = 0.05.)

ecdl()

16.2 Permutacni test
e Mdme k dispozici dvé sady nezdvislych ndhodnych veli¢in (ndhodné vybéry):

° Xl,...,XnNFX aYl,...,meFy

Chceme rozhodnout, zda plati Hy : Fix = Fy nebo Hy : Fx # Fy

Piiklady: doba béhu programu pied/po vylepseni, hladina cholesterolu u
lidf co jedi/nejedi Zazracnou Superpotravu™, frekvenci kratkych slov v
textu autora X a Y.
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e Nevime nic o vlastnostech Fx, Fy (zejména netekdme, zZe je normalni)
Postup:
e Zvolime vhodnou statistiku, napf.

T(X1,..., Xn,Y1,..., V) = | X0 — Vi

o tons :=T(X1, .., Xn,Y1,..., V)

e Za piedpokladu Hj jsou ,,vSechny permutace stejné“: X; i Y; se generovaly
ze stejného rozdéleni.

e Nahodné zpermutujeme zadanych m + n ¢isel a pro kazdou permutaci
vycislime T' — dostaneme 11, o, . .., T(nqn)t-

e Jako p-hodnotu vezmeme pravdépodobnost, ze T' > tps, neboli
S D I(Ty > tobs)
b= (m+n)! - g~ tobs/:

e To je pravdépodobnost chyby 1. druhu, neboli Hy zamitneme, pokud je
p < a (pro nadi zvolenou hodnotu «, napi. a = 0.05).

Vylepseni

e ZkousSet vSechny permutace muze trvat moc dlouho. Vezmeme tedy jen
vhodny pocet B nezavisle ndhodné vygenerovanych permutaci a spo¢itame
jenom B hodnot T7,...,Tg.

e Jako p-hodnotu vezmeme odhad pravdépodobnost, ze T > tq1s, neboli

1
E I(TJ > tobs).

Jj=1

e Pro dostateéné velké m, n dava podobné vysledky jako testy zalozené na
CLV, vhodné je tedy zejména pro stredné velké pocty.

17 Generovani n.v.

Zakladni metodou je tzv. inverzni samplovdni (inverse sampling), neboli pouziti
Véty 61. (Jméno je odvozeno z toho, ze pro spojité n.v. je kvantilova funkce
inverzi funkce distribu¢ni.)

Neni tézké si rozmyslet, ze metoda funguje i pro diskrétni n.v. a déla presné
to, co by ¢lovék cekal: pokud pozadovand n.v. nabyva hodnoty xi,zs,... s
pravdépodobnostmi py,pa, ..., tak rozdélime interval [0,1] na intervaly délek
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p1,P2,... apokud U, tj. uniformni n.v., padne do i-tého intervalu, tak vygene-
rujeme hodnotu ;.

Casto se ale stane, ze neumime dobfe spocitat kvantilovou funkei nghodné
veli¢iny, ale hustotu umime. Pro tyto pfipady je vhodna metoda zvana zamitaci
samplovdni (rejection sampling). Je zalozend na tom, Ze chceme generovat n.v.
X za pomoci n.v. Y, kterou generovat umime. Pfitom X a Y maji podobné
rozdéleni, v tom smyslu, Ze pro né&jakou konstantu ¢ > 0 plati pro vSechna
redlnd t nerovnost fx(t) < cfy(t).

K pochopeni metody se hodi si pfipomenout tvodni pohled na hustotu
n.v.: pokud B = (B, Bs) je ndhodny bod pod grafem funkce fx, tak Bi,
prvni soufadnice bodu B, mé rozdéleni X. Pokud zafixujeme hodnotu prvni
souradnice By = z, tak plati 0 < By < fx(x) (protoze B je pod ktivkou fx),
navic je By v tomto rozsahu uniformné rozdéleny.

1. Vygenerujeme y, u coby realizace n.v. Y s hustotou fy, a U ~ U(0,1).

2. Pokud u < £XW ok X .=
cfy (y)’

3. Jinak hodnotu Y, U zamitneme a opakujeme od bodu 1.

Vysvétleni: pro dané y je cufy (y) rovnomérné rozdéleno na [0, cfy (y)]. Po-
kud je tato hodnota mensi nez fx(y), tak dvojice (y, cufy (y)) je ndhodny bod
pod grafem fx, a tedy ji muzeme pouzit k vygenerovani n.v. X. Pokud je
cufy (y) > fx(y), musime y i u zahodit a za¢it znovu.

Nékdy se téz pouzivaji specidlni upravy pro jednotlivé druhy ndhodnych
veli¢in: tzv. rozdéleni gamma je souctem nékolika nezdvislych exponencialnich
rozdéleni. Muzeme ho tedy tak i generovat. Normalni rozdéleni je vhodné genero-
vat po dvou v polarnich soufadnicich, atd. To vsak uvadime jen pro zajimavost,
k podrobnéjsimu zkoumani to nechame specialistum.

18 Seznam znaceni
o (X=za}t={we: X(w)=2a}

e px(x) =P(X =x) = P{X = z}) — pravdépodobnostn{ funkce X

o pxv(z,y) = P(X = 2&Y = y) — sdruzend pravdépodobnostni funkce

XY

e pxy(zly) = P(X =2 | Y = y) - podminénd pravdépodobnostni funkce
X

o Fx(x) = P(X <z)=P{X <z}) — distribuéni funkce X

o Fxy(z,y) =P(X <z&Y <y) - sdruzend distribuéni funkce X,Y
) — hustota X

[ fx(.’E
o fxy(z,y) — sdruzend hustota X,Y
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o fxv(zly) = fxy(z,y)/fy(y) — podminénd hustota X,Y
e (a,b),[a,b] — otevieny, uzavieny interval

e (a,b) — skaldrni soucin

19 Prerekvizity

Aneb co pouzivdme z jinych ¢asti matematiky (zatim jen heslovité).
o Y iodt =L
° Yiled" = ﬁ
¢ Yoo (Waty T = @)
* ZZ:O (0) (20) = (mjn)
e Definice f:f

e Pokud f : [a,b] — [0, 00) je funkce, tak fab f(x)dx je obsah plochy omezené
grafem funkce f na intervalu [a,b]. (Pokud tedy ten integral existuje.)

TODO: obrazek

e vztah integralu a derivace

20 Bonusy

Nepirednéselo se, nemusite umét. Ale tfeba to nékoho zaujme.

Spojitost pravdépodobnosti
Véta 103. Necht pro mnoZiny z prostoru jevi plati
A C A CA3C -
a A=U2A;. Pak plati
P(A) = lim P(A4;).
71— 00

e A, C{P,O}, A, = mezi prvnimi n hody padl aspoii jednou orel.

Borel-Cantelliho lemma
Véta 104. Necht jevy Ay, Aa, ... spliiuji P(A;) = p; > 0 pro kazdé i. Oznaéme
Nic jev ,nenastal Zadny z jevi {A;}“ a Inf jev ,nastalo nekoneéné mnoho z jevi
{Ai}*

1. Pokud ), p; < oo, tak P(Inf) = 0.

2. Pokud jsou jevy Ay, As, ... nezdvislé a
> ;i = 00, tak P(Nic) =0, P(Inf) = 1.
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