
3. cvi£ení z PSt � 4.�8.3.2024

Nezávislé jevy

Bu¤ I libovolná mnoºina index·. Jevy {Ai : i ∈ I} nazveme nezávislé (independent), pokud pro kaºdou
kone£nou mnoºinu J ⊆ I

P (
⋂
j∈J

Aj) =
∏
j∈J

P (Aj).

Pokud podmínka platí jen pro dvouprvkové mnoºiny J , nazýváme jevy {Ai : i ∈ I} po dvou nezávislé
(pairwise independent).

1. Dva hody mincí modelujeme uniformním prostorem Ω = {PP, PO,OP,OO}. Ov¥°te, ºe jev A1 �první
hod byla panna� a A2 �druhý hod byla panna� jsou nezávislé podle de�nice vý²e.

2. (pokra£ování) Máme op¥t pravd¥podobnostní prostor se £ty°mi elementárními jevy {PP, PO,OP,OO},
ale tentokrát není uniformní. Jako v p°edchozím p°íkladu, jev A1 je �první písmeno je P � a jev A2 je �druhé
písmeno je P � . P°edpokládáme, ºe P (A1) = p1, P (A2) = p2 a ºe jevy A1 a A2 jsou nezávislé. Ov¥°te, ºe tím
je ur£ena pravd¥podobnost kaºdého jevu v tomto pravd¥podobnostním prostoru.

3. Pokud jsou jevy A, B nezávislé, tak jsou nezávislé i jevy A, Bc. A také jevy Ac, Bc. (P°ipomenutí:
Ac = Ω \A.)

4. (a) Mohou být jevy A, B nezávislé a zárove¬ disjunktní?
(b) Mohou být jevy A, B nezávislé a zárove¬ A ⊆ B?

5. Najd¥te jevy A, B, C (na libovolném pravd¥podobnostním prostoru), které
(a) jsou nezávislé.
(b) nejsou po dvou nezávislé, ale P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C).
(c) jsou po dvou nezávislé, ale P (A ∩B ∩ C) ̸= P (A)P (B)P (C).

6. * Najdete náhodné jevy A, B, C takové, ºe

� A, B jsou nezávislé za podmínky C, tj.

P (A ∩B | C) = P (A | C)P (B | C),

� A, B jsou nezávislé za podmínky Cc,

� ale A, B nejsou nezávislé?

P°ípravka na náhodné veli£iny

7. Prokop hází basketbalovým mí£em na ko², v kaºdém pokusu má pravd¥podobnost zásahu p = 1/10,
pokusy jsou nezávislé. Skon£í po prvním zásahu. Ozna£me X celkový po£et hod·.

(a) Jaká je P (X > k)? (Zkuste nap°ed pro k = 1, k = 2.)
(b) Jaká je P (X = k)? (Ur£ení t¥chto £ísel se nazývá popis distribuce X.)
(c) Jaká je P (X ≥ 10 | X ≥ 5)?

8. Pokra£ování z minulé úlohy: ozna£me Y = X mod 2, tj. Y = 0, pokud je X sudé, jinak Y = 1. Ur£ete
distribuci Y .

9. Quido také hází mí£em na ko², má pravd¥podobnost p, ºe se trefí a také jsou hody nezávislé. Ozna£me Z
po£et zásah· z n pokus·. Ur£ete distribuci Z (tj. P (Z = k) pro v²echna k).



Bonus

10. Pokud vidíme bílého pudla, zvy²uje to na²i d·v¥ru, ºe je kaºdá vrána £erná?

11. (Kasino v St. Petersburgu) Házíme opakovan¥ mincí. Pokud poprvé padla panna v n-tém hodu, dosta-
neme odm¥nu 2n. Kolik byste byli ochotní zaplatit za ú£ast v této h°e?

K procvi£ení

12. V truhle je sto mincí. Z nich 99 je normálních, ale jedna má na obou stranách orla. Vytáhneme náhodnou
minci a ²estkrát s ní hodíme, pokaºdé padne orel. Jaká je pravd¥podobnost, ºe jsme si vytáhli �dvouorlovou�
minci? (Zkuste nap°ed odhadnout, pak spo£ítat.)

13. Na chorobu C máme dva testy, A a B. Test A má sensitivitu i speci�citu p = 0.95. Test B vºdy °ekne,
ºe pacient je zdravý. P°edpokládejte, ºe P (C) = 0.01.

(a) Spo£t¥te pro oba testy pravd¥podobnost úsp¥chu (tj. správné odpov¥di), pouºijeme-li je na náhod-
ného pacienta. Rozmyslete si, co to °íká o uºite£nosti obou test·.

(b) Pro jaké p je pravd¥podobnost úsp¥chu obou test· stejná?

14. Ve volbách hlasují lidé pro dva kandidáty, A a B. P°i odchodu z volební místnosti jsou voli£i náhodn¥
poºádáni o ú£ast v exit-poll. P°edpokládejme, ºe kdo odpoví, odpoví popravd¥ koho volil, ale ne v²ichni se
zú£astní. Ozna£íme-li E mnoºinu voli£·, kte°í se exit-pollu zú£astní, tak p°edpokládejme P (E | A) = 0.7 a
P (E | Ac) = 0.4. Výsledky exit-pollu jsou 60 % pro A. Jaký je skute£ný podíl lidí, kte°í hlasovali pro A?

15.Kou°ovými signály p°ená²íme binární soubor. Je proto pom¥rn¥ vysoká pravd¥podobnost chyby u kaºdého
bitu: 0 se jako 0 p°enese jen s pravd¥podobností 0.9, 1 jako 1 jen s pravd¥podobností 0.8. P°edpokládejme
(trochu neseriózn¥), ºe jednotlivé znaky se p°ená²í nezávisle. Dále p°edpokládejme, ºe ve vysílané zpráv¥ je
stejn¥ nul a jedni£ek.

(a) Pokud jsme dostali signál 0, jaká je pravd¥podobnost, ºe byl opravdu vyslán?
(b) Dostali jsme zprávu 0010. Jaká je pravd¥podobnost, ºe byla opravdu vyslána?
(c) Jak se výpo£et zm¥ní, pokud budeme pro kontrolu vysílat kaºdý symbol t°ikrát (a pak vezmeme

£ast¥j²í z t¥ch t°í pokus·)?


