
9. cvi£ení z PSt � 11.�14.4.2023

Soupis vzore£k·

� Vztah sdruºené hustoty a sdruºené distribu£ní funkce

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (s, t)dtds

fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x, y)

∂x∂y

� Marginální hustota ze sdruºené fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dy

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x, y)dx

� Dvojné integrály jde prohazovat (Fubiniho v¥ta)∫
X

∫
Y

f(x, y)dydx =

∫
Y

∫
X

f(x, y)dxdy.

Pot°eba je, aby se nejednalo o �integrály typu ∞−∞� , neboli
∫
X

∫
Y
|f(x, y)| musí být kone£ný

� pro �rozumnou� mnoºinu A

P ((X,Y ) ∈ A) =

∫
A

fX,Y (x, y)dxdy.

� nezávislost X, Y ⇐⇒ FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y) ⇐⇒ fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

� E(X | B) =
∫∞
−∞ x · fX|B(x)dx

� PNS: E(g(X)|B) =
∫∞
−∞ g(x)fX|B(x)dx

� X, Y jsou spojité n.n.v.. Pak Z = X + Y má hustotu fZ(z) =
∫∞
−∞ fX(x)fY (z − x)dx.

Práce s distribu£ní funkcí

1. Metrový klacek rozlomíme na dva kusy � lomem v uniformn¥ náhodném bod¥. Bu¤ D délka del²í £ásti.
(a) Jaké je rozd¥lení D? (b) Ur£ete E(D).

2. Pro jistý problém máme k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spo£ívá v tom, ºe si náhodn¥
vybereme, který z algoritm· A, B spustíme � A bude mít pravd¥podobnost p, B pravd¥podobnost 1 − p.
Dobu b¥hu A, B, C chápeme jako náhodné veli£iny, ozna£íme je X, Y , Z.

(a) Ur£ete FZ pomocí FX , FY . (b) Pokud jsou X, Y spojité, ur£ete fZ pomocí fX , fY .

3. Nech´ Xi ∼ Exp(λi) pro i = 1, . . . , n jsou nezávislé náhodné veli£iny. Ozna£me M = min(X1, . . . , Xn).
Ukaºte, ºe M ∼ Exp(λ1 + · · ·+ λn).

4. Bu¤ Y maximum z k uniformn¥ náhodných £ísel z intervalu [0, 1].
(a) Najd¥te distribu£ní funkci FY .
(b) Odsud ur£ete hustotu fY .
(c) Spo£t¥te E(Y ).
(d) Jak je to pro minimum t¥ch £ísel?



Generování náhodných veli£in

5. Vzpome¬te si na v¥tu z p°edná²ky. Nech´ U ∼ U(0, 1). Jak vyrobíte náhodnou veli£inu
(a) s rozd¥lením U(a, b)?
(b) s rozd¥lením N(0, 1)? (Vyuºijte funkce Φ jako �black box�.)
(c) s uniformním rozd¥lením na mnoºin¥ {1, 2, . . . , 6}?

Konvoluce

6. Bu¤te X,Y, Z ∼ U(0, 1) nezávislé náhodné veli£iny.
(a) Jaké je rozd¥lení X + Y ? Ur£ete hustotu (dv¥ma zp·soby) � podle konvolu£ního vzorce i �podle

obrázku� .
(b) Jaké je rozd¥lení X + Y + Z? Pro jednoduchost ur£ete hustotní funkci jen na intervalu [0, 1].
(c) Jak výsledek ov¥°it samplováním?

7. Bu¤te X,Y, Z ∼ Exp(λ) nezávislé náhodn¥ veli£iny.
(a) Jaké je rozd¥lení X + Y ? (b) Jaké je rozd¥lení X + Y + Z?

Sdruºená hustota

8. Nech´ X, Y mají sdruºenou hustotu fX,Y (x, y) = e−x−y pro x, y > 0 (a 0 jinak).
(a) Ur£ete marginální hustoty fX , fY .
(b) Ur£ete také distribu£ní funkce FX , FY , FX,Y .
(c) Jsou X, Y nezávislé?
(d) Najd¥te P (X + Y ≤ 1) a P (X > Y ).

9. (Bu�onova jehla) Na nekone£nou podlahu hodíme náhodn¥ jehlu délky ℓ. Podlaha je z prken, jejichº
okraje tvo°í rovnob¥ºné p°ímky ve vzdálenosti d. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe jehla bude p°esahovat okraj
n¥kterého prkna.

Nápov¥da

1: Spo£t¥te nap°ed distribu£ní funkci D, pak její hustotu.
2: V¥ta z poslední p°edná²ky (nebo obecn¥ji v¥ta o celkové pravd¥podobnosti).
3: Jaká je distribu£ní funkce M pomocí distribu£ních fcí X1, . . . , Xn.
4: Jaká je distribu£ní funkce Y pomocí distribu£ních fcí t¥ch uniformn¥ náhodných £ísel?
5a: Napi²te vzorec distribu£ní funkce U(a, b) a odsud ur£ete kvantilovou funkci.
5b: Nehledejte explicitní vzorec, jen formulku pomocí Φ.
5c: Nakreslete si nap°ed, jak vypadá distribu£ní funkce, pak jak vypadá kvantilová funkce.
8d: Nakreslete, p°es jakou mnoºinu se má integrovat. Pak p°ípadn¥ vyjád°ete jako dvojný integrál se

správn¥ zapsanými mezemi. Pokud zvlédnete to, zbytek je lehký.
9: Nakreslete obrázek a popi²te polohu jehly pomocí dvou náhodných prom¥nných (posun a úhel).

K procvi£ení

10. Házíme na ter£ � kruh o polom¥ru 1. P°edpokládejme, ºe kaºdý bod v ter£i má stejnou pravd¥podobnost
zásahu, p°esn¥ji, kaºdá jeho podmnoºina má pravd¥podobnost úm¥rnou své plo²e. Ozna£me X vzdálenost od
st°edu. (a) Najd¥te distribu£ní funkci FX . (b) Najd¥te hustotní funkci fX . (c) Zjist¥te E(X),
var(X), σX .

11. Volme uniformn¥ náhodn¥ bod z polokruhu o polom¥ru 1, se st°edem v po£átku a v horní polorovin¥.
(Uniformn¥ znamená, ºe pravd¥podobnost kaºdé podmnoºiny je úm¥rná jejímu obsahu.) Ozna£me X, Y
sou°adnice zvoleného bodu.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y .
(b) Najd¥te marginální hustotu fY a spo£t¥te pomocí ní E(Y ).
(c) Pro kontrolu spo£t¥te E(Y ) p°ímo (pomocí pravidla PNS).


