
7. cvi£ení z PSt � 27.3.�31.3.2023

P°ipome¬te si, ºe distribu£ní funkce FX je de�nována vztahem

FX(x) = P (X ≤ x).

Pokud je X spojitá, tak

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt

pro nezápornou funkci fX (hustotu X). Pak je

P (X ∈ A) =

∫
A

fX(t)dt, tedy zejména P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

fX(t)dt

Platí také E(X) =
∫∞
−∞ x fX(x)dx a obecn¥ji

E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(t) fX(t)dt.

Stejn¥ jako pro diskrétní n.v. platí i zde, ºe var(X) = E(X2)− (E(X))2.
Je²t¥ si p°ipomeneme, ºe pro X ∼ Exp(λ) je

FX(x) = 1− e−λx pro x ≥ 0, jinak 0

fX(x) = λe−λx pro x ≥ 0, jinak 0

E(X) = 1/λ

var(X) = 1/λ2

Pouºívání F a f

1. Pro n.v. X s distribu£ní funkcí FX vyjád°ete (a) P (X ∈ (0, 1]) (b) P (X > 0) (c) P (X < 0)
(d) P (X ∈ [0, 1])

2. Vy°e²te p°edchozí £ást znovu, pro n.v. X s hustotou fX .

3. Nech´ X je spojitá náhodná veli£ina. Vyjád°ete pomocí FX distribu£ní funkci náhodných veli£in
(a) −X. (b) X+ = max(0, X), (c) X− = −min(X, 0), (d) |X| = X+ +X−.

4. Bu¤ X náhodná veli£ina s hustotou fX(t) = 1/t2 pro t ≥ 1 a fX(t) = 0 jinak.
(a) Ov¥°te, ºe se jedná o hustotu.
(b) Ur£ete E(X).
(c) Spo£t¥te distribu£ní funkci, FX .
(d) Ur£ete P (2 ≤ X ≤ 3).
(e) Bu¤ Y = 1/X. Jaká je distribu£ní funkce náhodné veli£iny Y ?
(f) Ur£ete hustotu náhodné veli£iny Y . Pojmenujte její rozd¥lení.



Modelování pomocí n.v.

5. Pan Chen Cheng nav²tívil Prahu a v uniformn¥ náhodný £as (0:00-24:00) se objeví na Starom¥stském
nám¥stí. Kaºdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12 �gur apo²tol·.

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe pan Cheng uvidí apo²toly, aniº by £ekal déle neº 15 minut.
(b) Co kdyº pan Cheng p°ijde na Starom¥stské nám¥stí v uniformn¥ náhodném £ase po poledni, tj.

12:00�24:00?

6. P°edpokládejme, ºe u po²tovní p°epáºky trvá vy°ízení jednoho zákazníka £as, který má exponenciální
rozd¥lení a st°ední hodnotu 4 minuty.

(a) Jaký je parametr λ, jaká je distribu£ní funkce?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme £ekat více neº 4 minuty?
(c) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme £ekat n¥co mezi 3 a 5 minutami?

7. Házíme na ter£ � kruh o polom¥ru 1. P°edpokládejme, ºe kaºdý bod v ter£i má stejnou pravd¥podobnost
zásahu, p°esn¥ji, kaºdá jeho podmnoºina má pravd¥podobnost úm¥rnou své plo²e. Ozna£me X vzdálenost od
st°edu. (a) Najd¥te distribu£ní funkci FX . (b) Najd¥te hustotní funkci fX . (c) Zjist¥te E(X),
var(X), σX .

8. �íkáme, ºe náhodná veli£ina X (resp. její rozd¥lení) nemá pam¥´, pokud

P (X > s+ t | X > s) = P (X > t)

pro s, t ≥ 0. Jinými slovy, doba, kterou jsme jiº £ekali, nemá vliv na dobu, kterou budeme je²t¥ £ekat. Na
t°etím cvi£ení jsme vid¥li, ºe geometrické rozd¥lení nemá pam¥´. Ukaºte, ºe ani exponenciální rozd¥lení nemá
pam¥´. Platí dokonce, ºe je to jediné spojité rozd¥lení na kladných £ísel bez pam¥ti (a geometrické je jediné
diskrétní bez pam¥ti), ale to dokazovat nemusíte.

K procvi£ení

9. Nech´ FX je dána p°edpisem FX(x) = x/3 pro x ∈ [0, 3], FX(x) = 0 pro x < 0 a FX(x) = 1 pro x > 3.
Nech´ Y = 1/X a Z = X2. Spo£t¥te

(a) P (1 ≤ X ≤ 2) (b) P (X ≤ Y ) (c) P (X ≤ Z) (d) hustotní funkci fX . (e) distri-
bu£ní funkce FY a FZ .

10. St°ední doba ºivota harddisku je 4 roky. P°epokládejme, ºe tato doba je popsána náhodnou veli£inou s
exponenciálním rozd¥lením. (To není realistický p°edpoklad, viz nap°. https://www.backblaze.com/blog/
how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe disk selºe b¥hem prvních t°í let?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe vydrºí alespo¬ 10 let?
(c) Po jaké dob¥ se rozbije 10 % disk·?

11. Plutonium-238 má polo£as rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomocí exponenciálního
rozd¥lení: pro kaºdý atom budeme £as, za který se rozpadne, povaºovat za nezávislou náhodnou veli£inu
s rozd¥lením Exp(λ).

(a) Jaké je λ?
(b) Jaká je st°ední doba ºivota atomu plutonia-238?
(c) Po jaké dob¥ se rozpadne 90 % atom·?
(d) Kolik procent atom· se rozpadne po 50 letech? (N¥které kardiostimulátory pouºívají plutonium-238

jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

12. Doba, za kterou uvidíme meteor, je exponenciáln¥ rozd¥lená se st°ední hodnotou 1 (minuta).
(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme muset £ekat více neº 5 minut?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe se do£káme za nejvý²e jednu minutu?
(c) * Jaké je rozd¥lení £asu, kdy uvidíme druhý meteor? T°etí, . . . (P°edpokládáme, ºe jednotlivé

meteory jsou navzájem nezávislé.)


