6. cviceni z PSt — 20.-24.3.2023

Poznavacka nahodnych veliéin

1. Na krouzku mame pét kli¢i, jeden z nich je spravny, ale my nevime jaky. Zkousime oteviit dvefe.

(a) Po kazdém pokusu se nam krouzek vysmekne, a vybirdme vzdy znovu ndhodné.

(b) Vybirame v ndhodném potadi, ale kazdy kli¢ jenom jednou (miZzeme si je poznagcit).

V obou piipadech zkoumame, kolikdtym pokusem dvete otevieme. Pojmenujte, jaké je rozdéleni této

nédhodné veli¢iny a jaka je jeji stfedni hodnota.

(c) Jako ¢ast (a), ale spravné jsou dva kli¢e z deseti?

(d) Jako ¢ast (b), ale spravné jsou dva klice z deseti? (Zde je urceni st¥edni hodnoty trochu t&zsi, stati
kdyZ uréite pravdépodobnostni funkci.)

2. Jste ve skupiné s dal§imi 500 lidmi. Jaké je pravdépodobnost, ze pravé jeden z nich mé narozeniny ve
stejny den jako vy? (Ignorujte pfestupné roky a to, Ze ne ve vSechny dny se rodi stejné déti.)

Neboli: ozna¢me X pocet lidi, se stejnymi narozeninami, a spoc¢téte px(1). Jaké je rozdéleni X? Jaka je
stfedni hodnota? Aproximujte px (1) pomoci Poissonova rozdéleni.

Pokud Y je obdobny pocet pro vaseho souseda — jaky je vztah X a Y7

[Napovéda: muzete zacit s px(0), to je o néco snazsi.]

3. X je uniformné ndhodna mocnina dvojky mezi {29,291 .. 2°},
(a) Vyjadrete X pomoci ndhodné veli¢iny U, ktera je uniformné rozdélena na mnoziné {a,a+1,...,b}.
(b) Urcete E(X) a var(X).

Nahodné vektory

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px vy (z,y) = P(X = 2 &Y =vy). ,,Jednoroz-
mérné funkce“ px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. Pfipomeite si,
jak je zjistit z px,y.

4. Ozna¢me X7, X5, X3 vysledky tii nezavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s &isly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce X = X;7?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce ¥ = max (X, X2)?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z = max (X, X, X3)?
[Napovéda 1: Jakych hodnot nabyva vektor (X7, X2), pokud ¥ = k?
nebo jinak —
Napovéda 2: Uréete napied P(Y < k), P(Z < k)7 ]

5. Necht X ~ Pois()A), Y ~ Pois(p) jsou n.n.v. Pak X +Y ~ Pois(A+ p).
[Napovéda: pouzijte konvolu¢ni vzorec podobné jako na pfednéasce.]

6. Hodime tfikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubi v prvnich dvou hodech a Y pocet licii v poslednich dvou
hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,
pby-

(b) Jsou X a Y nezavislé?

(c) Urtete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkci pxy, tj. ¢isla P(X = 2 | Y = y) pro viechny
hodnoty z, y.



Spojité nahodné veliiny
Pripomeiite si, ze distribu¢ni funkce Fx je definovana vztahem
Fx(z) = P(X < x).

V nékterych pripadech (X je spojitd) je Fx(z) = [*_ fx(t)dt pro vhodnou nezapornou funkei fx (hus-
totu X). Pak je P(X € A) = [, fx(t)dt.

7. Pro n.v. X s distribu¢ni funkei Fx vyjadrete (a) P(X €(0,1]) (b) P(X >0) (c) P(X <0)
(d) P(X €[0,1])

8. Vyfeste piedchozi ¢ast znovu, pro n.v. X s hustotou fx.

Bonusy

9. Piipomeiite si definici indikdtorové nahodné veli¢iny I 4.
(a) Jaka je E(14)?
(b) Necht A = A; UAyU---U A,. Ovéite rovnost

n
1-Iy =[]~ La).
i=1
(c) Roznasobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.

10. * Oznatme M pocet emaili, které dostaneme za den, S pocet spami mezi nimi, H pocet ,hami*
— t&ch, co nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois(\) a Ze kazdy email ma nezavisle na ostatnich
pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(c) Odvodte, ze H ~ Pois((1 —p)A) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.

K procviceni

11. Uvazme skupinu m manZelskych pari (tj. celkem 2m osob). Predpokladejme, Ze po deseti letech bude
kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezavisle na ostatnich. Moznosti rozvodu apod.
neuvazujeme, tj. pary jsou neménné.

Ozna¢me L mnoZinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L|). Déale bud B
pocet pari, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné veli¢iny spliujici 0 < A < 2m a 0 < B < m. Pro
kazdé a = 0,...,2m chceme spotitat E(B | A = a).

(a) Uvazime jednoho konkrétniho ¢lovéka. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude po deseti letech naZivu,
pokud vime, Ze A = a? Jinymi slovy, pokud ten ¢lovek je z, jakd je P(x € L| A =a)?

(b) Uvéazime jeden konkrétni manzelsky par. Jaka je pravdépodobnost, Ze budou oba naZivu, pokud
vime, ze A = a?

(c) Vyjadiete B jako soucet m vhodnych indikatorovych n.v.

(d) Linearita stiedni hodnoty plati i pro podminénou stfedni hodnotu, neboli

E(ZXi | J) = Z]E(Xi ),

pro jakykoliv jev J a n.v. Xy, ..., X,,,. (To nemusite dokazovat.) VyuZijte toho k vypocteni E(B | A = a).
(e) Jaké je rozdéleni n.v. A? (Bud ho pojmenujte, nebo napiste pravdépodobnostni funkei, tj. urcete
P(A=a).)

(f) Pro zvolenou a-prvkovou mnozinu lidi M, jaka je pravdépodobnost, Ze je to piesné mnoZina piezi-
vgich? Neboli, kolik je P(L = M)? A kolik P(L=M | A= a)?

(g) Pro m = 10 a a = 4 ové&ite vysledek samplovanim v libovolném programovacim jazyce. Budete-li
pouzivat R, doporuc¢uji pozornosti piikaz rbinom(m,1,p) — vyrobi vektor s m ¢isly, kazdé z nich je rozdéleno
podle Bin(1,p), neboli Bern(p).



