
6. cvi£ení z PSt � 20.�24.3.2023

Poznáva£ka náhodných veli£in

1. Na krouºku máme p¥t klí£·, jeden z nich je správný, ale my nevíme jaký. Zkou²íme otev°ít dve°e.
(a) Po kaºdém pokusu se nám krouºek vysmekne, a vybíráme vºdy znovu náhodn¥.
(b) Vybíráme v náhodném po°adí, ale kaºdý klí£ jenom jednou (m·ºeme si je pozna£it).

V obou p°ípadech zkoumáme, kolikátým pokusem dve°e otev°eme. Pojmenujte, jaké je rozd¥lení této
náhodné veli£iny a jaká je její st°ední hodnota.

(c) Jako £ást (a), ale správné jsou dva klí£e z deseti?
(d) Jako £ást (b), ale správné jsou dva klí£e z deseti? (Zde je ur£ení st°ední hodnoty trochu t¥º²í, sta£í

kdyº ur£íte pravd¥podobnostní funkci.)

2. Jste ve skupin¥ s dal²ími 500 lidmi. Jaké je pravd¥podobnost, ºe práv¥ jeden z nich má narozeniny ve
stejný den jako vy? (Ignorujte p°estupné roky a to, ºe ne ve v²echny dny se rodí stejn¥ d¥tí.)

Neboli: ozna£me X po£et lidí, se stejnými narozeninami, a spo£t¥te pX(1). Jaké je rozd¥lení X? Jaká je
st°ední hodnota? Aproximujte pX(1) pomocí Poissonova rozd¥lení.

Pokud Y je obdobný po£et pro va²eho souseda � jaký je vztah X a Y ?
[Nápov¥da: m·ºete za£ít s pX(0), to je o n¥co snaz²í.]

3. X je uniformn¥ náhodná mocnina dvojky mezi {2a, 2a+1, . . . , 2b}.
(a) Vyjád°ete X pomocí náhodné veli£iny U , která je uniformn¥ rozd¥lená na mnoºin¥ {a, a+1, . . . , b}.
(b) Ur£ete E(X) a var(X).

Náhodné vektory

Sdruºená pravd¥podobnostní funkce je de�nována vztahem pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y). �Jednoroz-
m¥rné funkce� pX , pY se v tomto kontextu nazývají marginální pravd¥podobnostní funkce. P°ipome¬te si,
jak je zjistit z pX,Y .

4. Ozna£me X1, X2, X3 výsledky t°í nezávislých hod· £ty°st¥nnou kostkou (s £ísly 1, . . . , 4).
(a) Jaká je pravd¥podobnostní funkce X = X1?
(b) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Y = max(X1, X2)?
(c) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Z = max(X1, X2, X3)?

[Nápov¥da 1: Jakých hodnot nabývá vektor (X1, X2), pokud Y = k?
nebo jinak �
Nápov¥da 2: Ur£ete nap°ed P (Y ≤ k), P (Z ≤ k)? ]

5. Nech´ X ∼ Pois(λ), Y ∼ Pois(µ) jsou n.n.v. Pak X + Y ∼ Pois(λ+ µ).
[Nápov¥da: pouºijte konvolu£ní vzorec podobn¥ jako na p°edná²ce.]

6. Hodíme t°ikrát mincí. Ozna£íme X po£et rub· v prvních dvou hodech a Y po£et líc· v posledních dvou
hodech.

(a) Ur£ete sdruºenou pravd¥podobnostní funkci pX,Y a také marginální pravd¥podobnostní funkce pX ,
pY .

(b) Jsou X a Y nezávislé?
(c) Ur£ete P (X < Y ).
(d) Ur£ete podmín¥nou pravd¥podobnostní funkci pX|Y , tj. £ísla P (X = x | Y = y) pro v²echny

hodnoty x, y.



Spojité náhodné veli£iny

P°ipome¬te si, ºe distribu£ní funkce FX je de�nována vztahem

FX(x) = P (X ≤ x).

V n¥kterých p°ípadech (X je spojitá) je FX(x) =
∫ x

−∞ fX(t)dt pro vhodnou nezápornou funkci fX (hus-

totu X). Pak je P (X ∈ A) =
∫
A
fX(t)dt.

7. Pro n.v. X s distribu£ní funkcí FX vyjád°ete (a) P (X ∈ (0, 1]) (b) P (X > 0) (c) P (X < 0)
(d) P (X ∈ [0, 1])

8. Vy°e²te p°edchozí £ást znovu, pro n.v. X s hustotou fX .

Bonusy

9. P°ipome¬te si de�nici indikátorové náhodné veli£iny IA.
(a) Jaká je E(IA)?
(b) Nech´ A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An. Ov¥°te rovnost

1− IA =

n∏
i=1

(1− IAi).

(c) Roznásobte a pouºijte v¥tu o linearit¥ st°ední hodnoty, abyste získali princip inkluze a exkluze.

10. * Ozna£me M po£et email·, které dostaneme za den, S po£et spam· mezi nimi, H po£et �ham·�
� t¥ch, co nejsou spamy. P°edpokládejme, ºe M ∼ Pois(λ) a ºe kaºdý email má nezávisle na ostatních
pravd¥podobnost p, ºe je to spam.

(a) Vyjád°ete P (S = k) (jako nekone£nou sumu) pomocí sdruºeného rozd¥lení M a S.
(b) Odvo¤te, ºe S ∼ Pois(pλ).
(c) Odvo¤te, ºe H ∼ Pois((1− p)λ) a také, ºe H, S jsou nezávislé n.v.

K procvi£ení

11. Uvaºme skupinu m manºelských pár· (tj. celkem 2m osob). P°edpokládejme, ºe po deseti letech bude
kaºdý z t¥ch 2m lidí stále naºivu s pravd¥podobností p, nezávisle na ostatních. Moºnosti rozvod· apod.
neuvaºujeme, tj. páry jsou nem¥nné.

Ozna£me L mnoºinu lidí, kte°í budou po deseti letech naºivu a A jejich po£et (tj. A = |L|). Dále bu¤ B
po£et pár·, kde budou naºivu oba; tj. A, B jsou náhodné veli£iny spl¬ující 0 ≤ A ≤ 2m a 0 ≤ B ≤ m. Pro
kaºdé a = 0, . . . , 2m chceme spo£ítat E(B | A = a).

(a) Uváºíme jednoho konkrétního £lov¥ka. Jaká je pravd¥podobnost, ºe bude po deseti letech naºivu,
pokud víme, ºe A = a? Jinými slovy, pokud ten £lov¥k je x, jaká je P (x ∈ L | A = a)?

(b) Uváºíme jeden konkrétní manºelský pár. Jaká je pravd¥podobnost, ºe budou oba naºivu, pokud
víme, ºe A = a?

(c) Vyjád°ete B jako sou£et m vhodných indikátorových n.v.
(d) Linearita st°ední hodnoty platí i pro podmín¥nou st°ední hodnotu, neboli

E(
m∑
i=1

Xi | J) =
m∑
i=1

E(Xi | J),

pro jakýkoliv jev J a n.v. X1, . . . , Xm. (To nemusíte dokazovat.) Vyuºijte toho k vypo£tení E(B | A = a).
(e) Jaké je rozd¥lení n.v. A? (Bu¤ ho pojmenujte, nebo napi²te pravd¥podobnostní funkci, tj. ur£ete

P (A = a).)
(f) Pro zvolenou a-prvkovou mnoºinu lidí M , jaká je pravd¥podobnost, ºe je to p°esn¥ mnoºina p°eºi-

v²ích? Neboli, kolik je P (L = M)? A kolik P (L = M | A = a)?
(g) Pro m = 10 a a = 4 ov¥°te výsledek samplováním v libovolném programovacím jazyce. Budete-li

pouºívat R, doporu£uji pozornosti p°íkaz rbinom(m,1,p) � vyrobí vektor s m £ísly, kaºdé z nich je rozd¥leno
podle Bin(1, p), neboli Bern(p).


