
5. cvi£ení z PSt � 13.�17.3.2023

Z kaºdé kapitolky (mimo Bonusy) vy°e²te aspo¬ jeden p°íklad!

Zacházení s E, var. Linearita E.

1. Nech´ P (X = 100) = p, P (X = 0) = 1−p. Ur£ete E(X) a var(X). (P°ímo nebo pomocí n¥které vlastnosti
st°ední hodnoty a rozptylu.)

2. Hodíme n-krát �zobecn¥nou korunou� s pravd¥podobností, ºe padne Panna rovnou p. Ozna£me X po£et
po sob¥ jdoucích hod· PO. (Nap°. pokud n = 6 a padlo postupn¥ POOPOO, tak X = 2.) Ur£ete E(X).
Rozmyslete si, pro£ se nejedná o binomické rozd¥lení.

[Nápov¥da: pouºijte linearitu. Ozna£me Ai jev, ºe i-tý hod byl P a (i+ 1)-ní hod O, dále bu¤ Xi = IAi

p°íslu²ná indikátorová veli£ina.]

3.Hodíme
(
n
2

)
-krát �zobecn¥nou korunou� z minulého p°íkladu. P°itom tvo°íme graf s vrcholy V = {1, 2, . . . , n}.

Postupn¥ pro v²echny dvojice {i, j} ∈
(
V
2

)
ur£íme, jestli jsou spojené hranou � to bude tehdy, kdyº p°íslu²ným

hodem padla Panna. Vzniklému grafu se °íká náhodný graf G(n, p).
(a) Ukaºte, ºe st°ední hodnota po£tu hran v grafu je p

(
n
2

)
.

[Pouºijte linearitu jako v minulém p°ípadu nebo si v²imn¥te, ºe po£et hran se °ídí binomickým rozd¥le-
ním.)

(b) Ukaºte, ºe st°ední hodnota po£tu trojúhelník· v grafu je p3
(
n
3

)
. [Pouºijte linearitu: i-tý trojúhelník

bude mít svoji prom¥nnou Xi.]

Podmín¥ná st°ední hodnota

4. V testu je 20 otázek s volbami a,b,c,d. Za správnou odpov¥¤ (vºdy je jen jedna odpov¥¤ správná) je
1 bod, za ²patnou −1/4 bodu, za nevypln¥nou otázku nula. Kaºdá otázka je s pravd¥podobností p jednou
z t¥ch, co se Kvído nau£il a tedy zná správnou odpov¥¤. Pokud správnou odpov¥¤ nezná, ví o tom, a m·ºe
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaká je st°ední hodnota po£tu bod·, které Kvído získá, pokud bude odpovídat jenom otázky, u
kterých zná odpov¥¤?

(b) A co kdyº bude tipovat, kdyº nezná správnou odpov¥¤?
(c) Jak by se musela zm¥nit penalizace za chybnou odpov¥¤, aby byly odpov¥di v £ástech a, b stejné?

5. Král Ludvík chce mít muºského potomka, aby ho mohl op¥t pojmenovat Ludvík. V kaºdém roce mu jeho
manºelka porodí práv¥ jedno dít¥, které je stejn¥ pravd¥podobn¥ chlapec i d¥v£e, nezávisle na p°edchozích
pokusech. V²echny narozené d¥ti p°eºijí. Pokud se narodí chlapec, tak dal²í potomky uº Ludvík mít nebude.
Ozna£me S po£et narozených syn· a D po£et narozených dcer.

(a) Ur£ete E(S).
(b) Ur£ete E(D).

6. Házíme korunou s pravd¥podobností, ºe padne Panna rovnou p. Kdyº dva hody po sob¥ dopadnou stejn¥,
tak skon£íme. Jaký je st°ední po£et hod·, které provedeme?

7. V televizní sout¥ºi si ú£astník m·ºe vybrat dv¥ otázky. U otázky A odhaduje, ºe správn¥ odpoví s
pravd¥podobností 0.8 (a dostane za to 1 000K£). U otázky B je jeho pravd¥podobnost úsp¥chu jen 0.5, zato
za správnou odpov¥¤ dostane 2 000K£. Po ²patné odpov¥di hra kon£í, po správné m·ºe zkusit druhou otázku
(a odm¥na za uº správn¥ odpov¥zenou otázku mu p°i ²patn¥ odpov¥zené dal²í nepropadne).

(a) Jaká je st°ední hodnota výhry, pokud za£ne otázkou A?
(b) Jaká je st°ední hodnota výhry, pokud za£ne otázkou B?
(c) Bonus: pokud jsou pravd¥podobností úsp¥chu pA, pB a odm¥ny mA, mB , jak se má sout¥ºící

rozhodnout?
(d) * A co kdyº t¥ch otázek bude víc neº dv¥?



Nezávislost

Diskrétní náhodné veli£iny X, Y , nazveme nezávislé, pokud pro kaºdé x, y jsou jevy {X = x} a {Y = y}
nezávislé. (P°ipome¬te si, co znamená zápis {X = x}.)

8. Ukaºte, ºe jevy A, B jsou nezávislé, práv¥ kdyº jsou nezávislé jejich indikátorové veli£iny.

9. Ukaºte, ºe pro diskrétní nezávislé n.v. X, Y platí

P (X ≤ x&Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y).

Pro jednoduchost m·ºete p°edpokládat, ºe Im(X) = Im(Y ) = {1, 2, . . . , n} pro n¥jaké n.

Náhodné vektory

Sdruºená pravd¥podobnostní funkce je de�nována vztahem pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y). �Jednoroz-
m¥rné funkce� pX , pY se v tomto kontextu nazývají marginální pravd¥podobnostní funkce. Rozmyslete si,
jak je zjistit z pX,Y � nejlépe p°i °e²ení následujícího p°íkladu.

10. Ze standardního balí£ku s 52 kartami vytáhneme dv¥ karty. Ozna£íme X po£et vytaºených es, Y po£et
král·. Ur£ete sdruºenou pravd¥podobnostní funkci pX,Y a také marginální pstní funkce pX , pY .

11. Ozna£me X1, X2, X3 výsledky t°í nezávislých hod· £ty°st¥nnou kostkou (s £ísly 1, . . . , 4).
(a) Jaká je pravd¥podobnostní funkce X = X1?
(b) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Y = max(X1, X2)?
(c) Jaká je pravd¥podobnostní funkce Z = max(X1, X2, X3)?
(d) O kolik se zvý²í st°ední hodnota tím, ºe m·ºeme házet t°ikrát? Neboli, o kolik je vy²²í E(Z) neº

E(X)?
[Nápov¥da: Ur£ete nap°ed P (Y ≤ k), P (Z ≤ k).]

Bonusy

12. P°ipome¬te si de�nici indikátorové náhodné veli£iny IA.
(a) Jaká je E(IA)?
(b) Nech´ A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An. Ov¥°te rovnost

1− IA =

n∏
i=1

(1− IAi).

(c) Roznásobte a pouºijte v¥tu o linearit¥ st°ední hodnoty, abyste získali princip inkluze a exkluze.

13. * Ozna£me M po£et email·, které dostaneme za den, S po£et spam· mezi nimi, H po£et �ham·�
� t¥ch, co nejsou spamy. P°edpokládejme, ºe M ∼ Pois(λ) a ºe kaºdý email má nezávisle na ostatních
pravd¥podobnost p, ºe je to spam.

(a) Vyjád°ete P (S = k) (jako nekone£nou sumu) pomocí sdruºeného rozd¥lení M a S.
(b) Odvo¤te, ºe S ∼ Pois(pλ).
(c) Odvo¤te, ºe H ∼ Pois((1− p)λ) a také, ºe H, S jsou nezávislé n.v.


