
2. cvi£ení z PSt � 21.2.2023

Podmín¥ná pravd¥podobnost, Bayesova v¥ta

Uºite£né vzorce:

� Pokud A1, . . . , An ∈ F a P (A1 ∩ · · · ∩An) > 0, tak

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1 ∩A2) . . . P (An |
n−1⋂
i=1

Ai)

� Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

P (A) =
∑
i

P (A | Bi)P (Bi)

(s£ítance s P (Bi) = 0 povaºujeme za 0).

� Za p°edpoklad· minulé £ásti,

P (Bj | A) =
P (Bj)P (A | Bj)∑
i P (Bi)P (A | Bi)

1. Jaký je vztah tvrzení P (A | B) > P (A) a P (B | A) > P (B)?

2. V krabici sto mandarinek jsou £ty°i zkaºené. Vytáhneme postupn¥ t°i mandarinky. Ozna£me Ai jev �i-tá
mandarinka není zkaºená� . Spo£t¥te P (A1∩A2∩A3). Rozmyslete si také, jaký jste pouºili pravd¥podobnostní
prostor.

3. Máme t°i normální hrací kostky a jednu kostku, kde jsou t°i jedni£ky a t°i dvojky. Vybereme uniformn¥
náhodn¥ jednu z kostek, hodíme.

(a) Jaká je pravd¥podobnosti, ºe padne jedni£ka?
(b) Pokud nám padla jedni£ka, jaká je pravd¥podobnost, ºe jsme vybrali normální kostku?

4. Petr dostává hodn¥ email·, ale 80 % z nich jsou spamy. Jeho spamový �ltr 90 % spam· správn¥ ozna£í,
ale také 5 % °ádných email· ozna£í jako spam.

(a) Kolik procent email· bude ozna£eno jako spamy?
(b) Kolik procent °ádných email· je mezi t¥mi, co jsou ozna£ené jako spamy?
(c) Kolik procent spam· je mezi emaily, které testem pro²ly?

5. (Paradox Monty Halla) V sout¥ºní h°e sout¥ºící (tj. my) stojíme na podiu p°ed t°emi dve°mi. Za jedn¥mi
je auto (to chceme), za ostatními koza (tu nechceme, moc ºere). Vybereme si jedny dve°e, ale neº je otev°eme,
tak moderátor otev°e jedny ze zbylých dve°í, ukáºe za nimi kozu, a nabídne nám, ºe m·ºeme svoji volbu
zm¥nit. Máme to ud¥lat? Pom·ºe to? Uv¥domte si, ºe zadání má (minimáln¥) následující dv¥ varianty:

(a) moderátor ví, kde je auto, a tomu p°izp·sobí, které dve°e otev°e;

(b) moderátor si hodí korunou, které dve°e otev°ít. (Jiné, neº ty, co jsme vybrali.) Kdyby odhalil auto, tak
bychom asi prohráli, ale to se zrovna nestalo.

Pro snaz²í domluvu: vybereme dve°e £íslo 1, auto je za náhodnými dve°mi. Poté, co moderátor ote-
v°e dve°e 2 nebo 3, tak na²i volbu zm¥níme. Spo£ítejte pravd¥podobnost, ºe vyhrajeme auto, ve varian-
tách (a), (b).

6. V krabici je m bílých a n £erných mí£k·. Dva hrá£i st°ídav¥ tahají mí£ky, první kdo vytáhne bílý mí£ek
prohrál. Jaká je pravd¥podobnost p(m,n), ºe prohraje první hrá£? (Sestavte rekurentní formuli, tj. formuli
pro p(m,n) pomocí p(m′, n′) pro m′ ≤ m, n′ ≤ n.)



7. Varianta problému s obálkami: ve dvou obálkách je v kaºdé £ástka daná n¥jakým reálným £íslem, v kaºdé
jiným. Máme dovoleno jednu obálku otev°ít a pak se rozhodnout, zda si necháme tu, nebo tu druhou. Jak
m·ºeme s pravd¥podobností > 1/2 získat obálku s vy²²ím obnosem?

(Návod: nebude to o moc víc neº 1/2, navíc ta pravd¥podobnost závisí na tom, jak se dané dv¥ £ástky
li²í. Pouºijte n¥jakou rostoucí funkci F : R → (0, 1), pokud vyberete obálku z £ástkou x, zm¥¬te obálku s
pravd¥podobností F (x).

8. Alice má n mincí, Bob n + 1. Oba hodí v²emi svými mincemi a spo£ítají, komu padne kolikrát panna.
Pravd¥podobnost, ºe Bobovi padla vícekrát, je 1/2. (Návod: Bob si dá jednu minci stranou a nap°ed spo£ítá
t¥ch n ostatních, teprve pak p°ipo£te tu poslední.)

Bonusy

9. (Simpson·v paradox) V této úloze budeme mít bonbony dvou druh·: dobré £ervené a nedobré zelené.
Bonbony ale vybíráme z nádoby poslepu (nebo jsme barvoslepí). Rozhodn¥te, zda se m·ºe stát následující
podivnost:

� P°i vytahování bonbonu z bílé krabice máme vy²²í pravd¥podobnost, ºe vytáhneme dobrý bonbon, neº
z £erné krabice.

� P°i vytahování bonbonu z bílého sá£ku máme vy²²í pravd¥podobnost, ºe vytáhneme dobrý bonbon,
neº z £erného sá£ku.

� Pokud p°esypeme bonbony z bílého sá£ku do bílé krabice (a z £erného do £erné krabice), tak budeme
mít lep²í pravd¥podobnost vytaºení dobrého bonbonu v £erné krabici.

10. (Prosecutor's fallacy) Paní C um°ely dv¥ d¥ti krátce po narození. Je obºalovaná za dvojnásobnou vraºdu.
�alobce argumentuje takto: Pravd¥podobnost syndromu náhlého úmrtí kojenc· je 1/8500. Takºe pravd¥po-
dobnost dvou takových jev· je 1/85002. Tudíº pravd¥podobnost, ºe paní C je nevinná je 1/85002, coº je
hodn¥ málo.

Formulujte argumenty ºalobce v °e£i pravd¥podobnosti a nalezn¥te v nich dv¥ chyby.

K procvi£ení

11. Házíme dvakrát mincí. Je v¥t²í pravd¥podobnost, ºe dvakrát padne panna, za p°edpokladu, ºe první hod
byla panna NEBO ºe dvakrát padne panna, za p°edpokladu, ºe n¥který hod byla panna?

12. Máme k nádob, v kaºdé z nich a bílých a b £erných mí£k·. Z první vybereme náhodný mí£ek, vhodíme
do druhé. Pak z ní vybereme náhodný mí£ek, vhodíme do t°etí, atd. Jaká je pravd¥podobnost, ºe z poslední
nádoby vytáhneme bílý mí£ek?

13. V urn¥ je a £erných a b bílých mí£k·. Postupn¥ z ní (bez vracení) taháme mí£ky. Jaká je pravd¥podobnost,
ºe první vytaºený mí£ek je £erný? Druhý, t°etí, . . . ?

14. Logická formule A ⇒ B je ekvivalentní obm¥n¥ ¬B ⇒ ¬A. Budeme se zabývat analogiemi zahrnujícími
pravd¥podobnost.

(a) Ukaºte, ºe pokud P (B | A) = 1, tak také P (Ac | Bc) = 1.
(b) Ukaºte, ºe je v²ak moºné, aby P (B | A)

.
= 1, ale P (Ac | Bc)

.
= 0.


