
10. cvi£ení z PSt � 25.�29.4.2022

Sdruºená hustota

1. Nech´ X, Y mají sdruºenou hustotu fX,Y (x, y) = e−x−y pro x, y > 0 (a 0 jinak).
(a) Ur£ete marginální hustoty fX , fY .
(b) Ur£ete také distribu£ní funkce FX , FY , FX,Y .
(c) Jsou X, Y nezávislé?
(d) Najd¥te P (X + Y ≤ 1) a P (X > Y ).

2. Volme uniformn¥ náhodn¥ bod z polokruhu o polom¥ru 1, se st°edem v po£átku a v horní polorovin¥.
(Uniformn¥ znamená, ºe pravd¥podobnost kaºdé podmnoºiny je úm¥rná jejímu obsahu.) Ozna£me X, Y
sou°adnice zvoleného bodu.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y .
(b) Najd¥te marginální hustotu fY a spo£t¥te pomocí ní E(Y ).
(c) Pro kontrolu spo£t¥te E(Y ) p°ímo (pomocí PNS).

Podmín¥ná st°ední hodnota

3. Nech´ X je n.v. s hustotou

fX(x) =

{
x/4 pro 1 < x ≤ 3

0 jinak.

Ozna£me A jev {X ≥ 2}.
(a) Spo£t¥te E(X), P (A), fX|A a E(X | A).
(b) Ozna£me Y = X2. Spo£t¥te E(Y ) a var(Y ).

Podmín¥ná hustota

4. Nech´ X, Y mají sdruºenou hustotu

f(x, y) =

{
e−y pro 0 < x < y <∞
0 jinak.

(a) Ur£ete podmín¥nou hustotu fX|Y .
(b) Ur£ete podmín¥nou hustotu fY |X .

5. Metrový klacek zlomíme v uniformn¥ náhodném bod¥ a ponecháme si levý kus. Jeho délku ozna£íme Y .
V n¥m op¥t vybereme uniformn¥ náhodný bod, kde klacek zlomíme, a délku levého kusu ozna£íme X.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y . M·ºe vám pomoci podmín¥ná hustota fX|Y .
(b) Najd¥te marginální hustotu fX .
(c) Pomocí fX spo£t¥te E(X).
(d) Spo£t¥te E(X) pomocí vztahu X = Y · (X/Y ).

6. Metrový klacek rozlomíme na t°i kusy jedním z níºe popsaných zp·sob·. Pro kaºdý z nich spo£ítejte, jaká
je pravd¥podobnost, ºe ze získaných t°í kus· jde sestavit trojúhelník. (Nápov¥da: nap°ed si rozmyslete, kdy
jsou t°i kladná £ísla se sou£tem jedna stranami n¥jakého trojúhelníku.)

(a) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ dva body zlomu.
(b) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ první bod zlomu. Pak totéº ud¥láme s kusem klacku v pravé ruce.
(c) Vybereme uniformn¥ náhodn¥ první bod zlomu. Pak totéº ud¥láme s v¥t²ím kusem klacku.

7. Volme uniformn¥ náhodn¥ bod z trojúhelníku s vrcholy v bodech [0, 0], [0, 1] a [1, 0], tj. pravd¥podobnost
kaºdé podmnoºiny je úm¥rná jejímu obsahu. Ozna£me X, Y sou°adnice zvoleného bodu.

(a) Najd¥te sdruºenou hustotu fX,Y .



(b) Najd¥te marginální hustotu fY .
(c) Najd¥te podmín¥nou hustotu fX|Y .
(d) Spo£t¥te E(X | Y = y) a podle v¥ty o rozboru moºností spo£t¥te E(X) (pomocí E(Y )).
(e) Spo£t¥te E(X) pomocí p°edchozí £ásti a symetrie.

Aplikace nerovností a Centrální Limitní V¥ty

Pro výpo£ty s funkcí Φ pouºijte tabulku z 5. cvi£ení nebo vhodný software, nap°. https://t.ly/JRQ2.

8. Po£ítání obsahu kruhu náhodným samplováním. Vygenerujeme náhodný bod ve £tverci (ob¥ sou°adnice
budou mít rozd¥lení U(0, 1)). Ozna£íme Xi indikátor jevu �i-tý bod leºí ve vepsaném kruhu�.

(a) Ur£ete E(Xi), var(Xi).
(b) Poloºte Sn = (X1 + · · ·+ Xn)/n. Ur£ete E(Sn) a var(Sn).
(c) V²imn¥te si, ºe lze po£ítat Sn z Sn−1, Xn a n (niº²í nároky na pam¥´).
(d) Pro jaké n £ekáte, ºe dostaneme výsledek správn¥ na jedno desetinné místo? Na dv¥, t°i, . . . ?

9. Statistik chce odhadnout pr·m¥rnou výsku h (v metrech) lidí v n¥jaké populaci, pomocí n nezávislých
vzork· X1, . . . , Xn, které vybíráme uniformn¥ náhodn¥ se v²ech moºnych lidí. Pro odhad pouºije výb¥rový
pr·m¥r Sn = (X1 + · · ·+ Xn)/n. Odhaduje, ºe sm¥rodatná odchylka jednoho výb¥ru je nejvý²e 1 metr.

(a) Jak velké n má volit, aby sm¥rodatná odchylka Sn byla nejvý²e 1 cm?
(b) Pro jaké n zajistí �eby²evova nerovnost, ºe pravd¥podobnost, ºe Mn se li²í od h nejvý²e o 5 cm s

pravd¥podobností alespo¬ 99%?
(c) Statistik si v²imne, ºe v²ichni m¥°ení lidé mají vý²ku v intervalu (1.4, 2.1). Jak má upravit odhad

sm¥rodatné odchylky? Jak se zm¥ní odpov¥di na p°edchozí otázky?

10. Ozna£me S =
∑30

k=0

(
100
k

)
. Ozna£me dále X =

∑100
i=1 Xi, kde Xi je ±1 s pravd¥podobností 1/2 a veli£iny

X1, . . . , Xn jsou nezávislé.
(a) Vyjád°ete S pomocí vhodné pravd¥podobnosti výroku o X.
(b) Pouºijte CLV na odhad této pravd¥podobnosti.
(c) P°ípadn¥ vy£íslete S vhodným softwarem a srovnejte.


