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7.série

1. Každé dvě disjunktńı množiny vrchol̊u grafu tvoř́ı 1-regulárńı pár. Necht’ pro dis-
junktńı (A,B) plat́ı, že pro každé množiny X ⊆ A, Y ⊆ B, X, Y 6= ∅ plat́ı

|d(X, Y )− d(A,B)| ≤ 0

(jakási 0-regularita). Co můžete ř́ıci o grafu indukovaném A ∪B?

2. Pokud ε1 > ε2 > 0, je silněǰśı vlastnost ε1-regularita nebo ε2-regularita?

3. Ukažte, že ε-regulárńı rozklad grafu G je i ε-regulárńı rozklad grafu Ḡ.

4. Bud’ n(ε,m) libovolná funkce dvou proměnných. Předpokládejte, že plat́ı následuj́ıćı
varianta regularity lemma: pro každé ε > 0 a každé m existuje M takové, že každý
graf s n ≥ n(ε,m) vrcholy má ε-regulárńı rozklad s k částmi, kde m ≤ k ≤M .

Ukažte, že pak plat́ı i regularity lemma.

5. Bud’ (Gn) posloupnost graf̊u takových, že |Gn| = n a ‖Gn‖ = o(n2). Ukažte, že pro
(Gn) plat́ı regularity lemma – tj. lemma plat́ı v oslabené verzi, kde smı́me vyb́ırat
jen grafy z posloupnosti (Gn).

6. Necht’ (A,B) je ε-regulárńı pár s d(A,B) = d a |A| = |B| = n. Pak existuje X ⊆ A,
Y ⊆ B, pro která

• |X| = |Y | ≥ (1− ε)n,

• každý vrchol v X má alespoň (d− 2ε)|B| soused̊u v Y a

• každý vrchol v Y má alespoň (d− 2ε)|A| soused̊u v X.

7.
”
Zúžeńı reg. páru“ Necht’ (A,B) je ε-regulárńı pár (v nějakém grafu) s d(A,B) = d.

Necht’ dále α > ε a necht’ X ⊆ A, Y ⊆ B splňuj́ı |X| ≥ α|A|, |Y | ≥ α|B|. Pak
(X, Y ) je ε′-regulárńı pár, kde ε′ = max{ε/α, 2ε} a d(X, Y ) = d′ přičemž |d−d′| ≤ ε.

8. ∗
”
společné sousedstv́ı“ Necht’ (A,B) je ε-regulárńı pár s d(A,B) = d, bud’ s

přirozené č́ıslo. Pro ~a = (a1, . . . , as) ∈ As označme N(~a) = ∩si=1N(ai) společné
sousedstv́ı vrchol̊u v ~a. Necht’ Y ⊆ B splňuje (d− ε)s−1|Y | ≥ ε|B|. Pak plat́ı

|{~a ∈ As : |Y ∩N(~a)| < (d− ε)s|Y |}| < sε|A|s .

9. Necht’ |A| = |B| = |C| = n, necht’ (A,B), (B,C), (C,A) jsou tři ε-regulárńı páry,
pro nějaké ε ∈ (0, 1/2]. Bud’ t = t(A,B,C) počet trojúhelńık̊u s jedńım vrcholem
v A, druhým v B, třet́ım v C. Pak

|t− d(A,B)d(B,C)d(C,A)n3| ≤ 13εn3.
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Nápověda pro 4: Volte dostatečně velké M .
Nápověda pro 5: Můžeme volit libovolný rozklad na nepř́ılǐs mnoho část́ı. Pokud bude

n dost velké, a tedy ‖Gn‖/n2 dost malé, tak pro všechny testované dvojice X ⊆ A, Y ⊆ B
bude plati d(X, Y ) ≤ ε, tud́ıž (A,B)) je ε-regulárńı pár.

Nápověda pro 6: Použijte dvakrát lemmátko z přednášky.
Nápověda pro 8: Použijte indukci přes s, pro s = 1 jsme dokazovali na přednášce.
Nápověda pro 9: Podle věty z přednášky, většina vrchol̊u z A má typické množstv́ı

soused̊u v B i v C. Pro ně použijte definici regulárńıho páru pro (B,C).
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