Kombinatorika a grafy IIT — 2018/19

5.série

1. Dokazte, ze ma-li graf G stromovy rozklad (7,V) takovy, ze V; je klika v G pro
kazdé t € V(T), pak G je chordélni.

2. Dokazte, ze graf ma stromovou Sitku nejvyse k pravé tehdy, kdyz je podgrafem
chordélniho grafu G’ takového, ze w(G’') < k + 1.

3. Méjme graf G a jeho stromovy rozklad (T, V). Pro vrchol ¢ € V(T) definujeme H,
jako graf, ktery vznikne z G[V;] piidanim klik na mnozindch V; NV pro tt' € E(T).
Vsechny grafy H; se nazyvaji torsa stromového rozkladu (7', V).

Bud H mnozina grafi. Ukaite, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(a) G lze ziskat z grafu v H pomoci klikovych sum (tj. k-sum pro libovolné k).
(b) G mé stromovy rozklad, jehoz torsa jsou grafy v H.

4. Je-li F libovolny systém mnozin, tak jeho prunikovy graf je graf s vrcholy F, v
kterém X,Y € F jsou spojeny hranou, pravé tehdy, kdyz X NY # (.

Ukazte, ze graf je chordalni prave tehdy, kdyz je izomorfni prunikovému grafu pod-
stromu néjakého stromu.

5. Necht G je rovinnd triangulace a G* je jeji dudl. Necht T je kostra G a T* je
podgraf G* obsahujici pravé hrany takové, ze odpovidajici hrany G nepatii do T
Ukazte, ze T™* je kostra G*.

6. V situaci z predchoziho prikladu si vyberme libovolny vrchol v € V(G). Kazdy
vrchol f grafu G* odpovida sténé G incidentni se tiemi vrcholy ay, by a cy. Definujme
V jako mnozinu vSech vrchol, které lezi na cestach z ay, by a ¢y do v ve stromu
T. Ukazte, ze (T*,V) je stromovy rozklad G.

7. Ukazte, ze rovinny graf poloméru r mé stromovou §itku nejvyse 3r.

8. (*) Ukazte, ze rovinny graf s n vrcholy mé stromovou sitku O(y/n).

9. Necht G je graf a W je mnozina vrchola G velikosti 2k + 1. Rikdme, ze W je k-
rozbitnd, jestize existuje X C V(G) velikosti nejvyse k tz. kazd4 komponenta G — X
obsahuje nejvyse k vrcholu z W. Ukazte, ze ma-li G stromovou §itku nejvyse k — 1,
pak kazda podmnozina V' (G) velikosti 2k + 1 je k-rozbitna.

10. Necht G je graf a W je mnozina vrcholu G velikosti 2k+1. Necht B = {X C V(G) :
G[X] je souvisly a | X N W| >k + 1}.
Ukazte, ze B je bramble, a ze kdyz W neni k-rozbitna, pak bramble B ma rad
alespon k + 1.

11. (*) Necht G je graf takovy, ze kazdd podmnozina V (G) velikosti 2k+1 je k-rozbitnA.
Ukazte, ze G ma stromovou $itku nanejvys 3k.

12. Ukazte, ze méa-li graf stromovou $itku vétsi nez 3k, pak obsahuje brambli fadu

alespon k + 1. (,,Slabé dualita.)



Népovéda k 1: vyuzijte simplicialni vrcholy.

Népoveda k 8: Vyuzijte predchozi cviceni. Napred je ale potieba graf trochu rozsekat
— najit mnozinu X velikosti O(y/n), pro kterou kazdd komponenta G — X m4 polomeér
O(y/n). K tomu pouzijte prohleddvani do siiky.

Népovéda k 11: Dokazte indukei o néco silngjsi tvrzeni: pro kazdou mnozinu W C
V(@) velikosti < 2k + 1 existuje stromovy rozklad (T, V) o sitce < 3k, pro ktery jedna z
casti obsahuje W.



